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Co bude v dnesni prednasce

metoda nejblizsich sousedt (KNearestNeighbors, kNN)

® riizné miry vzdalenosti

® kNN a normalizace dat

prokleti dimenzionality
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kNN: zakladni myslenka

® Redime problém supervizovaného uceni, kdy tedy chceme na zékladé p p¥iznaki

X1,..., X, predikovat hodnotu vysvétlované proménné Y.

® Pro zjednoduseni znaleni poskladame p¥iznaky do vektoru X = (X1,...,X,)7,
ktery budeme chapat jako nahodny vektor, a jednu jeho konkrétni realizaci budeme
znadit .

® Dile budeme jako X znadit mnozinu obsahujici vSechny mozné hodnoty pFiznakd,
tj. ¢ € X, pricemz typicky X = RP.

® Mame tedy trénovaci mnozinu tvofenou N dvojicemi (x1,Y1),..., (N, YN).

® Z3ikladni (a velice jednoduchad) myslenka kNN je nasledujici:

» Chceme predikovat hodnotu vysvétlované proménné pro datovy bod x € X.

> V trénovacich datech najdeme k bodi (k je zadany hyperparametr), které maji
od x nejmens{ vzdalenost.

» Predikci pak zalozime na zndmych hodnotach vysvétlované proménné pro
téchto k bodd.

> Jedna-li se o regresi (spojité Y'), bereme primér z hodnot pro tyto body.

> Jedna-li se o klasifikaci, bereme nej¢astéjsi hodnotu mezi témito body.
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Nejblizsi soused: jak ho najit

Kli¢ovy je pojem vzdélenosti (resp. metriky):

Definice

Vzdalenost nebo také metrika na mnoziné X je funkce d : X x X — [0, +00)
takova, ze pro kazdé x,y, z € X plati

i) d(z,y) >0, ad(z,y) = 0 pravé tehdy kdyz x = y - pozitivni definitnost,
i) d(z,y) = d(y, ) - symetrie,
i) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) - trojihelnikova nerovnost.

Vv

® NejbéZnéjsi je volba Eukleidovské vzdalenosti nebo také Ly vzdalenosti:

|z —yll2 = da(z,y) =

pro dva body & = (z1,...,2p) ay = (y1,. ..
® Pozdéji si ukdzeme i jiné moznosti.
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kNN: uceni vs. predikovani

U rozhodovacich strom( byla vypocetné narocna faze uleni, ale predikce uz se
konstruovaly velmi snadno a rychle (3lo jen o priichod nehlubokym stromem).

® Toto plati skoro o vSech metodéach pro supervizované uceni: radové vice je
narocné uceni modelu nez vypocet predikci.

® U kNN je tomu naopak! Ucenf totiz vlastné neprobiha: trénovaci data jsou
sama o sobé nauc¢enym modelem.

® Co je naopak vypocetné naro¢né je predikce, tedy hledani nejblizsich sousedi
pro dany bod: vyzaduje to priichod vSemi trénovacimi daty a naméreni
vzdalenosti od kazdého trénovaciho bodu.

® Hledani Ize zrychlit tim, Ze si data jistym zplisobem indexujeme (obvykle do

jistého vyhledavaciho stromu), potom se situace ,znormalni* a predikovani se
zrychli na dkor uéeni se (tj. tvorby indexu trénovacich dat).
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kNN: hyperparametry

® Implementace kNN v scikit-learn je dostupna v baliccich
KNeighborsRegressor a KNeighborsClassifier.

V pripadé regrese i klasifikace jsou pro kNN smysluplné t¥i hyperparametry:
> Cislo k uréujici pocet hledanych nejbliz$ich sousedii (n_neighbors).
» Pouzitd vzdalenost; obecné funkce vracejicim dvéma datovym bod{im dislo
(metric).

vyv/

> Vahy nejblizSich sousedil uréujici ,silu jejich hlasu® pfi predikci (weights).

® Postupné si tyto tfi hyperparametry projdeme.

/////

tykaji spiSe zplsobu vypoltu a tvorby pfipadného indexu, takZe neovliviujf
pfimo tvar modelu a nejedna se tedy striktné feCeno o hyperparametry.
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kNN: hyperparametr k (pocet sousedil)

® Vétsinu modeld |ze pfeudit (tzv. overfitting). Nap¥. u stromi to $lo snadno,
stacilo vytvorit prilis hluboky strom s velkym mnozstvim list(.

® U kNN Ize preuceni zabranit zvySenim poctu sousedii, které maji vliv na
predikci.

® Jak vypada preuceny kNN Ize vidét na obrazku nize vlevo, kde je vysledek
binarni klasifikace pro k = 1, vpravo jsou vidét tatdz data pro k = 10.

2-Class dlassification (k = 1, weights = ‘uniform) 2-Class classification (k = 10, weights = ‘uniform’)
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kNN: mira vzdélenosti jako hyperparametr (1/2)

® Predpokladejme, ze vSechny nase priznaky jsou Cisla; idealng, ze se jedna o
spojité numerické priznaky.

® Potom lze jako vzdélenost vzit jakoukoli metriku definovanou na R? (kde p je
poclet priznaka).

® Nejobvyklejsi volbou jsou tzv. L, metriky (také Minkovského g-metriky pfip.
g-normy), kde ¢ = 1,2, ... Tyto jsou také pfimo podporované v
scikit-learn.

® Vzdalenost dvou bodli ® = (z1,...,2p) ay = (y1,...,Yp) z RP dané L,
metrikou je rovna

|z —yllg =dg(z,y) =

specialné pro ¢ = 1 dostavame

e —yli = di(2,y) lez vil.

® Eukleidova vzdalenost tak odpovida ¢ = 2, Manhattanska vzdalenost pak
qg=1.
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kNN: mira vzdélenosti jako hyperparametr (2/2)

® \/zdalenost si miiZzeme ale definovat v podstaté libovolné, jde jen o to, aby
byla schopné vrétit jednoznacné uréené &islo pro dva datové body (tj. dva
vektory pfiznaki).

® | ze také definovat i vzdélenosti, které se v kazdé dimenzi chovaji jinak: napf.
jedna-li se o priznak spojity numericky, ptispéje do vzdalenosti absolutni
hodnotou rozdilu, jedna-li se napf. o jméno, Ize pouzit Levenshteinovu
vzdalenost, prip. Ize na podmnoZinu pfiznakd pouzit tfeba cosinovou
vzdalenost
Ty
ll2/lyll2"

® Volba sofistikované miry vzdalenosti miZe z jednoduchého kNN modelu
udélat model sloZity (a tfeba i mocny). Obvykle také vyznamné vzroste pocet
hyperparametri, které uréuji, jak pfesné dan vzdalenost vypada (zejm. jakou
vahu maji jednotlivé slozky).

® Vice se lze dodist napfiklad zde: Similarity Measures for Categorical Data: A
Comparative Evaluation (2008).
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kNN: hyperparametr weights

® Predstavme si, Ze feSime regresni problém a Ze jsme pro dany bod x nasli
nejblizsi sousedy @1, ..., T s hodnotami vysvétlované proménné yq, ..., yx.

® Predikci pro & miizeme zvolit klasicky jako ,primér nejblizsich sousedid”, tedy

® (asto se ale voli vazeny primér

SF wiy
A~ = 141
§= =51,
D i Wi
kde w; jsou nezadporné vahy jednotlivych bodd.
® Tyto vahy se obvykle voli tak, ze klesaji’ se vzdalenosti’; napft. v
scikit-learn je mozné zvolit weights=distance, které nastavi
1
d(z,x;)’

w; =
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Rizné vahy stejnych priznaki

Na rozdil od rozhodovacich stromi je metoda kNN naro¢na na pripravu dat a
je také citliva na typy jednotlivych ptiznaki.

® Ptedpokladejme prozatim, ze vSechny nase pfiznaky jsou spojité numerické.

® Pfedstavme si, Ze dva z p¥iznaki jsou dva rozméry pldorysu bazénu (nap¥.
uréujeme prodejni cenu domu): 1 je uveden v centimetrech a x5 v metrech.

® Nyni predpokladejme, ze mdme dva domy se ¢tvercovymi bazény o strané 5 a
6 metrl. Jaky bude prispévek priznakid x; a x2 do Eukleidovské vzdalenosti
prislusnych dvou datovych bodi?

(500 — 600)% + (5 — 6)* = 100% + 1 = 10001.
® PYestoze se tedy tyto pfiznaky lisi o stejnou vzdalenost, zména v x5 je pfi

méfeni vzdalenosti datovych bodi (reprezentujicich domy) naprosto
zanedbatelnd vici zméndm v z;.
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Casto nedosazitelnd souméritelnost priznaki

® Ptedchozi priklad s rozméry bazénii Ize snadno vyfesit: budeme oba rozméry
méfit v metrech. Ale vétsinou to neni tak jednoduché.

® U domu mizeme mit napiiklad pfiznaky urcujici
» plochu v bazénu v metrech Etvereénich,
> velikost koupelny také v metrech Ctverecnich,
> velikost televize danou thloptickou v palcich,
> pocet oken.

® Co s takovym pripadem? Je feSenim prevést plochu televize na metry
Ctverecni? Je zvetSeni kuchyné o 2 CtvereCni metry to samé, jako stejné
zvétsSeni bazénu? A co teprve pocet oken?

® \/ nékterych pripadech jsou priznaky jen tézko porovnatelné a v podstaté
nelze najit néjakou univerzalni miru.

® Toto lze sloZité fesit pomoci sofistikovanych metrik plnych hyperparametri
anebo jednoduse (ale ¢asto naivné) pomoci normalizace dat.
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Normalizace dat (1/2)

® Jednoduchou metodou, jak zabranit nejextrémnéjsim uletim zptsobenym
pestrou skalou priznaki a jejich vyznami je normalizace kazdého priznaku do
intevalu [0, 1], kterd se nazyvd min-max normalizace.

® Postup je nasledujici: pro dany pfiznak najdeme jeho minimalni a maximalni
hodnotu v trénovacich datech: min,, max, a pak hodnotu z; tohoto pfiznaku
pro i-ty datovy bod nahradime

® Tim docilime toho, Ze viechny hodnoty budou z intervalu [0, 1].
® /mény v jednotlivych pfiznacich se pak vlastné porovnavaji s maximalnim
moznym rozdilem hodnot v trénovacich datech a tim se docili jisté omezené
souméfitelnosti.
® Dalsi, casto pouzivanou normalizaci je standardizace:
Ty — T
Tp 4= ——,
s
kde z = 1 = >, z; je vybérovy primér a 52 = nil Yoz — 7)? je vybérovy

rozptyl daneho priznaku.
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Normalizace dat (2/2)

® Predchozi postup normalizace po priznacich ale rozhodné neni univerzalni.

® Uvazujme zndmy MNIST dataset s rukou psanymi Cislicemi zachycenymi na
Cernobilych fotkadch o rozmérech 28 x 28 pixeli se stupném Sedi 0 az 255.

label = 5 label = 0 label = 4 label = 1 label = 9
label = 2 label = 1 label = 3 label = 1 label = 4
label = 3 label = 5 label = 3 label = 6 label = 1
.

label = 7 label = 2 label = 8 label = 6 label =9

® Datovy bod tedy obsahuje 28 x 28 = 784 pfiznaki s hodnotami od 0 (&ernd)
do 255 (bild).
® Je v tomto pFipadé normalizace po pfiznacich vhodna?
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Normalizace dat (2/2)

® Vhodnad moc neni, jednak kvili pfiznakiim (pixeldm), které jsou ve vech
obrazcich nulové (Cerné), ale i kvili tém, které jsou na par obrazcich trochu
Sedivé.

® 7de vlastné neni normalizace viibec nutna, nebot vSechny ptiznaky jsou co do
méFitka a vyznamu totozné.

® | ze pouzit normalizaci do intervalu [0, 1], ovéem nikoli po p¥iznacich:

Tr; — minX
T
maxyx — IMiny

kde miny a maxx jsou maxima nikoli v daném sloupci (pfiznaku), ale ve
vsech sloupcich.

® Pro MNIST data je miny = 0 a maxx = 255.

Obecné je normalizace dat velké a sloZité téma, ke kterému neexistuje
néjaky univerzalni spravny pristup.’

1Jak to tak chodi.
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kNN a nominalni ptiznaky

® kNN se bez pourziti specialnich metrik neumi dobre vyporadat s nominalnimi
priznaky.

® Jako priklad uvaZzujme p¥iznak u domu (zase diim prodavame), ktery urluje
dislo ¢asti Prahy (1 az 22).

® 7de ocividné nema cenu mérit velikost &iselného rozdilu.

® | ze bud modifikovat metriku tak, aby za tento pfiznak vracela nulu, pokud
ma pro dva datové body stejnou hodnotu, jinak aby vracela jednicku.
RozliSovala by tak jenom dva stavy: shodnd/riiznd hodnota p¥iznaku.

® Podobny (ale ne Gplné stejny, to si rozmyslete) vysledek dostaneme, pokud
pouZijeme one-hot encoding a dummy pFiznaky (kterych bude 22).

® Pro ordinarni priznaky uz mze pouziti klasickych Ciselnych rozdilti davat
smysl, ale obecné je to problematické.
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Prokleti dimenzionality

Prokleti dimenzionality (angl. the curse of dimensionality), je pojem,
ktery odkazuje na nékteré problémy objevujici se v ptipadé vysokého poctu
priznakd, kdy jsou datové body prvky mnohadimenzionalniho prostoru.

Tyto problémy hraji svoji roli v mnoha metodach a proto jsou redukce
dimenzionality a vybér pfiznakil (angl. feature selection) jednim ze
zasadnich témat pti zpracovani dat.

S kNN jsou spojeny zejména dva efekty zplisobené vysokou dimenzi dat:

» Data se zvySovanim dimenze Fidnou a navzajem se vzdaluji. Pro zachovani
stejné hustoty pro vyssi dimenzi by bylo nutné fadové navysit pocet datovych
bodi, coz neni obvykle mozné.

» S rostouci dimenzi se pro klasické metriky zmensuji rozdily mezi vzdalenymi a
blizkymi body.

Prvni efekt si demonstrujeme na pfikladu.
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Prokleti dimenzionality: Fidnuti bodu

Predstavme si, Ze mame d-dimenzionalni jednotkovou krychli (hyperkrychli), tedy oblast
[0,1] x [0,1] x --- x [0,1] € R?

a v ni madme ndhodné rozhozeno (dle uniformniho rozdéleni) 1000 bodd.
Otazka: Jak velkou musime mit ,podkrychli“, aby obsahovala v priméru 10 bodi (tj.
pokryvala jednu setinu objemu)?

® Pro jednodimenzionalni krychli (tj. dsecku) je to Gsetka o délce 0,01.
® Pro dvoudimenzionalni ¢tverec je to Ctverec o strané 0,1.
® Ve t¥{dimenzionalni prostoru je to krychle o hrané a, kde a® = 1/100, tedy

1
= — 0,21
a 100 0,215

® V dimenzi d je to pak krychle o strané

a= L
100

pro d =10 je a = 0,63 a pro d = 50 je a =~ 0,91.
® 7 pohledu strojového uceni to znamena, Ze hustota trénovacich bodi s rostouci
dimenzi klesa. Body jsou od sebe velmi vzdalené.
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