BI-ML1.21 prednaska 4 handout 15. fijna 2025
Problémy, ndvrhy apod. hlaste v GitLabu.
Verze souboru: 15. fijna 2025 13:29.

Co bude v dnesni prednasce

e Predstaveni modelu linearni regrese
« Uvod do problematiky hledéni extrému funkce vice proménnych
e Odhad parametri linedrniho modelu pomoci metody nejmensich ¢tverca

e Diskuse vysledku

14 Zaklady linearni regrese
Motivacni priklad

o Chceme prodat nemovitost (feknéme v Praze) a netusime, za kolik ji méme potencidlnim zajemcim
nabidnout.

e Zaroven si nechceme platit zadného ,realitniho* odbornika, ktery by nam se stanovenim ceny poradil.

e Zkusime tedy udélat vlastni prizkum realitniho trhu a vytvorit model, ktery ndm pomuze cenu sta-
novit.

o Napiseme skript, ktery stdhne data z realitnich servert a ulozi je v néjaké strukturované podobé
(idedlné tabulce ¢i vice tabulkach).

¢ Pro jednoduchost uvazujme, ze budeme znat u kazdé nabidky toto:

— Y — cenu, za kterou se prodava,
— X1 — uzitnou plochu,
— Xg — pocet mistnosti,

— X3 — vzdalenost od nejblizsi zastavky metra.

o Jako vysvétlovanou proménnou Y jsme oznacili veli¢inu, kterou pro nasi nemovitost nezname a chceme
ji predikovat.

e Priznaky Xi,... X3 oznacuji veli¢iny, které pro nasi nemovitost zname a o kterych vérime, ze cenu Y
ovliviuji.

Formalizace alohy

Obecné tedy chceme na zakladé p piiznaki X1, ..., X, predikovat hodnotu vysvétlované proménné Y.

V modelu linearni regrese predpokladame linedrni zavislost vysvétlované proménné na hodnotéach pti-
znakil.

Jelikoz nedoufame, Ze tato zdvislost je perfektni v tom smyslu, Ze pro stejné hodnoty xz1,...,z, pii-
znaki Xi,..., X, dostaneme vzdy stejnou hodnotu vysvétlované proménné Y, modelujeme tuto zévislost
nasledovné:

Y:w1x1+...+wpxp—|—e,

kde wy, ..., wp jsou néjaké nezndmé koeficienty a € je ndhodna veli¢ina.
Poznamky:

e Velicina e odpovida ¢asti Y, kterda je nevysvétlitelnd pomoci hodnot priznakid a je tedy z naseho
pohledu nahodna.

e Do ndhodné veli¢iny € se tak ,schovaji“ vlivy, které nezname nebo cilené nezahrnujeme do naseho
modelu (napt. stari budovy, pocet koupelen, pocet oken) ale napt. i chyby, nekonzistence dat a jiné
podivnosti v méreni priznak.
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Model linearni regrese
Obvykle jesté oddélujeme stfedni hodnotu ndhodnych vlivi a dostavame tak:

Model linearni regrese
Hodnota vysvétlované proménné Y v bodé (1, ...,2,)7 je

Y =wo+wiz1 + ... +wpzy + €,
kde Ee¢ = 0.
o Koeficient wg se nazyva intercept a odpovida (oc¢ekévané) vychozi hodnoté Y pfi nulovych piiznacich.

e Zavedeme-li novy konstantni priznak Xy = xy = 1 a vektorové znaceni

T T
x = (x0,21,...,2p)" a w=(wo,wi,...,wp)" ,
miuzeme zkracené psat
Y =wlx +e.
o Vektor w = (wp, w1, ..., w,)T koeficientli také nékdy nazyvéame vektor vah.

Predikce v modelu linearni regrese
Predpoklddejme nyni, Ze uz mame odhad w vektoru koeficienti w.
Hodnotu Y v konkrétnim bodé a predikujeme vztahem

? :’IIJT.’IZ =Wy + W11 + ...Tf}pxp.
Skutecna hodnota Y v bodé x je pritom urcena vztahem
Y =wlax+e

a je tedy ndhodnou veli¢inou.
7 predpokladu Ee = 0 plyne, ze
EY =wla

ay je tedy vlastné bodovym odhadem stredni hodnoty EY v bodé x.

Vizualizace modelu linearni regrese
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Modré body jsou body trénovaci mnoziny. Cervené body jsou predikce. Modré kiizky odpovidaji stfednim hodno-
tdm bodi trénovaci mnoziny, (x;, EY;). Modra éerchovand ¢ara je skutecné regresni piimka dand rovnici y = w’z a

v , v2 . v ~ AT v es s M .
cervena Cara je pfimka § = @ « urcujici nase predikce.
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Méreni chybovosti predikce pomoci ztratové funkce
Zaméfme se nyni na problematiku odhadu vektoru parametrti modelu w.
Nasledujici ivahy jsou obecné platné pro supervizované uceni néjakého modelu s parametry.

e Nasim cilem je najit takovou hodnotu w, aby chyba modelu byla co nejmensi.
e Tuto hodnotu pak pouzijeme jako odhad .
e K tomu musime specifikovat, co se mysli chybou modelu a v jakém smyslu ma byt nejmensi.

« Chybu modelu nejéastéji méfime pomoci néjaké nezaporné funkce L : R? — R, nazyvané ztrdtovd
funkce (angl. loss function), kterou aplikujeme na skuteénou hodnotou proménné Y a odpovidajici
predikci Y.

e Obvyklou volbou v pripadé spojité vysvétlované veli¢iny byva kvadratickd ztrdatovd funkce,
LY, ¥) = (v - 7).
Metoda nejmensich ctverci
o Velikost chyby modelu v bodé x je tedy L(Y, )A/), kde Y je skutecna hodnota vysvétlované Y v bodé
zal =wlz je predikce v bodé x.

o Otdazkou je, v jakém bodé x bychom méli hodnotu L(Y, f/) vyhodnocovat a ndsledné minimalizovat
vzhledem k w.

e Ziejmé to musi byt bod x z trénovaci mnoziny, protoze jinak bychom neznali skute¢nou hodnotu Y v
tomto bodé.

e Abychom co nejvic vyuzili trénovaci data, budeme minimalizovat soucet chyb pfes vSechny body
trénovaci mnoziny, tj. pres vsechny dvojice (x;,Y;) proi=1,...,N.
e Soucet chyb pres vSechny tyto body pro kvadratickou ztratovou funkci je

N N
RSS(w) =Y L(Yi,w ;) = > (Vi — wlz;)?

i=1 i=1
a nazyvame ho rezidudlni soucet ctverci (angl. residual sum of squares).

e Minimalizaci tohoto vyrazu ziskime odhad . Tento postup se nazyva metoda nejmensich ctverci
(angl. the method of least squares).

15 Extrémy funkce vice proménnych

Parcialni derivace
Protoze w je vektor, minimalizace RSS(w) spadéd do problematiky minimalizace funkce vice proménnych.
Jak si nyni ukdzeme, postupuje se analogicky jako v pripadé funkce jedné proménné.

Definice 15.1
Bud f : R? = R funkce d proménnych. Parcidlni derivaci funkce f(z1,...,z4) podle proménné z; v
bodé a = (ay,...,aq) € R? definujeme jako derivaci funkce g(x;) = f(a1,...,ai_1, %, air1...,aq) v bodé

a; & znac¢ime

of

0z, f(a) mnebo Gmi(a)'

Oznacenim 0, f nebo gTJ:i pak myslime funkci, ktera kazdému bodu, kde je konecnd, priradi hodnotu

parcidlni derivace podle x; v tomto bodé.

Parcialni derivace je stejna jako ta ,obycejna*, akorat ostatni proménné bereme jako konstanty.
Plati napt. 0;(x + y) = 1 nebo 9y sin(y + zy) = (1 + x) cos(y + zy).
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Gradient funkce

Definice 15.2 2
Bud f : R? — R funkce d proménnych, kterd ma v bodé a € R? koneéné vsechny parcidlni derivace.
Gradient funkce f v bodé a definujeme jako vektor
of of
Vfla)=(=—(a),..., =—(a)).
fla) = (55-(@)- o 52-(a)
Oznacenim V f pak myslime gradient funkce jakozto zobrazeni, které kazdému bodu, kde to lze, pritadi
gradient v tomto bodé.
Gradient v bodé je tedy vektor z R?, jehoz slozky jsou jednotlivé parcidlni derivace.
Uvazujme funkci f(z,y) = 22 + y2, kterd odpovida parabolické jamé s minimem v pocatku 0. Plati
Vf=(2z,2y).
Nejdtlezitéjsi vlastnosti gradientu! je, Ze ukazuje smér maximalniho ristu funkce v daném bodé. Z toho
mimo jiné plyne, Ze je gradient vzdy kolmy na vrstevnici prochazejici danym bodem.
Vizualizace gradientu
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Hessova matice
Analogicky k jednorozmérnému pripadu plati, Ze ma-li funkce v néjakém bodé lokalni extrém a gradient
zde existuje, musi byt nulovy.
K ziskani postacujici podminky nam jesté zbyva sestrojit analog druhé derivace.
Definice 15.3 o)
Bud f : R? — R funkce d proménnych. Hessovu matici funkce f v bodé a € R¢ definujeme jako
92 f 92 f
87%(0,) U Pxidxy (a)
H¢(a) = : : 5
92 f 92 f
g (@ 0 gz(a)

17a dodateéného predpokladu spojitosti vech jeho slozek na okoli daného bodu.
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16

I kde %g;j(a) = ( 821- (387];)) (@) znadi druhou parcidlni derivaci podle x; a ;.
Je to tedy matice druhych parcidlnich derivaci podle vSech proménnych.

Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému

Véta 15.4
Bud f : R? — R funkce d proménnych a bod x* € R? takovy, ze Vf(z*) = 0 a f m4 spojité vSechny druhé
parcialni derivace na néjakém okoli bodu x*.

o Jestlize

sTHf(a:*)s >0, prokazdé seR%s+#£0,
nabyva funkce f v bodé x* ostrého lokalniho minima.

o Jestlize pro kazdé x z néjakého okoli bodu x*

sTHf(:c)s >0, prokazdé seR?

nabyva funkce f v bodé x* neostrého lokalniho minima.

Tyto vlastnosti se nazyvaji pozitivni definitnost resp. pozitivni semi-definitnost Hessovy matice Hy v bodé x* resp. x.
Pro funkci f(x,y) = 22 + y? je fesenim Vf = (27,2y) = 0 bod =* = 0 a Hessova matice je

H,(z") = (g g) o

Protoze s72Is = 2sTs = 2||s||*> > 0 pro kazdé s # 0, nastava v bodé =* = 0 ostré lokdlni minimum. To pro nas
paraboloid skutecné plati.

Metoda nejmensich ctvercii

Ptepis modelu trénovacich dat

Nez aplikujeme predchozi metodu na minimalizaci RSS, prepisme si celkovy model pro nase trénovaci
data do maticového tvaru.

Trénovaci data povazujeme za nahodny vybér z uvazovaného linearniho modelu provedeny v ruznych
bodech x1,...,zN.

Méme tedy N péart (Y, x;), kde V; = wlz; + ¢;.

Zavedme nahodné vektory Y = (Y1,...,Yn)T, e = (e1,...,en)T a body @1,...,x N zapiSme v Fadcich
do matice X € RN»+1

T
T L win w2 0 Ty
X=1 1= :
T
TN L zyg xng - TNy

Pri tomto znaceni muzeme celkovy model trénovaci mnoziny zapsat jako

Y =Xw+e,
kde Ee = (Eey,...,Een)T =0.
Minimalizace RSS (1/3)
RSS mtzeme vyjadrit jako
N
RSS(w) = > (¥; —w'z;)? = |V — Xw]|”.
i=1
Aplikujme pfedchozi teorii na minimalizaci RSS(w). Za¢neme parcidlnimi derivacemi podle wy, ..., wp,
IRSS &

_ oL o (e
ow; —;2(3/2 w” ;) ( xm)-
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Pro gradient tedy dostdavame
VRSS = 22 Y; —wlx)x; = —2XT(Y — Xw).

Polozime-li V RSS = 0, ziskdme tzv. normdlni rovnici (angl. normal equation),
X'y - XTXw = 0.
Minimalizace RSS (2/3)
P1i vypoctu Hessovy matice pouzijeme
2RSS Y
8wk8w3 Z 2 —Zy; k xi;j).
=1
Hessova matice je tedy
Hiss(w) = 2X7X
bez ohledu na konkrétni hodnotu w.
Déle pro kazdé s € RPH! plati

sT(XTX)s = (Xs)T(Xs) = | Xs]|* > 0.

Hessova matice Hrgg(w) je tedy vzdy pozitivné semi-definitni.
Podle predchozi véty proto nastava neostré lokalni minimum v jakémkoliv bodé w, ktery resi normalni
rovnici

X'y - XTXw = 0.
Minimalizace RSS (3/3)
Pfedpokladejme nyni, ze XTX je reguldrni matice.
Normalni rovnice
XY - X"Xw=0 & X'Xw=X'Y

mé potom jednoznacné reseni

wors = (X'X) ' XY,
kde znaceni vychézi z anglického nazvu ordinary least squares solution.
Pro matici X a libovolny vektor s € RP*! snadno vidime fetéz implikaci

Xs=0 = X'Xs=0 = s"XT"Xs=0 = |Xs|*=0 = Xs=0.

Z regularity XTX tedy plyne, Ze pro nenulové s nikdy nemize platit s” (X7 X)s = 0, a tedy Hessova matice
je pozitivné definitni.

To znamena, ze Worg je bodem ostrého lokalniho minima.

Jak uvidime pozdéji, v tomto bodé RSS nabyva dokonce globdlniho minima.

Shrnuti metody nejmensich ctverci
e Model pro vysvétlovanou proménnou Y v bodé x je Y = w’lx + €.
e Model pro trénovaci mnozinu je ¥ = Xw + €.

e P7i trénovani minimalizujeme residudlni soucet ¢tverct

N
RSS(w) => (Vi — wlz)? = ||Y — Xw|?.
i=1

e Za predpokladu, Ze je matice X7 X reguldrni, existuje jediné feSeni minimalizujici RSS(w),
wors = (XTX)"1XTy.
o Predikce Y v bodé je potom
V = wl gz = xTwors = 27 (XTX)1XTY.
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17 Zavérecné poznamky

RGzné poznamky

o Linedrni regrese je krasnym prikladem diskriminativni metody, kdy pfimo odhadujeme P(Y|X = x).
Resp. piimo E(Y|X = z).

e Linearni regrese je ve vztahu ke problémtm dimenzionality pomérné rezistentni.

e Dtvodem je, ze se jedna o parametrickou metodu. V idedlnim pripadé ndm tedy pro p priznaka +1
intercept muze k uréeni presného modelu stacit presné p + 1 bodu trénovaci mnoziny.

e Problémy nastavaji, kdyz jsou v disledku malé trénovaci mnoziny nebo Spatnych priznaku, které jsou
napft. silné korelované, sloupce matice X (skoro) linedrné zavislé.

« Potom jiz nelze snadno provést inverzi matice XX a pifpadné je numericky nestabilni.
e V dusledku se tento problém typicky projevi preucenim modelu, které znamend, ze se model prilis

prizptsobi trénovaci mnoziné a nebude schopen dobfre predikovat nové body.

Changelog

[ Verze | Datum [ Autor [ Log |
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