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Motivaéni priklad

® Chceme prodat nemovitost (feknéme v Praze) a netusime, za kolik ji mame
potencialnim zajemclim nabidnout.

® Zaroven si nechceme platit zadného ,realitniho® odbornika, ktery by ndm se
stanovenim ceny poradil.
® Zkusime tedy udélat vlastni priizkum realitniho trhu a vytvofit model, ktery
nam pomiize cenu stanovit.
® NapiSeme skript, ktery stdhne data z realitnich server( a ulozi je v néjaké
strukturované podobé (idealné tabulce & vice tabulkéch).
® Pro jednoduchost uvazujme, ze budeme znat u kazdé nabidky toto:
» Y — cenu, za kterou se prodéva,
> X, — uzitnou plochu,
> X5 — pocdet mistnosti,
» X3 — vzdalenost od nejblizsi zastavky metra.
® Jako vysvétlovanou proménnou Y jsme oznacili veli¢inu, kterou pro nasi
nemovitost nezndme a chceme ji predikovat.

® Priznaky X7, ... X3 oznacuji veliCiny, které pro nasi nemovitost zname a
o kterych véfime, Ze cenu Y ovliviuji.
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Formalizace tlohy

Obecné tedy chceme na zdkladé p pfiznakid X1, ..., X, predikovat hodnotu
vysvétlované proménné Y.

V modelu linearni regrese predpokladame lineadrni zavislost vysvétlované proménné
na hodnotach priznakd.

Jelikoz nedoufame, ze tato zavislost je perfektni v tom smyslu, Ze pro stejné
hodnoty x1,...,x, pfiznakd X1,..., X, dostaneme vzdy stejnou hodnotu
vysvétlované proménné Y, modelujeme tuto zavislost nasledovné:

Y =wiz1 + ...+ wpzy + €,

kde wy,...,w), jsou néjaké neznamé koeficienty a € je ndhodna veligina.
Poznamky:

® Veli¢ina € odpovida Casti Y, kterd je nevysvétlitelnd pomoci hodnot priznaki
a je tedy z naseho pohledu nihodna.

® Do nahodné veliCiny € se tak ,schovaji* vlivy, které nezname nebo cilené
nezahrnujeme do naseho modelu (napf. sta¥i budovy, pocet koupelen, pocet
oken) ale napf. i chyby, nekonzistence dat a jiné podivnosti v méFeni priznaka.
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Model linearni regrese

Obvykle jesté oddélujeme stfedni hodnotu ndhodnych vlivii a dostavame tak:

Model linearni regrese

Hodnota vysvétlované proménné Y v bodé (x4, ...

Y =wo +wizq + ...+ wpmp + €,

kde Ee = 0.

e Koeficient wp se nazyva intercept a odpovida (ocekavané) vychozi hodnoté
Y pti nulovych pfiznacich.

® Zavedeme-li novy konstantni ptiznak Xg = xg = 1 a vektorové znaceni

T T
z=(x0,T1,...,2p)" a w=(wo,wr,...,wp)",
mizeme zkracené psat
Y =wla+e.
® Vektor w = (wp, w1, ... ,wp)T koeficientl také nékdy nazyvame vektor vah.
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Predikce v modelu linearni regrese

Predpokladejme nyni, ze uz mame odhad @ vektoru koeficientli w.

Hodnotu Y v konkrétnim bodé x predikujeme vztahem

Y =w’x =g+ iz + ... Dpz,.
Skutecna hodnota Y v bodé x je pfitom uréena vztahem
Y =wlae+e

a je tedy nahodnou velic¢inou.

Z predpokladu E& = 0 plyne, ze
EY =wlx

aY je tedy vlastné bodovym odhadem stfedni hodnoty EY v bodé x.
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Vizualizace modelu linearni regrese

20 1

10

0 T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Modré body jsou body trénovaci mnoziny. Cervené body jsou predikce. Modré k¥izky
odpovidaji stfednim hodnotdm bodu trénovaci mnoziny, (z;, EY;). Modra erchovana
¢ara je skute&na regresni p¥imka dana rovnici y = w”a a &ervena &ara je pfimka
§ = @7 x uréujici nade predikce.
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Méreni chybovosti predikce pomoci ztratové funkce

ZaméFfme se nyni na problematiku odhadu vektoru parametrii modelu w.

Nasledujici tvahy jsou obecné platné pro supervizované uceni néjakého modelu
S parametry.

® Nasim cilem je najit takovou hodnotu w, aby chyba modelu byla co nejmensi.

Tuto hodnotu pak pouzijeme jako odhad .

® K tomu musime specifikovat, co se mysli chybou modelu a v jakém smyslu
ma byt nejmensi.

Chybu modelu nejc¢astéji méfime pomoci néjaké nezaporné funkce
L : R? — R, nazyvané ztratova funkce (angl. loss function), kterou
aplikujeme na skute¢nou hodnotou proménné Y a odpovidajici predikci Y.

Obvyklou volbou v pfipadé spojité vysvétlované veli¢iny byva kvadraticka
ztratova funkce,

A

LY,¥) = (Y - V)

BI-ML1.21 prednéika 4 8 /20



Zaklady linearni regrese Extrémy funkce vice proménnych Metoda nejmensich &tverch Zavéregné poznamky
000000e 00000 00000 o]

Metoda nejmensich ctvercl

® Velikost chyby modelu v bodé z je tedy L(Y,Y), kde Y je skute¢na hodnota
vysvétlované Y v bodé x a ¥ = w”x je predikce v bodé .

e Otazkou je, v jakém bodé = bychom méli hodnotu L(Y,Y") vyhodnocovat a
nasledné minimalizovat vzhledem k w.

® 7fejmé to musi byt bod x z trénovaci mnoziny, protoze jinak bychom neznali
skutecnou hodnotu Y v tomto bodé.

® Abychom co nejvic vyuzili trénovaci data, budeme minimalizovat soucet chyb
pres viechny body trénovaci mnoziny, tj. pfes viechny dvojice (x;,Y;) pro
i=1,...,N.

® Soucet chyb pres vSechny tyto body pro kvadratickou ztratovou funkci je

N
RSS(w ZL Y, wla;) = Z(Yi —wlax;)?
i=1
a nazyvame ho rezidualni soucet Etverci (angl. residual sum of squares).

® Minimalizaci tohoto vyrazu ziskdme odhad w. Tento postup se nazyva
metoda nejmensich ¢tverci (angl. the method of least squares).
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Parcialni derivace

Protoze w je vektor, minimalizace RSS(w) spada do problematiky minimalizace
funkce vice proménnych.

Jak si nyni ukazeme, postupuje se analogicky jako v pfipadé funkce jedné
proménné.

Definice
Bud f: R? — R funkce d proménnych. Parcialni derivaci funkce f(z1,...,2q)
podle proménné z; v bodé a = (ay,...,aq) € R? definujeme jako derivaci funkce
g(xz;) = flay,...,a;—1,2;,aix1 - .. ,aq) v bodé a; a znaéime
0
0y, f(a) nebo ai (a).

Oznacenim 0,, f nebo % pak myslime funkci, kterd kazdému bodu, kde je
kone¢na, priradi hodnotu parcialni derivace podle z; v tomto bodé.

Parcialni derivace je stejna jako ta ,obyCejnd", akorat ostatni proménné bereme
jako konstanty.

Plati napt. 9, (z 4+ y) = 1 nebo 9, sin(y + zy) = (1 + z) cos(y + zy).
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Gradient funkce

Definice

Bud f : R? — R funkce d proménnych, kterd ma v bodé a € R kone¢né véechny
parcialni derivace. Gradient funkce f v bodé a definujeme jako vektor

Vi@ = (3@ g (@),

Oznacenim V f pak myslime gradient funkce jakoZto zobrazenf, které kazdému
bodu, kde to Ize, pritadi gradient v tomto bodé.

’

Gradient v bodé je tedy vektor z R¢, jehoz slozky jsou jednotlivé parcidlni derivace.

Uvazujme funkci f(z,y) = 2% + y2, kterd odpovid4 parabolické jamé& s minimem v
pocatku 0. Plati V f = (2z, 2y).

vvvvvv

daném bodé. Z toho mimo jiné plyne, Ze je gradient vzdy kolmy na vrstevnici
prochézejici danym bodem.

17a dodateéného predpokladu spojitosti véech jeho slozek na okoli daného bodu.
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Vizualizace gradientu
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Hessova matice

Analogicky k jednorozmérnému pripadu plati, Ze ma-li funkce v néjakém bodé
lokalni extrém a gradient zde existuje, musi byt nulovy.

K ziskani postacujici podminky ndm jesté zbyva sestrojit analog druhé derivace.
Definice

Bud f: R¢ — R funkce d proménnych. Hessovu matici funkce f v bodé a € R?
definujeme jako

9% f 8% f

92 (@ - mes (@)
Hf (a) = . . 9

8% f 9% f

d

kde %(a) = (82:1- (aajj))(a) zna&i druhou parcialni derivaci podle z; a z;.

Je to tedy matice druhych parcialnich derivaci podle vSech proménnych.
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Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému

Bud f : R* — R funkce d proménnych a bod =* € R? takovy, 7e Vf(z*) =0 a f ma
spojité vsechny druhé parcialni derivace na néjakém okoli bodu x*.

® Jestlize

sTHy(z*)s >0, prokazdé seR% s+#0,
nabyva funkce f v bodé x* ostrého lokdlniho minima.
® Jestlize pro kazdé x z néjakého okoli bodu x*
sTHf(a:)s >0, prokazdé seR?,

nabyva funkce f v bodé x* neostrého lokdlniho minima.

Tyto vlastnosti se nazyvaji pozitivni definitnost resp. pozitivni semi-definitnost
Hessovy matice Hy v bodé =™ resp. z.

Pro funkci f(z,y) = 2> + 3> je FeSenim Vf = (22,2y) = 0 bod * = 0 a Hessova

matice je
«_ [2 0
Hf(x )— (0 2> =2I.

Protoze s72Is = 257's = 2||s||”> > 0 pro kazdé s # 0, nastévé v bodé =* = 0 ostré
lokalni minimum. To pro nas paraboloid skutec¢né plati.
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Prepis modelu trénovacich dat
Nez aplikujeme predchozi metodu na minimalizaci RSS, prepisme si celkovy model
pro nase trénovaci data do maticového tvaru.

Trénovaci data povazujeme za ndhodny vybér z uvazovaného linedrniho modelu
provedeny v rliznych bodech x1,...,xxN.

Méame tedy N parii (Y5, x;), kde YV; = wlx; +¢;.

Zavedme nahodné vektory Y = (Y1,...,Yn)T, e = (e1,...,en)T a body

Z1,...,x N zapidme v Fadcich do matice X € RV:-P+1,
T
T L oz w12 0 Ty
X = : =
T
TN I zng 2Nz 0 TNy

P¥i tomto znaceni mizeme celkovy model trénovaci mnoziny zapsat jako
Y =Xw+e¢,
kde Ee = (E&‘l,. . .,EEN)T =0.
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Minimalizace RSS (1/3)

RSS mizeme vyjadFit jako
N
RSS(w) = > (Vi —w”'z)? = ||Y — Xw|*.
i=1
Aplikujme predchozi teorii na minimalizaci RSS(w). Zaéneme parcidlnimi
derivacemi podle wy, ..., wp,

ORSS
ij = ZQ(Yz —w' @) (—zi;)
=1
Pro gradient tedy dostavame
N
VRSS = - > 2(Y; — w'z))z; = -2X" (Y - Xw).
=1

PoloZime-li V RSS = 0, ziskdme tzv. normalni rovnici (angl. normal equation),
X'y - XTXw = 0.
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Minimalizace RSS (2/3)
P¥i vypoltu Hessovy matice pouzijeme
02RSS o

- - 2(=25.1) (=i ).

awkaw] Zz:; ( x,k)( m,])
Hessova matice je tedy
Hpgs(w) = 2X7X

bez ohledu na konkrétni hodnotu w.

Déle pro kazdé s € RPH! plati

sT(XTX)s = (Xs)T(Xs) = | Xs|? > 0.

Hessova matice Hrgg(w) je tedy vzdy pozitivné semi-definitni.

Podle predchozi véty proto nastava neostré lokalni minimum v jakémkoliv bodé w,
ktery Fesi normalni rovnici

XTy - XTXw = 0.
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Minimalizace RSS (3/3)

Predpokladejme nyni, ze XX je regularni matice.
Normalni rovnice
XY -X"TXw=0 & X'Xw=X"Y
mé potom jednoznacné Feseni
wors = (XTX)" !XTy,
kde znaceni vychazi z anglického nazvu ordinary least squares solution.

Pro matici X a libovolny vektor s € RP*! snadno vidime Fetéz implikaci
Xs=0 = X"Xs=0 = s"X"Xs=0 = |Xs|°=0 = Xs=0.

Z regularity X7 X tedy plyne, Ze pro nenulové s nikdy nemiize platit
sT(XTX)s = 0, a tedy Hessova matice je pozitivné definitni.
To znamen3, ze WwoLs je bodem ostrého lokalntho minima.

Jak uvidime pozdéji, v tomto bodé RSS nabyvé dokonce globalniho minima.
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Shrnuti metody nejmensich &tverci

® Model pro vysvétlovanou proménnou Y v bodé x je Y = w’x + ¢.
® Model pro trénovaci mnozinu je Y = Xw + €.

® P¥i trénovani minimalizujeme residualni soucet Ctvercl

N
RSS(w) = > (Vi —w’;)? = |Y — Xw|.

i=1

e Za predpokladu, Ze je matice X7 X regularni, existuje jediné fesen{
minimalizujici RSS(w),

ors = (XTX) XY

Predikce Y v bod& x je potom

V = wd sz = xTdos = 27 (XTX)'XTY.
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Rizné poznamky

® |inearni regrese je krasnym prikladem diskriminativni metody, kdy pfimo
odhadujeme P(Y|X = x). Resp. ptimo E(Y|X = z).

® Linearni regrese je ve vztahu ke problémim dimenzionality pomérné
rezistentni.

® Divodem je, Ze se jedna o parametrickou metodu. V idedlnim pripadé nam
tedy pro p pfiznakl +1 intercept mize k urceni pfesného modelu stacit
presné p + 1 bodd trénovaci mnoziny.

® Problémy nastavaji, kdyZ jsou v dlsledku malé trénovaci mnoziny nebo
Spatnych priznakd, které jsou napf. silné korelované, sloupce matice X (skoro)
linedrné zavislé.

® Potom jiz nelze snadno provést inverzi matice XX a pripadné je numericky
nestabilni.

® V disledku se tento problém typicky projevi preu¢enim modelu, které
znamena, ze se model prilis prizplisobi trénovaci mnoziné a nebude schopen
dobre predikovat nové body.
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