BI-ML1.21 prednaska 5 handout 22. fijna 2025
Problémy, ndvrhy apod. hlaste v GitLabu.
Verze souboru: 22. f{jna 2025 12:00.

Co bude v dnesni pfednasce

e Piipomenuti linedrni regrese
o Geometrickd interpretace metody nejmensich ¢tverct

e Problém linearné zavislych sloupct

18 Geometricka interpretace metody nejmensich ctverci

Linearni model

e Model pro vysvétlovanou proménnou Y v bodé x je

T

Y=wlzt+e==x w+E=wy+wiT + ... WpTy + €.

¢ Model pro trénovaci mnozinu tvoienou N pary (Y, ;) je Vi = &l w + &;.

« Dohromady pii znaceni ; = (1,2i.1,...,2ip) ! tedy
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e Toto zapisujeme maticové jako Y = Xw + g, kde
w? 1 Z1;1 o T1p Y1 &1
X_ = : = . s Y = s E =
T
TN 1 IN;1 " INyp YN EN
o Naméfené hodnoty jednotlivych piiznaki Xi,..., X, spolu s piidanym umélym piiznakem Xy = 1
jsou tedy uvedeny ve sloupcich matice X.
Metoda nejmensich ctverci
e Prii trénovani minimalizujeme residuélni soucet ¢tverca
N
T, \2 2
RSS(w) = Z(K —z; w)’ =Y — Xw|".
i=1

e Minimum je uréeno fesenim normdilni rovnice
X'y - XTXw =0,
ktera odpovidd podmince V RSS(w) = 0.
e Za predpokladu, Ze je matice X7 X reguldrni, existuje jediné feSeni minimalizujici RSS(w),

Wors = (XTX)fleY.

e Predikce v bodé x je potom Y = T wors.
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Geometricka interpretace metody nejmensich ¢tverca (1/3)

Minimalizace RSS(w) = ||Y — Xw)||? je ekvivalentni minimalizaci |Y — Xw||.

To znamend, Ze pro optimalni w je Eukleidovskd vzdalenost bod@t Y a Xw v prostoru RY nejmensi
mozné.

Oznacime-li i-ty sloupec matice X jako X,;, mizeme si vSimnout, ze
Xw = woXep + W1 Xe1 + ... + wpXep.
Vektor Xw je linedrni kombinaci sloupcii matice X s koeficienty wy, . .., wp.
Lezi tedy v linedrnim podprostoru prostoru RY, ktery je linedrnim obalem p+ 1 sloupci X, . . . s Xeop-

Pro rizné hodnoty w pak vektor Xw cely tento podprostor pokryva, tj.
(Xe0s -+, Xop) = {Xw | w € RPTY.

Geometricka interpretace metody nejmensich &tverca (2/3)

Chceme-li minimalizovat vzdalenost Y a Xw, hleddme bod Xw v podprostoru sloupci matice X,
ktery je k Y nejblize.

Bod Xw je k bodu Y nejblize, jestlize je vektor Y — Xw na ten podprostor kolmy (modry vektor na
obrazku).

Y

Geometricka interpretace metody nejmensich ¢tverca (3/3)

Bod Xw je k bodu Y nejblize, jestlize je vektor Y — Xaw na ten podprostor kolmy.
To znamend, Ze je kolmy na vSechny vektory Xao, ..., Xep, které ho generuji:
(Xe))T(Y — Xw) =0 pro véechny i=0,...,p.
To 1ze maticové zapsat jako
XT(Y —Xw) =0 atedy XY - X"Xw =0.
Ziskali jsme tim starou zndmou normalni rovnici a tedy stejné reseni.

7 vyse uvedenych geometrickych tvah navic plyne, ze pro jakékoliv feseni w normdalni rovnice je
|Y — Xw||, a tedy i RSS(w), nejmensi mozné.

Jakékoliv feseni normalni rovnice tedy dava globalni minimum.

40



19

Regularita versus linearni nezavislost

Regularita versus linearni nezavislost sloupci (1/3)

Norméalni rovnice mé jednoznacéné feseni, pokud je X*X regularni.
Pojdme si odvodit, jak to souvisi s linedrni nezavislosti sloupci matice X.
Je-li X,; -ty sloupec matice X, plati, ze vektor
Xs = 50Xe0 + 51Xe1 + ... + 5,Xep
je linedrni kombinaci sloupcti matice X s koeficienty danymi slozkami s.
Matice X ma linedrné nezavislé sloupce, pravé kdyz je Xs = 0 pouze pro s = 0.
Obecné pro matici X a libovolny vektor s € RPT! plati

Xs=0 = X'Xs=0 = s"XT"Xs=0 = |Xs]*=0 = Xs=0.

Z toho plyne, ze je XTX je regularni, pravé kdyz jsou sloupce matice X linedrné nezavislé.

Regularita versus linearni nezavislost sloupci (2/3)

Problém zcela ur¢ité nastiva, pokud N < p + 1. Pak totiz v N rozmérném prostoru RY nemtize
existovat p + 1 linedrné nezdvislych vektort a tak ani sloupce X,p, ..., X,, matice X nemohou byt
linedrné nezavislé.

I vsituaci N > p + 1 se ale miize stat, ze sloupce X, . .., Xop nebudou linedrné nezavislé.

Mize to byt napriklad tim, ze piimo jednotlivé priznaky jsou linedrné zavislé a tedy jeden z nich je
linearni kombinaci ostatnich.

V takovém pripadé nepomuze ani libovolné vysoké N a sloupce matice X budou linearné zavislé vzdy.

Regularita versus linearni nezavislost sloupct (3/3)

Podivejme se, co to znamena pro feSeni tlohy minimalizace RSS(w).

Normélni rovnice X7Y — XTXw = 0 je z pohledu slozek vektoru w soustava p + 1 linedrnich rovnic
o p + 1 neznamych.

Tato soustava mé vzdy alesponi jedno Feseni. Pokud jsou sloupce matice X linearné nezavislé, je X7TX
regularni, feSeni je praveé jedno a to

wors = (XTX)"1XTY.

Regularita versus linearni nezavislost sloupci (4/4)

V opa¢ném piipadé existuje nekoneéné mnoho feseni tak, ze pro kazdé dvé feseni w a w’ plati X7 X (w—
w’) = 0.

To, jak vime z pfedchozich tvah, implikuje X(w — w’) = 0.
Pro kazdou dvojici feseni tedy plati

RSS(w) = [|Y — Xw|? = [|[Y - Xw + Xw' — Xw'|?
=Y - Xw' — X(w —w)|* = |[Y — Xw'|* = RSS(w').

Vsechny feseni tudiz odpovidaji stejné hodnoté RSS, ktera je, jak jsme jiz zminili, globalnim minimem,
které je v tomto pripadé neostré.
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20 Problém kolinearity

Reseni pfi linearni zavislych sloupcich

Otézkou je, jak néjaké feseni ziskat, kdyZ nemtizeme invertovat matici X7 X a nésledné pouzit vzoreéek
(XTX)"1XTYy.

Funkce LinearRegression z balicku scikit-learn si s takovymi pfipady (vétSinou) poradi a feSeni
1
vrati.

Pokud XT'X nenf reguldrni, vrati (v rdmci numerickych moznosti) takovy vektor v, ktery fesi normalni
rovnici a zaroven ma mezi vSemi FeSenimi nejmensi normu ||w||.

Jen pro zajimavost uvedme, ze toto reseni lze zapsat ve tvaru
w = (XTX)"XTy,

kde (XTX)* je takzvana Moorova-Penroseova pseudoinverzni matice k matici X7 X.

Problém kolinearity

Problémem nejsou pouze pripady, kdy jsou sloupce matice X linearné zavislé, ale tplné staci, kdyz
jsou ,skoro“ linedrné zavislé.

V obou téchto pripadech mluvime o problému kolinearity (angl. collinearity).

Myslime tim tedy, zZe existuji linedrni kombinace sloupct, které davaji témeér nulové vektory, zatimco
jiné linearni kombinace vraci mnohem vétsi vektory, tj.

[Xul| > [[Xv[| =0 pron&jaké |luf = o] =1.

V takovém piipadé sice inverze X7 X teoreticky existuje, ale prakticky je jeji vypocet numericky
problematicky.

Piedevsim - a to je to hlavni jadro problému - je ziskany odhad wors = (X7 X)"!XTY velmi citlivy
na malé nevhodné zmény Y.

Diisledky kolinearity

Pfedevsim - a to je to hlavni jadro problému - je ziskany odhad wors = (XTX)"!XTY velmi citlivy
na malé nevhodné zmény Y nebo X.

To znamend, ze kdybychom ndhodny vybér trénovaci mnoziny zopakovali, miize se hodnota odhadu
woLs radikalné zmeénit.

7 pravdépodobnostniho pohledu lze ukazat, ze wors ma potom v jistych smérech velky rozptyl.

Toto se pochopitelné prenasi i na predikce }A/, které pak maji v nékterych bodech velky rozptyl, coz
znamend, ze jim nemuzeme prilis davérovat.

Reseni problému kolinearity

Pokud narazime na problém kolinearity, mame v zasadé tii moznosti:

Prigenerovat dalsi data nebo odebrat existujici a doufat, ze se problém vytesi.

To se ale nestane, pokud jsou samotné ptiznaky (skoro) linedrné zavislé.

Snizit pocet priznakl. To znamend vyhozeni nékterych priznaki, pripadné nahrazeni piiznakt mensim
poctem novych, které jiz nebudou linedrné zavislé.

Jednou z metod redukce poctu priznaku, kdy ty existujici nahrazujeme mensim poc¢tem jejich linedrnich
kombinaci, se budeme zabyvat v pfistim semestru.

Zménit funkci, kterou minimalizujeme, abychom méli jednoznacné a stabilni reSeni.

Typicky provedeme tak zvanou regularizaci, kdy k RSS pridame regularizacni clen, ktery problémy
kolinearity odstrani nebo alespon dostatec¢né zmirni.

1Jen pro zajimavost uvedme, 7e uvnitf se vyuzivé funkce dgelsd z knihovny LAPACK.
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