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Co bude v dnesni prednasce

® Hrebenova regrese

® Vztah vychyleni a rozptylu

® Modely bazovych funkci
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Hrebenova regrese - Gvod

Hiebenova regrese (angl. ridge regression) [Hoerl, Kennard (1970)] nebo taky
Lo regularizace se k problému kolinearity stavi zavedenim penalizacniho ¢lenu
tmérného kvadratu normy vektoru koeficientl w s vynechanim interceptu.

Minimalizujeme tedy regularizovany rezidudlni soucet Etverci
P

RSSx(w) = [V — Xwl* + 2 w?,

i=1
ktery zavisi na parametru A > 0.

® Pro A = 0 dostavame RSSy(w) = RSS(w) a mame tedy obycejnou metodu
nejmensich Ctvercl.

® Pro A > 0 je vidét, Ze v minimu se bude cilit na takové vektory w, které maji
co nejmensi slozky.

® Hodnotu wy interceptu nijak nepenalizujeme. Jedna se pouze o vertikalni
posun, ktery zajistuje predpoklad E& = 0 modelu a je tedy vhodné ho
neomezovat.

e Stale plati, Ze model pro Y v bodé = je Y = wg + wiz1 + ... wpzp + €.
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Hrebenova regrese - normalni rovnice
Zavedeme-li matici

, i
I'= : S € RPTHPT

mizZeme psat

p
RSSx(w) = Y = Xuwl[* + XD w? = ¥ — Xuwl|* + dw'Tw.

i=1

Gradient je
VRSSy(w) = —2X7(Y — Xw) + 2AT'w.

Ekvivalent normalni rovnice je tedy

XTY — XTXw — \'w = 0.
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Hrebenova regrese - odhad parametri

Hessova matice je dale

Hpss, (w) = 2X7X + 20T’ = 2(X"X + AT').
Pro kazdé s € RPT1, s £ 0 a A > 0 plati

p
sT(XTX +AI')s = (Xs)" (Xs) + As"T's = [ Xs|* + A " s? >0,
i=1
protoze pro s = (89,0,...,0)T # 0 méme Xs = (s¢,...,50)T #0.

Hessova matice je tedy pozitivné definitni a matice X7 X + AI’ je regularni.
Pro A > 0 tak vzdy existuje jednoznacné feSeni normalni rovnice
Wy = (XTX + A1) XTY
a odpovida globalnimu minimu RSS,.
Predikce v bodé x je potom opét Y = 2Tw,.
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Ocekéavana chyba modelu

V modelu pro trénovaci mnozinu, Y = Xw + €, je € ndhodny vektor, pro ktery
predpoklddame Ee = 0.

Z toho plyne, ze i Y je ndhodny vektor a tedy i odhad vektoru parametri
Wy = (XTX + A\I')"1XTY je nahodny vektor.

UvaZzujme nyni n&jaky pevny bod = = (1,z1,...,2,) € RP*! a zkoumejme
ocekavanou chybu méfenou pomocn kvadratlcke ztratové funkce pfi predikci
Y = 27w + £ pomoci Y =27 wWy.

Budeme predpokladat nezavislost trénovacich a testovacich dat, tj. nezavislost Y’
a Y, a v disledku tedy nezavislost Y a Y.

Z toho plyne
E(Y -EY)[EY -Y))=E(Y(EY) - (YY) - (EY)* + (EY)Y)

(EY)2—E(YY) - (EY)?4+EYEY
= —E(YY)+EYEY =0.
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Rozklad ocekavané chyby modelu

Pro olekavanou chybu tedy plati

ELY,Y)=EY -Y)?=E(Y —EY +EY —Y)?
(Y —EY)?4+2E((Y ~EY)(EY —Y)) + E(Y —EY)?
(Y —EY)2+E(Y —-EY)%

|
= o

Oznaéime-li var Y = vare = o2 dostavame

ELY,Y)=0>+E(Y —-EY)2
Prvni ¢len odpovida neodstranitelné chybé, ktera je ddna nahodnosti v modelu.
Tato chyba se nazyvéd Bayesovské (Bayes error).

Druhy clen se znadf MSE()A/) a nazyva stredni kvadratickd chyba odhadu Y
parametru EY (angl. mean squared error).
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Rozklad ocekavané chyby modelu

Pro MSE(Y) dale plati:

MSE(Y)=E(Y —EY)?=E(EY -EY +Y —EY)?
—EEY —-EY)?4+EY —EY)24+2E(Y —EY)(EY —EY)
EY —EY)’4+EY -EY)?+2.0-(EY —EY)

EY —EY)? 4 varY = (biasY)? + var Y,

—~~

—~

kde biasY = EY — EY zna&i vychyleni odhadu (angl. bias).

Dohromady tedy mame finalni dekompozici oCekdvané chyby jako

EL(Y,Y) = 6 + (bias V)% + var Y.

Ocekavana chyba modelu je tedy sou¢tem neodstranitelné chyby, kvadratu
vychyleni odhadu a rozptylu odhadu.
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Vztah vychyleni a rozptylu
U h¥ebenové regrese Ize ukazat, Ze (hodné zjednodusené) plati
ey 1 2 . 1 N2
(blaSY) ~ (1 — m) a varyY ~ (m) .

To znamen4, Ze s rostoucim A vychyleni roste a rozptyl klesa. Takovéto chovani v

zavislosti na hyperparametrech modelu je typické a nazyva se bias-variance
tradeoft.

Nejmensi Etverce

Optimalni A A
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Rizné poznamky

® Hledame tedy optimalni hodnotu parametru A, pro kterou je chyba modelu
nejmensi.
® Obvykle se snazime minimalizovat odhad MSE validaéni mnoziny dat
pripadné odhad MSE pomoci cross-validace. Odhad MSE se pro validaéni
mnozinu (Y;, x;) velikosti n pocita jako
n

1 T .
MSE = - Z (Y — 2T wy)%
i=1
® P¥i pouziti hiebenové regrese byva obvyklé nejprve jednotlivé priznaky
standardizovat, aby se staly rozsahové porovnatelné a tedy, aby byly
penalizovany vSechny stejné. Tj. misto ptiznaku X; pouzijeme ptiznak

> N N
X{:Lz)(i7 kde z_: 2, Z;c”— 52

%,

Z\H

* Existuji i dalsf moZnosti regularizace jako napt. A7, |w;| (Lasso).
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Modely bazovych funkei (1/2)

® Doposud jsme uvazovali pouze jednoduchy linedrni model ve tvaru
Y =alw+e.

® Principialné jsme tak schopni modelovat pouze linearni funkci ve vstupnich
proménnych. Ukazme si, jak rozsitit nase moznosti za obzor linearity.

e Zakladni rozsiteni spocivd v nahrazeni plavodnich pfiznaki jejich
transformovanymi variantami.

® Pro M € N vezméme M funkci ¢1,...,0n z RP do R reprezentujicich
transformace X a nazvéme je bazové funkce (angl. basis functions).

® K témto funkcim pfiddme ¢g(x) = 1 a poskldddme je do vektorové funkce
@ : RP — RM+1 yztahem () = (1, 01(x), ..., om(x))T.

® Jako model vztahu Y a x budeme uvazovat linedrni model
M

Y =3 wipi(@) +c = p(@) w +e,
=0

® Dalsi postup je nyni zcela analogicky jako pred tim.
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Statistické vlastnosti linearni regrese

Modely bézovych funkei
oo
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Modely bazovych funkei (2/2)

® Méjme tedy trénovaci mnozinu jako ndhodny vybér z vyse uvedeného modelu

ureny N pary typu (Y;, x;).
® Maticové mizeme zapsat model pro trénovaci data jako Y = ®w + ¢, kde

p(x1)” 1 ¢i(xr) -+ dm(xr) Y, €1
o= - |=(: = o ly=| s ]e=]

pan)’) 1 aien) - oulan) Vi -
® Obecné budeme minimalizovat (pro A = 0 mdme metodu nejmensich Ctverci)
RSSy\(w) = ||Y — ®w|® + M Tw.
® Resenim je (pro A = 0 znadime také wors)
Wy = (8T® + A1) BTY.
® Predikce hodnoty Y v bodé x je potom uréena vztahem
Y = () .
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Bazové funkce

Mezi obvyklé volby bazovych funkci patfi:
® p(x) =x; — pfimo jednotlivé pFiznaky.
® o(x) =127, o(x) = xx, — mocniny priznaki a jejich riizné soudiny,

odpovida polynomialni regresi.

® o(x) = log(x;), /Ti,sin(x;) atd. — nelinedrni transformace jednotlivych
pfiznakd.

® o(x) = L(qp)(2:), kde 14(x) =1 pokud x € A a T 4(z) =0 pokud = ¢ A
— indikatory mnozin. Umoznuji rozdéleni prostoru priznakd na kousky a
nasledné modelovani v kazdém kousku zvlast.

® o(x) = h(]|x — x;||), kde x; je i-ty trénovaci bod a h je néjaka funkce -
tzv. radialni bazové funkce centrované v bodech trénovaci mnoziny.

Pokud nemame zadné specialni znalosti o systému, ktery modelujeme, typicky na
pocatku volime velké mnozstvi bazovych funkci a pouzivame h¥ebenovou regresi,
pripadné jinou formu regularizace.
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Nestrannost metody nejmensich ¢tverci

Jak jsme jiz zminili, odhad vektoru parametri Wy = (X7X)~!XTY je nahodny
vektor.

Je to tedy bodovy odhad vektoru parametrii w a je prikladem tzv. statistiky?.

Odhad wo, s ziskany metodou nejmensich Ctverci je za predpokladu Ee = 0
nestranny, tj. Edo;s = w.

Dikaz.
Z linearity stfedni hodnoty plyne:

EY =EXw + ¢) = Xw + Ee = Xw.
Dale plati:
Ewois = E (XTX)71 X"y = (XTX)71 X"EY
= (X™X) " X Xw = w. O

IFunkce od nihodného vybéru (v nasem p¥ipadé trénovaci mnoziny), viz BI-PST.
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Nestrannost metody nejmensich ¢tverci

Z nestrannosti odhadu vektoru parametrii wors = (X7 X)~!XTY déle plyne
nestrannost odhadu Y v bodé x.

K tomu je treba si uvédomit, ze pomoci Y = 2TdoLs se sice snazime predikovat
skute¢nou hodnotu Y, ale ze statistického pohledu se jednd o bodovy odhad
stredni hodnoty EY = 27w +Ee = 2”7 w.
Z predchozi véty tak plyne

EY = Ez"wos = 2T Edois =z w=EY
ay je tedy nestrannym odhadem EY'.
To samoziejmé znamena, ze

biasY =EY —EY =0,

t.j. vychylenf je 0.
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