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BI-ML1.21 ptrednaska 7 handout 19. listopadu 2025
Problémy, ndvrhy apod. hlaste v GitLabu.
Verze souboru: 19. listopadu 2025 10:24.

Co bude v dnesni pfednasce
e Pripomenuti problému klasifikace
o Zakladni myslenka logistické regrese
e Maximalné vérohodny odhad: myslenka

e Vypocet odhadu

Problém klasifikace

Uvodni poznamky

o Prestoze se metoda Logisticka regrese jmenuje tak, jak se jmenuje, je to metoda urcend pro klasifi-
kaci.

e Pro pripomenuti: V pripadé klasifikace vysvétlovand proménnd Y muze nabyvat jen nékolika malo
hodnot.

e My se omezime na binarni klasifikaci, kdy ma Y hodnotu bud 0 nebo 1.

o Rozdil mezi regresi (spojitd vysvétlovana proménnd) a klasifikaci se projevuje zejména v tom, jaky je
tvar hledané zavislosti mezi priznaky X1, X, ..., X, a vysvétlovanou proménnou.

o Zatimco pro regresi muze mit (ale Casto nemd) tato zavislost vztah pripominajici klasické funkce znamé
z analyzy, u funkci, jejichz obor hodnot je dvouprvkovd mnozina, se musi pouzit néjaky ,trik*.

P¥ipomenuti znamych metod
Pripomenme si metody, které uz zname:

o Rozhodovaci stromy (zvladaji klasifikaci i regresi): Funkéni zévislost je komplikovand a dand prucho-
dem danym stromem. V piipadé regrese mé vysledna funkce tvar po (velmi malych) ¢astech konstantni
funkce.

o KNN (zvlada klasifikaci i regresi): Funkéni zdvislost je opét velice komplikovana a nemd zadny explicitni
tvar. Rozhodnuti o hodnoté Y je velice ,lokalni“.

o Linedrni regrese (jen pro regresi): Jednd se o parametrickou metodu, kde se hledé zavislost v zadaném
tvaru ,linearni kombinace priznaki“

Y = wo +wizr + -+ + wpxp,
kde z; jsou néjaké konkrétni hodnoty priznaki X; a w; jsou nezndamé koeficienty.
P¥iklad (rymicka)
e Uvazujme trochu modifikovany priklad ,rymickového* prikladu z druhé prednédsky o stromech:

— Vysvétlovand proménnd Y ma dvé hodnoty: ¥ = 1 znadi, ze m& dand osoba rymicku, ¥ = 0
znaci, ze ji nema.
— X3 je binarni pfiznak pohlavi (1 = Zena, 0 = muz).
— X5 je numericky priznak véku (v celych letech).
— X3 je teplota ve stupnich Celsia.
e Souvislost logistické regrese a linearni regrese spociva v tom, Ze i u logistické regrese se rozhodnuti
konstruuje pomoci linearni kombinace priznakt, tedy v nasem pripadé vyrazu

wWo + W11 + W2k + W3T3.

o Jak ale donutit tento vyraz, aby z ného padalo rozhodnuti o tom, jestli je Y =1 nebo Y = 07
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26 Zakladni myslenka logistické regrese

Myslenka logistické regrese

o Logistickd regrese stoji na triku, ktery z diskrétniho problému déla problém spojity: Namisto hod-
noty vysvétlované proménné Y € {0, 1} se snazime predikovat pravdépodobnost, Ze Y ma
hodnotu 1, tj. ¢islo P(Y = 1) z intervalu [0, 1].

e Presnéji receno: hledame funkcni predpis, ktery pro dané hodnoty x; priznakt X; a dané hodnoty
koeficientt w;, vrati ¢islo z intervalu [0, 1], které bude odhadem pravdépodobnosti, ze dand osoba ma
rymicku (Y = 1).

¢ Tuto ziskanou pravdépodobnost budeme znacit nasledovné:
PY =1]|z,w),

¢imz je vyjadfeno to, Ze je zavisld na hodnotéch priznakia x = (1,21,x2,23) a koeficienti w =
(wo, w1, wa, w3).

o Jelikoz soucet pravdépodobnosti, Zze nékdo ma a nemd rymicku musi byt jedna, plati
PY=0|z,w)=1-PY =1]|z,w)
a nam tedy opravdu staci najit pouze model pro P(Y =1 | z, w).
Sigmoida

o Pfesli jsme tedy od funkce s oborem hodnot {0, 1} k funkei se spojitym oborem hodnot [0, 1].

o Jak ale donutit linearni vyraz
wo + W1T1 + w22 + W33,

aby neutekl z tohoto intervalu?

e Zde ptichdzi na fadu druhy trik: Cislo wg + w1z + wazs + wyzs dosadime do vhodné zvolené
funkce, jejiz obor hodnot je podmnozinou intervalu [0, 1]. Tim zajistime, Ze pro jakékoli hodnoty
koeficientii i pfiznakti dostaneme ¢islo smysluplné vyjadiujici pravdépodobnost.

o Obvyklou volbou této funkce je sigmoida (angl. sigmoid function) (coz je specidlni pripad logistické
funkce):
e* 1

flz) = 1+er l14e=

Sigmoida

50



Graf sigmoidy

f(z)

[

\ 4

Sigmoida: vlastnosti

e’ 1
x) = = .
f(@) 1+e® 1+e =
Defini¢nim oborem je celd mnozina R, za z tedy mizeme dosadit cokoli; my budeme dosazovat ¢islo wo +wiz1 +
WoXo + W3T3.

Oborem hodnot je interval (0,1), nikdy se ndm tedy nestane, ze by pravdépodobnost Y = 1 byla jedna (jisty
jev) nebo nula (nemozny jev).

Funkce je ostfe rostouci na R a tedy prostd. Inverzni funkci je

X

fHz)=1n

1—x
Limity pro £ — —o0 a & — 400 jsou 0 resp. 1, plati f(0) = % a funkce f(z) — % je licha.
Cislo f () bude pro néds pravdépodobnost jevu Y = 1, opa¢ny jev Y = 0 tak bude mit pravdépodobnost

1
1+4ex’

1 f(a) =

Jak to tedy bude celé fungovat?

Uvazujme nas rymickovy piiklad se tfemi piiznaky. Z technickych divodu pfiddme nulty priznak Xg, ktery bude
mit vzdy hodnotu g = 1 (viz pojem intercept z minulych prednések).

Predpokladejme dale, ze koeficienty maji tyto hodnoty:
w = (wo, w1, ws,w3) = (0.1,-0.3,-0.2,0.2),

zatim ponechme stranou, jak se koeficienty hledaji.
Predpokladejme, ze mame 35letého muze, ktery ma teplotu 37.2 stupné Celsia. Tj. pfislusny vektor s hodnotami
priznakt je

Tr = (l‘o, T1,T2, 373) = (1, O, 35, 372)
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e Pravdépodobnost toho, ze ma rymicku, dostaneme vypoctem vyrazu

wle = wozg + w1z, + wars + wars = 0.54

a jeho dosazenim do sigmoidy

£0-54
Odhad pravdépodobnosti rymicky je tedy pres 63 %, tedy je rozumnéjsi rozhodnout, ze rymicku danéd osoba

ma.

Logisticka regrese: popis modelu
Jak tedy vypada model logistické regrese pro binarni klasifikaci:

o Mame bindrni vysvétlovanou proménnou Y s hodnotami 0 a 1 a p piiznaki Xy, Xo, ..., X, s konstant-
nim Xg = 1.
« Pouzijeme model pro odhad pravdépodobnosti, ktery pro dané hodnoty x = (xo,z1,...,2p) a pro
koeficienty w = (wo, w1, ..., wp) ma tvar
e’UITE
PY=1|z,w)=—7Fr.
14+ew'®

o Predikce se pak déld nasledovné: Pro dana data x se spoc¢itd odhad pravdépodobnosti P(Y =1 | z, w).

Je-li tento odhad vétsi nez %, rozhodneme se pro Y = 1, je-li mensi nebo roven %, pak pro Y = 0.

Logisticka regrese: hranice rozhodnuti
o Jelikoz mame p ¢iselnych priznaki, je kazdy datovy bod vlastné bodem v prostoru R?.
o Mame-li pevné zvolené parametry modelu w, mizeme (teoreticky) pro kazdy bod spoéitat hodnotu
ew'®
PY=1|z,w)= T ew'a
a rozhodnout, jestli je vétsi nez 0.5 (Y = 1) nebo mensi (Y = 0).
o Jak vypadaji tyto dvé podmnoziny RP?
e Nebo jinymi slovy: Jak vypadé hranice mezi témito mnozinami dana rovnici
ew'®

1
( |z, w) [T ewts 2

e 7 toho, co jsme si fekli o sigmoidé, vime, ze fesenim této rovnice je
T, _ _
w T =wy+wir) + -+ wpry =0,

coz neni nic jiného, nez nadrovina (angl. hyperplane) v prostoru RP.

e Jazykem linedrni algebry je to linearni varieta dimenze p — 1.

27 Ucdeni modelu

Logisticka regrese: hranice rozhodnuti

o Ukazali jsme si, jak model logistické regrese vypada a funguje, ale zatim nevime, jak se uci, tj. jak se
voli hodnota parametri w na zakladé trénovacich dat, u kterych zndme vedle ptiznakt i hodnoty Y.

e U modeld, kde odhadujeme ptimo hodnotu proménné Y, se obvykle postupuje tak, ze se rozhodneme
pro néjakou miru chyby a parametry vybirame tak, abychom tuto chybu minimalizovali. Vzpomenme
na prednasku o linedrni regresi.
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U logistické regrese ale odhadujeme pravdépodobnosti hodnot proménné Y'; mérit chybu je tedy tézké.
Musime postupovat jinak!

Pro znalé statistiky by stacilo Fici, ze parametry w odhadneme metodou MLE (maximélné véro-
hodny odhad, angl. maximum likelihood estimate).

Jelikoz ale znalost této metody zatim predpokladat nemtzeme, ukazeme si myslenku MLE na jedno-
duchém prikladé.

MLE odhad pro hazeni minci (1/4)

Zapomenme chvilku na logistickou regresi a uvazujme nasledujici priklad.

Mame minci, kterou hazime a zaznamenavame si, co nam padlo: 1 = hlava, 0 = orel. Oznac¢me si tuto
nahodnou veli¢inu jako Y.

Méme duvod si myslet, Ze mince neni férova, tedy ze je mozné, ze P(Y = 1) # %

Ozna¢me pravdépodobnost P(Y = 1) = p. Chceme na zdkladé trénovacich dat néjak odhadnout
hodnotu p.

Hodime desetkrat minci a v néjakém poradi nam padne sedmkrat Y =1 a tiikrat Y = 0.

Naucit model v tomto pripadé znamena urcit hodnotu p, protoze to je jediny parametr. Jak na to?

MLE odhad pro hazeni minci (2/4)

Pro kazdou hodnotu p umime spocitat, s jakou pravdépodobnosti ndm pti deseti hodech padnou nase trénovaci
data. Napf. pro férovou minci s p = % je to?

1 7 1 3
=) (5] =0.0009765625.
(=) ()

Napiiklad pro p = 0.6 je ale tato pravdépodobnost vyssi:

0.67(1 —0.6)* = 0.0017915904.
7 toho duvodu bereme p = 0.6 jako lepsi model nasich trénovacich dat nez p = 0.5: Pro p = 0.6 jsou totiz
trénovaci data pravdépodobnéjsi!

Odhad metodou MLE pak odpovida hodnoté p, pro ktera jsou trénovaci data nejpravdépodobnéjsi
mozna!

Jednd se tedy o optimalizaci (maximalizujeme pravdépodobnost), v tomto piipadé funkce jedné proménné
p € [0, 1], kterd udéva pravdépodobnost trénovacich dat:

p'(1-p)°

MLE odhad pro hazeni minci (3/4)

Hleddme tedy maximum funkce?
L(p) =p'(1 - p)°

na intervalu [0, 1].

Jednd se o redlnou funkci jedné proménné, takze mizeme funkci klasicky zderivovat a najit nulové

body.

Funkce L je vlastné polynom desdtého stupné v souéinovém tvaru, takze by derivace byla celkem
pracna. Proto pouzijeme obvykly trik a funkci zlogaritmujeme.

Jelikoz je logaritmus ostfe rostouci funkce, maji funkce

Lp)=p"(1-p)® a Lp)=Inp (1—p)*=Tnp+3In(l —p)

extrémy ve stejnych bodech.

Viz Bernoulliho a binomické rozdéleni v BI-PST.
%Sice je to pravdépodobnost, ale obvykle se zna¢i pismenem L od slova likelihood (Cesky vérohodnost). Vice viz BI-PST.
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MLE odhad pro hazeni minci (4/4)

Derivace funkce ¢(p) je ale mnohem ,hez¢i funkce:

Snadno spocitame, ze jediny nulovy bod derivace je

o
PMLE = 10

Pro tuto hodnotu p je pravdépodobnost trénovacich dat
0.77(1 — 0.7)% = 0.0022235661,
coz je maximum mozného, pro zadné jiné p neni tato pravdépodobnost vyssi.

Tato vlastnost dava volbé p = 0.7 davéryhodnost.

MLE odhad pro logistickou regresi (1/6)

S logistickou regresi je to velmi podobné jako pro minci: Mame také jen dvé hodnoty Y =1a Y =0.

Mame také dany vzorec pro vypocet pravdépodobnosti; ten ovSem nezavisi na jediném parametru ale

na p + 1 parametrech wp, w1, ..., wp,. Ozna¢me pro tsporu mista
eme
pl(w,w) :P(Y =1 ‘ :B,w) = W
a
ew'e 1

p()(m,’lU):P(Y:O‘m,’lU):l_ 1+ewT$ = 1_}_6me'

Mame-li i-ty datovy bod s hodnotou vysvétlované proménné Y; a s hodnotami pfiznakt @; = (x40, 41, - -

Ize pro zadané hodnoty parametru w oznacit pravdépodobnost tohoto datového bodu jako

py; (T, w).

MLE odhad pro logistickou regresi (2/6)

Predpoklddejme, ze mame N bodi v trénovacich datech, kazdy trénovaci bod sestava z vysvétlované
proménné Y; a hodnot piiznakt
x; = (Ti;0, Tisls - - -5 Tisp)s

kdei=1,...,N a z;0 =1 (intercept).

Pro pozd&jsi vyuziti tyto hodnoty zapiSeme do vektoru Y = (Y1, Ya,...,Yn)? € RY a do matice

T
Ty I zin x12 0 Ty
X: . = . . .
T
Ly 1 ITN;1 IN2 ° INyp

Nyni vyjadiime, jaka je pravdépodobnost konkrétnich trénovacich dat pri parametrech w. Predpokla-
dame (vétsinou opravnéné), ze jednotlivé datové body jsou navzdjem nezavislé a pravdépodobnost tak
Ize napsat jako soucin pravdépodobnosti jednotlivych bodi:

N
L(w) = pri(:ci,w).
i=1
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MLE odhad pro logistickou regresi (3/6)

o Snazime se tedy maximalizovat funkci nazyvanou vérohodnostni funkce (angl. likelihood function)

N
= HPYZ-(%AUJ
i=1

coz je realnd funkce p + 1 proménnych RPY! — R vyjadiujici pravdépodobnost trénovacich dat
pro danou hodnotu parametri w.

MLE odhad pro logistickou regresi (4/6)

o Podobné jako u hodu minci budeme misto sou¢inu pravdépodobnosti derivovat jejich logaritmus (t;j.
logaritmus vérohodnostni funkce):

l(w) =In L(w Zlnpy T, w) =

P&

(YiInpy(x;, w) + (1 = Y;) Inpo(z, w)) =
1

e’UJTmi 1
-2 Y1<1+“’ - () ) -

= {trocha carovani s logaritmem} =
N

- Z (Yin:pi —In (1 + e“’Twi)) )
i=1

-.
Il

MLE odhad pro logistickou regresi (5/6)

e Hledame tedy maximum funkce
) =3 (s (147))
Yiw! z; 1+e% %)),
=1 '

o Stejné jako v pripadé linearni regrese, kde se minimalizoval soucet ¢tverct residui RSS(w), se po-
stupuje tak, Ze se najde gradient, tj. vektor sloZzeny z parcidlnich derivaci podle vSech proménnych
wo, Wiy .- -, Wp:

o

N
P w)zle,j(n_pl(w17w))7 jzoalu”'vp
Wi i=1

e Pomoci maticového nasobeni lze pak gradient napsat ve tvaru
Vi(w) =XT(Y — P), kde P = (pi(z1,w), p1(x2,w),...,p1(zn,w))T.
MLE odhad pro logistickou regresi (6/6)
e Teorie 1ika, ze maximum bychom méli nalézt mezi fesenimi rovnice ,gradient se rovnd nule*, tedy

Vi(w) =XT(Y — P)=0.

e Tato rovnice nevypadéa nijak strasné, dokud si neuvédomime, co se skryva pod nevinnym oznacenym
P: vektor plny sigmoid se vSemi témi exponencidlami.

e« Na rozdil od linearni regrese neumime najit explicitni resSeni, tedy neexistuje vzorec, do
kterého bychom dosadili trénovaci data a vypadly by ndm z ného hodnoty koeficient w.
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¢ Je tedy nutné pouzit numerické aproximativni metody.

e Pouzivaji se bud vicerozmérné verze Newtonovy metody, nebo gradientni vzestup: v obou pripadech
se konstruuje posloupnost w(®,w® w® ... o které lze predpokladat, ze konverguje k néjakému
lokalnfmu maximu?.

Zavérecné poznamky

Rizné poznamky

e Logisticka regrese je pfimym pouzitim metod parametrické statistiky, o kterych budete mluvit podrobné v
BI-PST*.

e Celd metoda stoji na predpokladu, ze se chovani dat da zachytit ve tvaru daném sigmoidou jakozto funkci
wo —+ w11 + -+ wpxp.

o Diky parametriim wg, wy, ws, ..., w, ma tento model pomérné dost volnosti, ale jestli tato volnost staci k tomu,
aby se model mohl dostatecné priblizit ke skutec¢nosti, je dulezita a tézko zodpovéditelna otazka, kterou je treba
mit na paméti.

o Logisticka regrese je vypocetné naro¢na a prislusny odhad neni dan explicitné: To co nam vrati pocitac je tedy
aproximace a je i mozné, ze nadm nevrati nic.

e Stejné jako u regrese a jinych modeli mizZeme moznosti modelu znac¢né rozsitit, pouzijeme-li i odvozené priznaky
od piiznaki dostupnych v datech (druhé a vysSsi mocniny, soudiny vice riznych piiznaki, atp.).

o Funkce ¢(w) nemusi mit maximum! Rozmyslete si, Ze to plati vidy, kdyZ jsou tiidy linedrné separabilni, tj. kdyz
existuje w, tak, ze pro viechny body z tifdy 1 (¥; = 1) plati w”z; > 0 a pro viechny body z tiidy 0 (Y; = 0)
plati wlx,; <0.

Metoda gradientniho vzestupu

Metoda gradientniho vzestupu

o K maximalizaci ¢(w) a potazmo k trénovani logistické regrese muzeme pouzit metody gradientniho
vzestupu (angl. gradient ascent).

« V takovém piipadé zacneme s néjakou pocateéni hodnotou w(®) a pomoci rekurentniho vztahu
wi*Y = w 4o Vi(w?) = w® + o XT (Y - P(w(i)))

postupné konstruujeme posloupnost vektori o které doufame, ze konverguje k argumentu globalniho
maxima ¢(w), tj. ke kyZenému odhadu w.

e Protoze gradient ukazuje smérem nejvyssiho ristu, délame kroky ve sméru nejvyssiho ristu.
o Koeficient « je tzv. ucici parametr (angl. learning rate) a muze zaviset na i (v tzv. adaptivni verzi).
o 1 v pripadé, Ze globdlni maximum ¢(w) existuje, konvergence muze byt velmi pomald a pro nevhodné

« ani konvergovat nemusi.

Changelog

[ Verze | Datum | Autor [ Log |

3Pro logistickou regresi lze ukazat, ze pokud existuje lok. maximum, je jediné a je to hledané globalni maximum.
4Tak dévejte pozor!
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