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Co bude v dnesni prednasce

® Pfipomenuti problému klasifikace

Zakladni myslenka logistické regrese

Maximalné vérohodny odhad: myslenka

® \/ypoclet odhadu
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Uvodni poznamky

® Prestoze se metoda Logisticka regrese jmenuje tak, jak se jmenuje, je to
metoda uréend pro klasifikaci.

® Pro pripomenuti: V pfipadé klasifikace vysvétlovand proménnd Y mize
nabyvat jen nékolika malo hodnot.

°* My se omezime na binarni klasifikaci, kdy ma Y hodnotu bud 0 nebo 1.

® Rozdil mezi regresi (spojita vysvétlovand proménnd) a klasifikaci se projevuje
zejména v tom, jaky je tvar hledané zavislosti mezi ptiznaky X1, Xa,..., X, a
vysvétlovanou proménnou.

® Zatimco pro regresi mlize mit (ale ¢asto nemad) tato zavislost vztah

pfipominajici klasické funkce zndmé z analyzy, u funkci, jejichz obor hodnot je
dvouprvkova mnozina, se musi pouzit néjaky ,trik".
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Ptipomenuti znamych metod

Pfipomenme si metody, které uz znadme:

® Rozhodovaci stromy (zvladaji klasifikaci i regresi): Funkéni zavislost je
komplikovana a dana prichodem danym stromem. V piipadé regrese ma
vysledna funkce tvar po (velmi malych) ¢astech konstantni funkce.

® KNN (zvlada klasifikaci i regresi): Funkéni zavislost je opét velice
komplikovana a nemé Zadny explicitni tvar. Rozhodnuti o hodnoté Y je velice

su

Jlokalni

® Linearni regrese (jen pro regresi): Jedn4 se o parametrickou metodu, kde se
hleda zavislost v zadaném tvaru , linearni kombinace ptiznaki ™

Y = wo+wixy + -+ wpTp,

kde z; jsou néjaké konkrétni hodnoty priznaki X; a w; jsou neznamé
koeficienty.
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P¥iklad (rymicka)

® Uvazujme trochu modifikovany priklad , rymickového" prikladu z druhé
prednasky o stromech:
> Vysvétlovana proménna Y ma dvé hodnoty: Y =1 znadi,
rymic¢ku, Y = 0 znadi, ze ji nema.
> X je binarni pfiznak pohlavi (1 = Zena, 0 = muz).
> X5 je numericky pfiznak véku (v celych letech).
> X3 je teplota ve stupnich Celsia.

, ze ma dani osoba

® Souvislost logistické regrese a linearni regrese spociva v tom, Ze i u logistické
regrese se rozhodnuti konstruuje pomoci linedrni kombinace pfiznakd, tedy v
nasem pripadé vyrazu
Wo + wixr1 + waxs + w3xrs.

® Jak ale donutit tento vyraz, aby z ného padalo rozhodnuti o tom, jestli je
Y =1neboY =07
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Myslenka logistické regrese

® | ogisticka regrese stoji na triku, ktery z diskrétniho problému déla problém
spojity: Namisto hodnoty vysvétlované proménné Y € {0,1} se snazime
predikovat pravdépodobnost, Zze Y ma hodnotu 1, tj. &islo P(Y =1) z
intervalu [0, 1].

® Ptesnéji feCeno: hledadme funkéni predpis, ktery pro dané hodnoty x; priznaki
X; a dané hodnoty koeficientil w;, vrati &islo z intervalu [0, 1], které bude
odhadem pravdépodobnosti, ze dani osoba ma rymicku (Y = 1).

® Tuto ziskanou pravdépodobnost budeme znadit nasledovné:
PY =1|=z,w),
&imz je vyjadfeno to, Ze je zavisla na hodnotach pfiznakld @ = (1,21, 29, 23) a

koeficientl w = (wp, w1, wa, w3).

® Jelikoz soucet pravdépodobnosti, Ze nékdo mé a nema rymic¢ku musi byt

jedna, plati
PY=0|z,w)=1-PY =1|z,w)

a nam tedy opravdu staéf najit pouze model pro P(Y =1 | 2, w).
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Sigmoida

® Presli jsme tedy od funkce s oborem hodnot {0, 1} k funkci se spojitym
oborem hodnot [0, 1].

® Jak ale donutit linedrni vyraz
Wo + W1T1 + Wakz + W33,

aby neutekl z tohoto intervalu?

® Zde prichazi na fadu druhy trik: Cislo wo + w21 + wazs + wszs dosadime
do vhodné zvolené funkce, jejiz obor hodnot je podmnozZinou intervalu
[0,1]. Tim zajistime, Ze pro jakékoli hodnoty koeficientd i pfiznakli dostaneme
Cislo smysluplné vyjadfujici pravdépodobnost.

® Obvyklou volbou této funkce je sigmoida (angl. sigmoid function) (coz je
specialni pfipad logistické funkce):
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Sigmoida

Zakladni myslenka logistické regrese Uéeni modelu
00@0000 00000000000

Graf sigmoidy

f(x)

—

Metoda gradientniho vzestupu
[e]
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Sigmoida: vlastnosti

e” 1
f@)=—F—==77"="
1+e 1+e
® Defini¢nim oborem je celd mnozina R, za x tedy mizeme dosadit cokoli; my
budeme dosazovat ¢&islo wo + wiz1 + waxs + wsxs.

® Oborem hodnot je interval (0, 1), nikdy se ndm tedy nestane, Ze by
pravdépodobnost Y = 1 byla jedna (jisty jev) nebo nula (nemozny jev).

® Funkce je ostfe rostouci na R a tedy prosta. Inverzni funkci je

T

1 _
f (x)flnl_m

® Limity pro z — —o00 a  — +00 jsou 0 resp. 1, plati f(0) = 1 a funkce f(z)— 3 je
licha.
e Cislo f(x) bude pro nas pravdépodobnost jevu Y = 1, opaény jev Y = 0 tak bude

mit pravdépodobnost
1

1— f(x) = T e
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Jak to tedy bude celé fungovat?

® Uvazujme nas rymickovy priklad se tfemi pfiznaky. Z technickych divodd pridame
nulty pfiznak Xo, ktery bude mit vzdy hodnotu xo = 1 (viz pojem intercept z
minulych prednések).

® Predpokladejme dale, ze koeficienty maji tyto hodnoty:
w = (’w(), w1, w2, w3) = (01, —03, —02, 02),

zatim ponechme stranou, jak se koeficienty hledaji.

® Pfedpokladejme, Ze mame 35letého muze, ktery ma teplotu 37.2 stupné Celsia. Tj.
prislusny vektor s hodnotami priznaki je

x = (o, z1,22,23) = (1,0, 35,37.2).
® Pravdépodobnost toho, Ze ma rymicku, dostaneme vypoétem vyrazu
wT:c = woZo + w1x1 + waxs + wzrs = 0.54

a jeho dosazenim do sigmoidy

.54
605

PY =1 2,w) = ;57 = 0.631812.

Odhad pravdépodobnosti rymicky je tedy pfes 63 %, tedy je rozumnéjsi rozhodnout,
ze rymicku dana osoba ma.
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Logisticka regrese: popis modelu

Jak tedy vypadd model logistické regrese pro binarni klasifikaci:

® Mame binarni vysvétlovanou proménnou Y s hodnotami 0 a 1 a p priznakd
Xl,XQ, ey Xp s konstantnim X() =1.

® Pouzijeme model pro odhad pravdépodobnosti, ktery pro dané hodnoty
x = (20,21,...,2p) a pro koeficienty w = (wop, w1, ..., wp) Ma tvar

T
w'x
€

® Predikce se pak déla nasledovné: Pro dané data « se spoditd odhad
pravdépodobnosti P(Y =1 | &, w). Je-li tento odhad vétsi nez %
rozhodneme se pro Y =1, je-li mensi nebo roven % pak pro Y = 0.
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Logisticka regrese: hranice rozhodnuti

® Jelikoz mame p Ciselnych priznaki, je kazdy datovy bod vlastné bodem v
prostoru RP.

® Mame-li pevné zvolené parametry modelu w, mizeme (teoreticky) pro kazdy
bod spoditat hodnotu

T
w' T
€

a rozhodnout, jestli je vétsi nez 0.5 (Y = 1) nebo mensi (Y = 0).
® Jak vypadaji tyto dvé podmnoziny RP?
® Nebo jinymi slovy: Jak vypada hranice mezi témito mnozinami dana rovnici
T
e * 1
PY=1|lz,w)= —F==7

¥ =1l@w) = F o = 5

® 7 toho, co jsme si fekli o sigmoidé, vime, Ze feSenim této rovnice je

T
w' T =wy+wixry + -+ wpr, =0,

coz neni nic jiného, nez nadrovina (angl. hyperplane) v prostoru R?.
® Jazykem linedrni algebry je to linedrni varieta dimenze p — 1.
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Logisticka regrese: hranice rozhodnuti

® Ukazali jsme si, jak model logistické regrese vypada a funguje, ale zatim
nevime, jak se udi, tj. jak se voli hodnota parametrii w na zakladé
trénovacich dat, u kterych zndme vedle pfiznak( i hodnoty Y.

® U modell, kde odhadujeme pfimo hodnotu proménné Y, se obvykle postupuje
tak, Ze se rozhodneme pro néjakou miru chyby a parametry vybirame tak,
abychom tuto chybu minimalizovali. Vzpomenme na pfednasku o linearni
regresi.

® U logistické regrese ale odhadujeme pravdépodobnosti hodnot proménné Y;
mérit chybu je tedy tézké.

® Musime postupovat jinak!

® Pro znalé statistiky by stacilo ¥ici, ze parametry w odhadneme metodou MLE
(maximalné vérohodny odhad, angl. maximum likelihood estimate).

® Jelikoz ale znalost této metody zatim predpoklddat nemdizeme, ukazeme si
myslenku MLE na jednoduchém prikladé.
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MLE odhad pro hazeni minci (1/4)

® Zapomenme chvilku na logistickou regresi a uvazujme nasledujici priklad.

® Mame minci, kterou hazime a zaznamenavame si, co nam padlo: 1 = hlava, 0
= orel. Oznaéme si tuto ndhodnou veli¢inu jako Y.

® Mame divod si myslet, Ze mince neni férova, tedy Ze je mozné, ze
1

® Ozna¢me pravdépodobnost P(Y = 1) = p. Chceme na zikladé trénovacich
dat néjak odhadnout hodnotu p.

® Hodime desetkrat minci a v néjakém poradi nam padne sedmkrat Y =1 a
tiikrat Y = 0.

® Naucit model v tomto pripadé znamena urcit hodnotu p, protoze to je jediny
parametr. Jak na to?
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MLE odhad pro hazeni minci (2/4)

® Pro kazdou hodnotu p umime spoditat, s jakou pravdépodobnosti ndm pfi deseti
hodech padnou nase trénovaci data. Napf. pro férovou minci s p = % je to?

INT (1)\®
<§> (5) — 0.0009765625.

® Napriklad pro p = 0.6 je ale tato pravdépodobnost vyssi:

0.6"(1 — 0.6)* = 0.0017915904.

® 7 toho divodu bereme p = 0.6 jako lepsi model nasich trénovacich dat nez p = 0.5:
Pro p = 0.6 jsou totiz trénovaci data pravdépodobné;jsi!

® Odhad metodou MLE pak odpovida hodnoté p, pro ktera jsou trénovaci data
nejpravdépodobnéjsi mozna!

® Jedna se tedy o optimalizaci (maximalizujeme pravdépodobnost), v tomto pfipadé
funkce jedné proménné p € [0, 1], kterd udava pravdépodobnost trénovacich dat:

p'(1-p)°

1Viz Bernoulliho a binomické rozdéleni v BI-PST.
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MLE odhad pro hazeni minci (3/4)

Hleddme tedy maximum funkce?

na intervalu [0, 1].

® Jednd se o redlnou funkci jedné proménné, takze mlizeme funkci klasicky
zderivovat a najit nulové body.

® Funkce L je vlastné polynom desatého stupné v soucinovém tvaru, takze by
derivace byla celkem pracna. Proto pouzijeme obvykly trik a funkci
zlogaritmujeme.

® Jelikoz je logaritmus ostre rostouci funkce, maji funkce
Lp)=p"(1=p)* a Lp)=p (1 -p)*=T7p+3In(l -p)

extrémy ve stejnych bodech.

2Sice je to pravdépodobnost, ale obvykle se zna&i pismenem L od slova likelihood (¢esky
vérohodnost). Vice viz BI-PST.
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MLE odhad pro hazeni minci (4/4)

Derivace funkce £(p) je ale mnohem ,hez&i" funkce:

T3
Op) == ———.
P =2-1-

Snadno spoditdme, ze jediny nulovy bod derivace je

N
PMLE = 10

® Pro tuto hodnotu p je pravdépodobnost trénovacich dat
0.77(1 — 0.7)% = 0.0022235661,

coz je maximum mozného, pro zadné jiné p neni tato pravdépodobnost vyssi.

Tato vlastnost dava volbé p = 0.7 dlivéryhodnost.
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MLE odhad pro logistickou regresi (1/6)

® S |ogistickou regresi je to velmi podobné jako pro minci: Mame také jen dvé
hodnoty Y =1aY =0.

® Mame také dany vzorec pro vypocet pravdépodobnosti; ten ovsem nezdvisi na
jediném parametru ale na p + 1 parametrech wg, w1, ..., wp,. Oznaéme pro
Gsporu mista

T
w' T
€

z,w)=PY =1|z,w) = —F—

pi(@w) = P(Y =1 |@w) = -
T

(@, w) =P(Y =0 |mw) =1 —— 1

Pol®, N B ’ B 14ew' 14 ew'a’

® Mame-li i-ty datovy bod s hodnotou vysvétlované proménné Y; a s hodnotami
pfiznakl x; = (0, Zi;1, . - ., Tiyp), |ze pro zadané hodnoty parametrli w
oznacit pravdépodobnost tohoto datového bodu jako

py; (wlaw)
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MLE odhad pro logistickou regresi (2/6)

® Predpokladejme, ze madme N bodil v trénovacich datech, kazdy trénovaci bod
sestava z vysvétlované proménné Y; a hodnot pfiznaki
T = (T30, Tiz1s - - Tisp)s

kdei=1,...,N az;o =1 (intercept).
® Pro pozdéjsi vyuziti tyto hodnoty zapiSeme do vektoru
Y = (Y1,Ys,...,Yn)T € RY a do matice

T
T Loz w12 0 T1p
X = : =
T
Ty 1 zn1 xZNp2 0 Iy

® Nyni vyjadiime, jaka je pravdépodobnost konkrétnich trénovacich dat pri
parametrech w. Predpokladame (vétSinou opravnéné), Ze jednotlivé datové
body jsou navzdjem nezavislé a pravdépodobnost tak |ze napsat jako soucin
pravdépodobnosti jednotlivych bodi:

N
L(w) = pri(a:,;,'w).
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MLE odhad pro logistickou regresi (3/6)

® Snazime se tedy maximalizovat funkci nazyvanou vérohodnostni funkce
(angl. likelihood function)

N
L(w) = _pr,;(wi»w),

coz je realna funkce p + 1 proménnych RPT1 — R vyjadfujici
pravdépodobnost trénovacich dat pro danou hodnotu parametri w.
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MLE odhad pro logistickou regresi (4/6)

® Podobné jako u hodu minci budeme misto soucinu pravdépodobnosti
derivovat jejich logaritmus (tj. logaritmus vérohodnostni funkce):

N
Z Y; Inp(zi, w) + (1 - Y;) Inpo(z;, w)) =

T
oW T 1
YIn| —— 1-Y)n|{ —5— =
;( n<1+e“’T >+( )n(1+e“’”“>>

= {trocha arovani s logaritmem} =

— i (Yina:i —1In (1 + emei)> .

<.
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MLE odhad pro logistickou regresi (5/6)

Zavére¢né poznamky Metoda gradientniho vzestupu
o] [e]

® Hleddme tedy maximum funkce

N

U(w) = Z (Yinwi —1In (1 + ewT”“)> .

i=1
® Stejné jako v pripadé linearni regrese, kde se minimalizoval soucet Ctvercl

residui RSS(w), se postupuje tak, Ze se najde gradient, tj. vektor slozeny z

parcidlnich derivaci podle v8ech proménnych wg,ws, ..., wp:

aw] le,j Y pl(w'u ))7 j:O717"‘>p

® Pomoci maticového nasobeni |ze pak gradient napsat ve tvaru

Vi(w) = XT(Y — P), kde P= (pl(wlvw)vpl(w%w)v'"apl(wNaw))T'
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MLE odhad pro logistickou regresi (6/6)

® Teorie fika, ze maximum bychom méli nalézt mezi feSenimi rovnice , gradient
se rovna nule”, tedy
Vi(w) =XT(Y - P)=0.

® Tato rovnice nevypada nijak strasné, dokud si neuvédomime, co se skryva pod
nevinnym oznacenym P: vektor plny sigmoid se vSemi témi exponencidlami.

® Na rozdil od linearni regrese neumime najit explicitni feseni, tedy
neexistuje vzorec, do kterého bychom dosadili trénovaci data a vypadly by
nam z ného hodnoty koeficienti w.

® Je tedy nutné pouzit numerické aproximativni metody.

® Pouzivaji se bud vicerozmérna verze Newtonovy metody, nebo gradientni

vzestup: v obou p¥ipadech se konstruuje posloupnost w(® w™ w® . .. o

které Ize predpokladat, ze konverguje k n&jakému lokalnimu maximu3.

3Pro logistickou regresi lze ukazat, e pokud existuje lok. maximum, je jediné a je to hledané

globalni maximum.
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Rizné poznamky

® |ogisticka regrese je pfimym pouzitim metod parametrické statistiky, o kterych
budete mluvit podrobné v BI-PST*.

® Celd metoda stoji na predpokladu, ze se chovani dat d& zachytit ve tvaru daném
sigmoidou jakozto funkci wo + wix1 + -+ - + wWpxp.

® Diky parametrim wo, w1, w2, ..., w, Ma tento model pomérné dost volnosti, ale
jestli tato volnost staci k tomu, aby se model mohl dostatecné priblizit ke
skutecnosti, je dilezitd a tézko zodpovéditelnd otazka, kterou je tfeba mit na
paméti.

® |ogisticka regrese je vypocetné naro€na a prislusny odhad neni dén explicitné: To co
nam vrati poditac je tedy aproximace a je i mozné, Ze ndm nevrati nic.

® Stejné jako u regrese a jinych modeli mizeme moznosti modelu znaéné rozsitit,
pouZijeme-li i odvozené pfiznaky od pfiznaki dostupnych v datech (druhé a vyssi
mocniny, soudiny vice riznych pfiznakd, atp.).

® Funkce ¢(w) nemusi mit maximum! Rozmyslete si, Ze to plati vZdy, kdyZ jsou tfidy
linedrné separabilni, tj. kdyZ existuje w, tak, Ze pro viechny body z t¥idy 1 (V; = 1)
plati w”z; > 0 a pro vechny body z t¥idy 0 (Y; = 0) plati w™x; < 0.

4Tak davejte pozor!
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Metoda gradientniho vzestupu
® K maximalizaci /(w) a potazmo k trénovani logistické regrese mizeme pouzit
metody gradientniho vzestupu (angl. gradient ascent).

® \/ takovém pfipadé zaéneme s n&jakou po&ateéni hodnotou w(®) a pomoci
rekurentniho vztahu

w ™ = w® + o V{(w?) =w® + o XT (Y - P(w(i))>
postupné konstruujeme posloupnost vektor( o které doufdme, ze konverguje k
argumentu globélniho maxima ¢(w), tj. ke kyzenému odhadu .

® ProtoZe gradient ukazuje smérem nejvyssiho rlstu, délame kroky ve sméru
nejvyssiho ristu.

e Koeficient « je tzv. udici parametr (angl. learning rate) a mize zaviset na ¢
(v tzv. adaptivni verzi).

® | v piipadé, ze globalni maximum ¢(w) existuje, konvergence miize byt velmi
pomalad a pro nevhodné « ani konvergovat nemusi.
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