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Intro

• Teoretická p̌rednáška

• Přehled algoritmických podkladů

• ... a matematických podkladů pro grafické algoritmy

• matematika je základ, bez kterého to nejde (alespoň jej́ı
intuitivńı pochopeńı)



Outline Př́ıznaky Fourierova transformace Fourierova transformace 1D a 2D Wiener̊uv filtr v FT

Intro

• Teoretická p̌rednáška
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Matematickofyzikálńı minimum

• Fourierova transformace

• Frekvence v obrazu

• Frekvence a fáze

• Poč́ıtáńı p̌ŕıznak̊u, konvoluce
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Outline Př́ıznaky Fourierova transformace Fourierova transformace 1D a 2D Wiener̊uv filtr v FT

Matematickofyzikálńı minimum
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Př́ıznaky (features)

• Popisuj́ı nějakou vlastnost dat (obrazu)

• Často matematický význam (sťredńı hodnoty, odchylka, barva,
atd.)

• Ulehčuj́ı práci (několik p̌ŕıznak̊u ḿısto mnoha dat)

• Obvykle charakterizuj́ı nějakou skupinu dat

• Nejjednoduš̌śı p̌ŕıznaky?

- samotné barevné kanály (červenost, zelenost, intenzita, atd.)
- ale i nap̌r. výsledky detektoru hran
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Př́ıznaky

• Segmentace
- lidi vs. pozad́ı - texturláńı p̌ŕıznaky, Haralick, LBP

• Detekce
- nap̌r. rakovina v mamogramech - 3DCAR

• Reprezentace
- nap̌r. pro spojováńı obraz̊u v panoramatech - SIFT, SURF,
atd.

• A mnoho daľśıho!



Outline Př́ıznaky Fourierova transformace Fourierova transformace 1D a 2D Wiener̊uv filtr v FT

Př́ıznaky - invarianty

• Invariantńı na rotace

• Invariantńı na afinńı transformace

• Invariant́ı na změnu škálováńı

• Invariantńı na změnu intenzity

• atd.

Za každý invariant se plat́ı.
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LBP

LBPP,R =

P−1∑
p=0

s(gp − gc)2p (1)

s(x) =

{
1, pro x >= 0

0, pro x < 0.
(2)
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Haralick

14 p̌ŕıznak̊u reprezentuj́ıćıch r̊uzné vlastnosti textur (entropie,
směrová odchylka, korelace, momenty, ...) pro malou šedotónovou
matici GLCM (plovoućı okno) dané velikosti

f2 =

Ng−1∑
n=0

n2

( Ng∑
i=1

Ng∑
j=1

9(i, j)

)
(3)

kde:
|i− j| = n,
p(i, j) je intenzita pixelu se součadnicemi i a j,
px(i) je marginálńı pravděpodobnost (součet řádk̊u),
py(i) je marginálńı pravděpodobnost(součet sloupc̊u),
Ng je počet úrovńı šedi
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FT - úvod a idea

• Slouž́ı k analýze signál̊u (ve 2D obraz).

• Zjǐst’uje paramentry harmonických frekvenćı báźı ze kterých se
obraz/signál skládá.

• A co to je?
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Náhodnost?
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Fourierova transformace

• Zkuśıme to vysvětlit trochu jinak...

Představme si kolečko s pr̊uměrem r0, které má vpravo od sťredu
na okraji punt́ık (bod), má počátečńı úhel α0 a otáč́ı se rychlost́ı
s0. Tento punt́ık kresĺı obrázek kružnice.
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Fourierova transformace

• Zkuśıme to vysvětlut trochu jinak...

Představme si, že na punt́ıku tohoto kolečka je daľśı kolečko s
pr̊uměrem r1 natočené pod úhlem α1, které se otáč́ı rychlosti s1.
Tato soustava dvou koleček kresĺı už mnohem zaj́ımavěǰśı tvar.
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Fourierova transformace

• Zkuśıme to vysvětlut trochu jinak...

Představme si, že na punt́ıku posledńıho kolečka můžeme ḿıt daľśı
kolečko, na něm daľśı a tak dál. Koleček může být až nespočetně
mnoho.
Co všechno lze takovýmito soustavami koleček nakreslit? Čtverec?
Trojúhelńık?
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Fourierova transformace

• Takovému systému koleček ř́ıkáme Ptolemájský systém
- Ptolemy’s system of epicycles and deferents.

• Nakreslit t́ım lze cokoli
- https://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw
- https://www.youtube.com/watch?v=r6sGWTCMz2k&ab_
channel=3Blue1Brown

• Pozorováńı:
- dvě kolečka se stejnou rychlost́ı lze spojit do jednoho s jiným
poloměrem a úhlem

https://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw
https://www.youtube.com/watch?v=r6sGWTCMz2k&ab_channel=3Blue1Brown
https://www.youtube.com/watch?v=r6sGWTCMz2k&ab_channel=3Blue1Brown
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Fourierova transformace

• Máme tedy ǩrivku, spojitou funkci f : R −→ R2

- pro každý parametr t vrát́ı pozici (x, y) - bod ǩrivky
- pro ǩrivku hledáme soustavu koleček, která ji zvládne
nakreslit

• Soustavu lze reprezentovat jako funci g, která pro každou
rychlost s vrát́ı dvojici (r, α)
- poloměr a úhel kolečka, rychlost s v dané soustavě

• Jednoduché?
- Operace, která hledá soustavu koleček ke ǩrivce funguje
stejně jako Fourierova transformace!
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Fourierova transformace

• Hledá tedy k jedné funkci jinou funkci.
- na jedné straně máme (x, y) na druhé (r, α)

• ḿısto 2D soǔradnic na levé straně použijeme komplexńı č́ısla
- (x, y) zapisujeme jako (x+ yi)
- ǩrivka je tedy f : < −→ C

• Kolečka na druhé straně (r, α) by taky poťrebovaly komplexńı
č́ısla, at’ je to jednotné
- t́ımto č́ıslem necht’ je počátečńı poloha punt́ıku v komplexńı
rovině (vzhledem ke sťredu kolečka)
- tedy ḿısto (r, α) máme r ∗ (cos(α)+ sin(α) ∗ i) = (a+ b ∗ i)
- nyńı je i soustava koleček ve tvaru g : C −→ C

• A jak s těmi úhly?
- násobeńım p̌rece! otočeńı o 30 je násobeńı
(cos(30) + sin(30)i)
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Fourierova transformace

• K čemu že byly ty komplexńı č́ısla?
- soustava je nyńı jednoznačná (otočeńı o 40◦ = otočeńı o
400◦)
- k p̌revodu tedy nyńı lze naj́ıt i inverzi!
- shoduje se systém signálu (ǩrivka) i obrazu (kolečka)

• Znovu, jak že to funguje?
- transformace hledá ke ǩrivce kolečka které ji kresĺı
- parametr ǩrivky je čas t
- chceme, aby p̌ri parametru t byl punt́ık (ǩrivka) v bodu f(t)
- pro t = 0 jsou kolečka v počátečńı poloze
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- parametr ǩrivky je čas t
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Fourierova transformace

• Vlastnosti naš́ı transformace?

• kolečka jde určitě prohazovat
- ejhle, komutativnost!

• ǩrivka jde zvěťsovat k krát!
- (k × f)(t) = k × (x+ yi)

• ǩrivky jsou sč́ıtat! (f1 + f2)(t) + (x1 + y1t) + (x2 + y2i))
- jak vypadaj́ı kolečka? prostě soustavy napoj́ıme za sebe!
- A v́ıme, že když se kolečka toč́ı stejně rychle, jde je sloučit...
tedyFT (f1) + g1, FT (f2) = g2 =⇒ FT (f1 + f2) = g1 + g2
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tedyFT (f1) + g1, FT (f2) = g2 =⇒ FT (f1 + f2) = g1 + g2
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• Vlastnosti naš́ı transformace?
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- (k × f)(t) = k × (x+ yi)

• ǩrivky jsou sč́ıtat! (f1 + f2)(t) + (x1 + y1t) + (x2 + y2i))
- jak vypadaj́ı kolečka? prostě soustavy napoj́ıme za sebe!
- A v́ıme, že když se kolečka toč́ı stejně rychle, jde je sloučit...
tedyFT (f1) + g1, FT (f2) = g2 =⇒ FT (f1 + f2) = g1 + g2
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Fourierova transformace

• A jak že se to poč́ıtá? (začneme jednoduš̌śım inverzem, tedy
ǩrivka =⇒ kolečka)

- máme g(s) a zaj́ımá nás pohyb punt́ıku, tedy poloha p̌ri
parametru t neboli f(t)
- rychlost s, poloměr a počátečńı úhel p̌redstavuje kompexńı
č́ıslo g(s) = a+ bi
- jaká je hodnota ǩrivky pro parametr t? Stač́ı natočit kolečko
o t× s. Otáčet už uḿıme!

f(t) = (cos(t× s× 2π) + sin(t× s× 2π)i)× g(s) (4)

- a co když je koleček n? A s r̊uznými rychlostmi? Poloměry a
úhly? Sč́ıtáme!

f(t) =
n∑
j=1

(cos(t× sj × 2π) + sin(t× sj × 2π)i)× g(sj) (5)

× - součin
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f(t) = (cos(t× s× 2π) + sin(t× s× 2π)i)× g(s) (4)
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f(t) = (cos(t× s× 2π) + sin(t× s× 2π)i)× g(s) (4)
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Fourierova transformace

• A co když je koleček n? A s r̊uznými rychlostmi? Poloměry a
úhly? Sč́ıtáme!

f(t) =

n∑
j=1

(cos(t× sj × 2π) + sin(t× sj × 2π)i)× g(sj) (6)

• A nespočetně koleček?

f(t) =

∫
s∈R

(cos(t× s× 2π)+ sin(t× s× 2π)i)× g(s)ds (7)

- ta dá!
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úhly? Sč́ıtáme!
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Fourierova transformace

• A co samotná DT?

- máme ǩrivku f a hledáme k ńı soustavu koleček s
- zaj́ımá nás komplexńı č́ısla u koleček a rychlosti

g(s) =

∫
s∈R

(cos(−t×s×2π)+sin(−t×s×2π)i)×f(t)ds (8)

• A kde je takové to e−ts2πi ?
- Taylor̊uv polynom a rozvoj...

ex =
x0

0!
+
x1

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ ... (9)

- Euler̊uv vzorec

eix = cos(x+ i sin(x)) (10)

, a tedy...
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Fourierova transformace

g(s) =

∫
t∈R

(cos(−t× s× 2π) + sin(−t× s× 2π)i)× f(t)dt (11)

=∫
t∈R

e−ts2πi × f(t)dt (12)

• Proč?
- pro zkráceńı zápisu...
- aby to ĺıp (chyťreji) vypadalo...
- pro zmateńı nep̌ŕıtele, ...
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Fourierova transformace
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Fourierova transformace

Co jsme tedy zjistili?

• Fourierova transformace nějak dovoluje rozložit ǩrivky, se
kterými se muže těžko operovat na stavebńı prvky

• Kolečka, která ǩrivku kresĺı jsou lehce upravovatelné,
jednoduše se s nimi zacháźı

• FT se kouká za obraz samotný, poskytuje jiný náhled

A nyńı od koleček ke zpracováńı signálu a obrazu...



Outline Př́ıznaky Fourierova transformace Fourierova transformace 1D a 2D Wiener̊uv filtr v FT

Fourierova transformace

• Obvykle ve 1D zpracováńı signálu zapisujeme:
- F(k) je obraz
- f(ω) je původńı signál

F (k) =

∞∫
−∞

f(ω)e−2πikωdω (13)

f(ω) =

∞∫
−∞

F (k)e2πiωkdk (14)

• Bázové funkce jsou siny a cosiny

• Někdy fourier̊uv obraz zapisuje ťreba jako f̂ a pro reálné č́ıslo ξ
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Bázová funkce
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Fourierova transformace

• Zač́ıná to být zaj́ımavé...

• Nekonečný signál ⇐⇒ dva δ pulzy!
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Fourierova transformace

• a netriviálńı...

• Konečný signál ⇐⇒ nekonečná řada sinů (Re)
- proč nekonečný? A skutečně nekonečný?
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Fourierova transformace

• Dirac̊uv impuls
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Fourierova transformace

• Skládańı z harmonických obraz̊u
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Fourierova transformace

• Co děje s obrazem
- p̌ri změně délky signálu?
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Fourierova transformace

• Co děje s obrazem
- p̌ri změně frekvence signálu?
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Fourierova transformace

• A ve 2D:
- F(u,v) je obraz, komplexńı spektrum, udává váhy
jednotlivých harmonických složek
- f(x,y) je původńı signál, obrázek

F (u, v) =

∫∫
R2

f(x, y)e−2πi(ux+vy)dxdy (15)

f(x, y) =

∫∫
R2

F (u, v)e2πi(ux+vy)dudv (16)
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Fourierova transformace

• Bázová funkce je ’vlnitý plech’ sin a cos ve 2D
• f(x, y) je tedy lineárńı kombinaćı jednoduchých harmonických

složek e2πi(xu+yv)

- cos je reálná a sin imaginárńı složka
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Fourierova transformace

• Báze
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Fourierova transformace - spektrum

• Fourier̊uv obraz F (u, v) je funkćı kompleńı proměnné

• Komplexńı spektrum

F (u, v) = R(u, v) + iI(u, v) (17)

• Amplitudové spektrum

|F (u, v)| =
√
R2(u, v) + I2(u, v) (18)

• Fázové spektrum

φ(u, v) = tan−1
I(u, v)

R(u, v)
(19)

• Výkonové spektrum

P (u, c) = |F (u, v|2 (20)
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- vždy p̌redpokládáme centralizované zobrazeńı
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Fourierova transformace

• Základńı transformace ve 2D - všimnete si prohozeńı délky a
š́ı̌rky
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Fourierova transformace

• Zvyrázenńı složitěǰśıho obrazu amplituda vs. log(amplituda +
1)
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Fourierova transformace

• FT něterých ṕısmen
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Fourierova transformace

• A co ty komplexńı č́ısla? To jsou p̌reci parametry!
- Amplituda
- Fáze
- a dohromady je to výkonové spektrum (power spectrum)
- co nese v́ıc informace? Amplituda, nebo fáze?
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Fourierova transformace
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Filtrace ve frekvenčńı oblasti

F (f ∗ g) = F (f)F (g) (21)

- konvoluce p̌recháźı v prostý násobek per pixel!
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Filtrace ve frekvenčńı oblasti

• F (f ? g) = F (f)F (g)

high pass g. high pass band pass

low pass g. low pass directional
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y(t) =
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Reálný obraz

• Mnoho jev̊u degraduje obraz systematicky
• Namě̌rený (pozorovaný) signál y(t)
• Namě̌rený (pozorovaný) signál je původńı signál x(t), který

byl nějak pokažen.

y(t) = x(t)+?
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• Namě̌rený (pozorovaný) signál je původńı signál x(t), který

byl nějak pokažen.
• Obraz byl rozmazán - konvolućı!

y(t) = x(t) + h(t)?
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y(t) = x(t) + h(t)?
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byl nějak pokažen.
• Obraz byl rozmazán - konvolućı!
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Reálný obraz

• Mnoho jev̊u degraduje obraz systematicky

• Namě̌rený (pozorovaný) signál y(t)

• Namě̌rený (pozorovaný) signál je původńı signál x(t), který
byl nějak pokažen.

• Obraz byl rozmazán - konvolućı!

y(t) = (x ∗ h)(t) + n(t)
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Reálný obraz

• Mnoho jev̊u degraduje obraz systematicky

• Namě̌rený (pozorovaný) signál y(t)

• Namě̌rený (pozorovaný) signál je původńı signál x(t), který
byl nějak pokažen.

• Obraz byl rozmazán - konvolućı!

y(t) = (x ∗ h)(t) + n(t)
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Wiener̊uv filtr

• Mnoho jev̊u degraduje obraz systematicky
• Pohyb (motion blur)

- jeden bod se rozmázne do ǩrivky (zjednodušeně usečky)
- jak vypadá Fourier̊uv obraz takového rozmáznut́ı?
- ale to už p̌rece známe!
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Použit́ı

• Out-of-focus
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Použit́ı

• Atmospheric turbulence
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Jak to funguje?

• Tyto distorze obrazu jsou jen obdobou konvoluce, ty se dá
lehce řešit ve frekvenčńı oblasti násobeńım...

• Známý jev lze odstranit pokud známe jeho parametry
- tomu ř́ıkáme impulsńı odezva (jak by se zobrazil jeden bod)

• Wiener̊uv filtr y(t) = (h ∗ x)(t) + n(t)
- * je konvoluce
- x(t) je původńı signál
- h(t) je neznámé impulstńı odezva (PSN)
- n(t) je aditivńı nezávislý šum
- y(t) je pozorovaný signál (pokažený obrázek)
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Jak to funguje?

• Chceme naj́ıt g(t) aby jsem mohli odhadnout x(t) jako
x(t) = (g ∗ y)(t) (minimalizaćı sťredńı chyby)

• Wienerova dekonvoluce

G(f) =
H∗(f)S(f)

‖H(f)‖2S(f) +N(f)
(22)

G(f) a H(f) jsou fourierovy obrazy funkćı y a h s frekvenćı f ,
S(f) je sťredńı hodnota power spektra x(t), N(f) pak šumu n(t),
hvězdičkou je označena koplexńı konjugace
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Použit́ı

• V podstatě odstranujeme tyto typy funkćı z G(f) ovšem s
neznámými parametry...

motion blur out-of-focus atm. turbulence
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