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1 Uvod

Nez se pustime do hlavniho vykladu, je vhodné ¢tenafe nejprve seznamit s cili
a smyslem tohoto kurzu a tohoto studijniho textu. V tomto Gvodu postupné rozebe-
reme nékteré problémy s kterymi studenti pfi pfichodu do prvniho ro¢niku bojuji
a k jejichz prekonanim se tento kurz snazi studentim pomoci.

1.1 Nastrahy prvniho ro¢niku a jak na né

Pro fadu studentt stfednich skol byva pfechod na vysokou skolu problematicky.
Zejména v prvnich ro¢nicich lze na vysokych skolach dlouhodobé sledovat zvyse-
nou studijni nedspésnost. Jeji pfi¢iny jsou mnohé a na tomto misté tuto tématiku
nebudeme do hloubky rozebirat (od toho zde jsou odborné publikace, viz napt. [7]).
Tento text se snazi budouci studenty prvniho ro¢niku pfipravit na to, co je ¢eka
(nejen) v matematickych predmétech a pomoci jim tak prekonat nastrahy prvniho
ro¢niku.

Autorova zkuSenost s mnohaletou vyukou v prvnim roéniku FIT CVUT ukazuje
na nasledujici dva nejzasadnéjsi problémy, s kterymi se studenti musi ¢asto vyrovnat.

Problém dér v zakladnich znalostech

Jednim z ucelt stiedoskolské matematiky je dat studentiim nutny spole¢ny zaklad
znalosti, na kterém se da dale stavét. Bohuzel se ukazuje (na katedfe mame velké
mnozstvi dikazniho materialu), ze tyto zéklady jsou u nékterych studentd pomérné
déravé a pri dalsim zatiZeni se zhrouti. Uvedeme dva konkrétni priklady ilustrujici
tento problém.

V prvnim ro¢niku se budeme mimo jiné zabyvat pojmem ,sloZitosti algoritmu®.
Nékteré algoritmy maji tfeba ,logaritmickou slozitost” a jiné ,,polynomialni sloZitost®.
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Béhem studia této latky nemizeme ztracet ¢as lamanim si hlavy nad tim, co to je
ten ,logaritmus® a co to je ,polynom®. Tyto funkce bychom jiz méli davérné znat.
To, nad ¢im si mame lamat hlavu, je koncept ,slozZitosti“ samotny. Pfi ¢teni téchto
radek textu také nemusite dohledavat, co které pismenko znamena.

Podobné nelze pfi pocitani priklad' bojovat s tim, jak se séitaji zlomky, nebo
délat fatalni chyby v algebraickych upravach, ¢i zcela zkolabovat pfi jakémkoliv
vyskytu trigonometrickych funkei. Tyto zaklady je nutné ovladat a v matematickych
pfedmétech prvniho ro¢niku skute¢né predpokladame, ze praimérnému studentovi
nedélaji problémy. Samoziejmé je mozné, ze néjakou takovou chybu student udéla.
Je ale nutné umét takovyto elementarni preslap odhalit a rozhodné ho nedélat
systematicky.

Jednou z motivaci pro vznik tohoto textu je proto pravé shrnuti téchto zakladu.
Pripravny kurz matematiky z tohoto diivodu probiha jesté pred zacatkem prvniho
ro¢niku. Studentiim silné doporucujeme tento text (a cely kurz) projit a konfrontovat
s nim své znalosti.

Problém zmény pristupu

Druhy problém je skrytéjsiho charakteru a studentiim a studentkam casto trva
déle, nez si ho uvédomi (pokud vibec). Sttedoskolska matematika se v dnesni dobé
z riznych ditvodii soustieduje vice na poéitani prikladti a opakovani postupt. Casto
je tato ¢innost sugestivné oznacovana jako ,praxe®, i kdyz se skute¢nym praktickym
pouzitim matematiky nema zas tolik spoletného?. Podrobnéji se touto problematikou
budeme zabyvat v kapitole ¢. 2.

Ve vysokoskolské matematice se do popredi vice dostane to, co se na stfedni
$kole oznacuje jako ,teorie®, pfipadné obavané ,dukazy®. Vlastné se ¢lovék musi
vice vratit do svych détskych let, kdy tak rad jesté pouzival slovicko ,pro¢. Pro¢
uvedeny postup v feseni prikladu funguje? Proc¢ je toto tvrzeni pravdivé? Znakem
~matematiky” je, Ze pfed své studenty pouze nepfedklada tdajné pravdiva tvrzeni
a fakta, ale ze i ukazuje za jakych predpokladu jsou tato tvrzeni skute¢né pravdiva
a jak spolu vzajemné souvisi.

Vyjma piikladt na poéitani se zlomky.
?Thned ale druhym dechem dodavame, Ze toto poéitani piikladd je dilleZité, ale to z toho ditvodu,
aby si student osahal praci se zdkladnimi matematickymi objekty.



1. Uvop OBSAH KURZU A POUZITE KONVENCE

Jednim z hlavnich pfinost matematiky je zptisob jakym se sama buduje. Nejprve
se jasné definuji potfebné pojmy’ a néasledné se kriticky zkoumaji jejich vztahy
a vlastnosti. Platnost matematickych tvrzeni je pak odvozena od logickych zakonu,
ne od vnéjsi autority (napf. ucitele). Pravé tento zptisob uvazovani (tj. ne pocitani
konkrétnich prikladi!) pfispélo k rozmachu védy a technologie béhem védecké
revoluce béhem 16. stoleti. Samoziejmé dale existuji konkrétni praktické ,aplikace*
matematickych teorii v redlném svété (napriklad* teorie ¢isel v Sifrovani komunikace
mezi PC (RSA), teorie matematické optimalizace ve strojovém uceni a planovani,
Fourierova analyza a wavelety v kompresi (MP3, JPEG, atd.), atd.).

Co to znamena pro milého ¢tenare? Zejména to, ze v BI-DML, BI-LA1 a dalsich
predmétech je dilezité védét proc se dany priklad pocita tak jak se pocita. Pochopeni
tohoto zpisobu uvazovani mu mize vyznamneé zjednodusit osvojeni si latky a na-
sledné i absolvovani pfedmétu. Novych pojmu a tvrzeni mize byt na prvni pohled
mnoho, pokud je ¢lovék vnima jednotlive, pochopeni vztaht a souvislosti mezi nimi
vSak vyznamné tuto komplexitu snizuje.

1.2 Obsah kurzu a pouzité konvence

Jak jiz bylo receno, tento text slouzi k pfipomenuti zakladnich pojmi a vysledkt
stfedoskolské matematiky, které by studenti predmétu matematickych predméta
prvniho ro¢niku méli jiz dobfe znat a ovladat. V prvnim semestru se studenti setkaji
s Linearni algebrou 1 (BI-LA1.21) a Diskrétni matematikou a logikou (BI-DML.21).
V druhém semestru pak s Matematickou analyzou 1 (BI-MA1.21). Kurz Pripravny
kurz matematiky (BI-PKM) probiha elektronickou formou pfed zac¢atkem zimniho
semestru akademického roku 2023/2024.°

Text je rozdélen do nékolika kapitol sdruzujicich tematicky podobnou proble-
matiku. Uéelem textu neni systematicky vyklad stfedogkolského uciva, ale jeho
pfipomenuti, zdiraznéni nékterych dalezitych souvislosti, ¢i vyloZeni latky z nového
uhlu pohledu. Z tohoto divodu na sebe riizné kapitoly a jejich ¢asti nemusi plynule
logicky navazovat.

*Tyto pojmy jsou ¢asto motivovany pravé praktickym zajmem.

4Zamérné vybér prikladit omezujeme na oblast iZeji souvisejici s IT odvétvim.

STeckovana ¢iselna hodnota za kdédem predmétu upozoriiuje na predméty akreditované v roce
2021 a casto ji budeme pro jednoduchost vynechéavat.
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Po téchto tvodnich odstavcich se budeme v druhé kapitole zabyvat vyznamem
diikazii a celkovym matematickym pristupem k feSeni problému. V tieti kapitole
probereme zvyklosti tykajici se matematického znaceni a vlastnosti mnozinovych
¢i éiselnych operaci. Ctvrta kapitola pak piedstavi stru¢ny prehled tzv. elementar-
nich funkci, zejména polynomu, racionalnich (lomenych) funkci, trigonometrickych
funkci, exponencialnich a logaritmickych funkci. Posledni kapitola shrnuje zakladni
zpusoby popisu nékterych rovinnych utvarti pomoci analytické geometrie.

Konvence pouzité v textu

Nyni jesté shrneme nékteré konvence pouzivané v tomto textu. Pro ¢tenarovo pohodli
je text doplnén seznamem pouzitych symboli. Na samém konci dokumentu je pak
uveden i relativné podrobny rejstfik pojmi a nékolik odkaz na pouzité zdroje ¢i
zajimavé publikace.

Vyznamné rovnice v tomto dokumentu jsou ¢islovany v ramci kapitol. Rovnice
(3.5) je patou cislovanou rovnici ve tieti kapitole. Stejny zpusob ¢islovani pouzivame
i v pripadé obrazkt a tabulek. Obrazkem 1.3 je tedy myslen tfeti obrazek v prv-
ni kapitole. Pouze odkazy na rovnice jsou tradi¢né oznaceny kulatymi zavorkami.
V elektronické verzi dokumentu jsou tyto odkazy aktivni (Ize na né kliknout a pro-
hlize¢ se postara o posun stranek). Pfi psani desetinnych mist pouzivame desetinnou
tecku misto desetinné ¢arky. Tim se sice odchylujeme od ceské konvence, ale je
vysoce pravdépodobné, Ze ¢tenar pfi svém budoucim styku s programovacimi jazyky
bude pozivat desetinnou tecku misto ¢arky.

Externi odkazy jsou v tomto dokumentu oznaceny namodralou barvou, interni
pak barvou nacervenalou. Text je doplnén mnozstvim otazek nad kterymi by se mél
Ctenaf alespon na chvili zastavit a zamyslet. Odpovédi na tyto otazky lze nalézt na
konci dokumentu. Otazky jsou ¢islovany pribézné v celém dokumentu.

Podékovani

R4d bych na tomto misté podékoval doc. Ing. Stépanu Starostovi, Ph.D., Mgr. Janu
Starému, Ph.D., Ing. Danielu Vasatovi, Ph.D. a Mgr. Lence Novakové za pfipominky
a naméty. Pokud laskavy ¢tenar v nasledujicich radcich odhali chyby nebo narazi
na nejasnosti, pak jde vzdy o chybu autora, ktery bude rad za upozornéni nejlépe
pomoci emailu, nebo pomoci issue trackeru.


mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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2 Matematika neni jen pocitani

If people do not believe that mathematics is simple, it is only because they
do not realize how complicated life is.

John von Neumann

Po prichodu stfedni skolou na fadé studentii ulpiva nazor, Ze matematika neni nic
jiného nez sada vypocetnich postupt (algoritmtl) a ze na kazdou ulohu existuje
znamy vypocetni postup vedouci k jejimu feseni. Tato predstava je vSak pomérné

vvvvvv

pohledem na véc.

2.1 Pocitani a abstrakce

Matematika dala svétu fadu algoritmi, vypocetnich postupt, které Ize vzit a piimo
pouzit na konkrétni, ¢asto velmi uzce zaméfeny, problém. Za vsechny uvedme
tfeba rychlou Fourierovu transformaci (FFT, uplatnéni pfi zpracovani signalu, napf.
v mp3 formatu), Simplexovy algoritmus (uplatnéni v algoritmech strojového uceni
a optimalizac¢nich tlohach), nebo kryptosystémy jako napf. RSA zaloZené na teorii
Cisel, ¢i kryptosystémy zalozené na eliptickych kiivkach (ECC), atd. Dalsi zajimavé
priklady algoritmi mtize ¢tenar nalézt v ¢lanku [2].

Otazkou ovsem je, jestli lze pfi studiu IT matematiku zredukovat pouze na tento
jeji vypocetni aspekt, tak jak se zpravidla déje na stfednich skolach. Nejen dle autora
tohoto textu neni vhodné takovouto kastraci vysokoskolské matematiky provadét
hned z nékolika divoda. Pokusme se na tomto misté zminit alespon ty nejdulezitéjsi.

Matematika je velmi zce spjata s tzv. védeckou metodou poznani, o které lze
bez velkého piehanéni prohlasit, Ze tvoti zaklad nasi civilizace. Castym lidskym
cilem je hledani hlubsiho porozuméni svéta a feseni raznych problémt. Matematika


https://en.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann
https://en.wikipedia.org/wiki/Fast_Fourier_transform
https://en.wikipedia.org/wiki/MP3
https://en.wikipedia.org/wiki/Simplex_algorithm
https://en.wikipedia.org/wiki/RSA_(cryptosystem)
https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_curve_cryptography
https://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_method
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v této ¢innosti nehraje roli pouhého pocetniho stroje. Pristup, ktery se ukazal jako
extrémneé plodny, spociva v nékolika krocich. Nejprve je nutné problém analyzovat,
rozebrat ho na dulezité ¢asti a zkoumat jejich vztahy a chovani. Typicky dojde
k vytvoreni matematického modelu, ktery (vice ¢i méné) dobte vystihuje nas problém.
Nasledné se v ramci tohoto abstraktniho modelu snazime dobrat k zavérim a poznani
puvodniho problému, provadime porovnani pfedpovédi modelu a reality pomoci
experimentu. Jako jednoduchy priklad zminme Galileovo zkoumani padajicich téles,
jehoz vysledkem byla jednoduché a kompaktni matematicka formulka popisujici
zavislost vysky na case daného télesa.

Podobné abstraktné lze (a velmi Casto se tak déje) uvazovat nad programovanim,
tedy tvorbou programu fesicich zadany problém. Typicky je programator postaven
pred realny problém, ktery nejprve musi analyzovat a popsat. Navrhnout jeho feseni,
rozmyslet si jak o problému uvazovat (vytvorit napriklad podrobny objektovy ¢i
databazovy model; rozmyslet si jak problém popsat pomoci vhodnych funkei a metod,
jaké vhodné datové struktury pouzit, atd.). Nasledné se pusti do implementace, feseni.
Bez dobrého navrhu zaloZeného na porozuméni problému je nepravdépodobné, ze
by jeho feseni bylo kvalitni.

K tomu jak program logicky strukturovat — jak abstraktné uvazovat nad jednot-
livymi ¢astmi kddu - slouzi nékolik programovacich paradigmat, napriklad

« proceduralni (napf. C, Fortran),

objektové (napt. C++, Java),

funkcionalni (napft. Lisp, Haskell),
« logické (napft. Prolog).

Neni nahodou, ze prakticky vSechna uvedena paradigmata jsou uzce inspirovana
matematickym zpisobem mysleni. Cilem téchto snazeni je vnést do feseni daného
problému fad a usnadnit tak jeho porozuméni. Vyse uvedena paradigmata predstavuji
ruzné abstraktni zptisoby jak o modelech a algoritmech uvazovat a premyslet.

Dale je dobré si uvédomit, ze nékteré praktické ulohy nemaji efektivni fesent,
tedy feSeni ve stredoskolském smyslu ,proved tyto pocetni ikony a toto podtrhni,
je to tvlj vysledek®. To muze byt pro studenty Cerstvé pfichazejici ze stfednich
$kol maly $ok. Skolni ptiklady jsou ovsem hodné specialni druh problému ¢asto
vybranych pravé tak, aby mély hezké reseni. Neexistence efektivniho feSeni presnéji


https://en.wikipedia.org/wiki/C_(programming_language)
https://en.wikipedia.org/wiki/Fortran
https://en.wikipedia.org/wiki/C++
https://en.wikipedia.org/wiki/Java_(programming_language)
https://en.wikipedia.org/wiki/Lisp_(programming_language)
https://en.wikipedia.org/wiki/Haskell_(programming_language)
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znamena neexistenci vhodného algoritmu, ktery by danou tlohu efektivné resil.
Opét lehce prekvapive, tento fakt nemusi byt vzdy na skodu, ba naopak muze mit
dobré vyuziti, naptiklad v pocitacové bezpecnosti, kde presné takové problémy (jako
napriklad faktorizace pfirozenych ¢isel) hraji zasadni roli.

Priklad 2.1: Uvazme napiiklad tlohu rozhodnout o pfirozeném cisle n zda-li je
prvocislem ¢i sloZzenym ¢islem. Muizeme se snazit hledat faktory (netrivialni délitele)
Cisla n, to je ale tézka uloha. Na druhou stranu lze efektivné rozhodnout o neprvoci-
selnosti ¢isla n aniz bychom jeho faktory znali. Na tomto pozorovani je zalozen vyse
zminény kryptosystém RSA.

Na zavér této abstraktnéji ladéné casti textu si dovolme jesté jednu poznamku.
Absolventi vysoké skoly by méli zejména umeét premyslet o tom, co, jak a pro¢ délaji.
Prace, kterou lze automatizovat, byla, je a bude provadéna vice ¢i méné nemyslicimi
stroji. Soucasny rozmach Al také ukazuje, Ze na dulezitosti pro ¢lovéka ziskava praveé
schopnost abstrakce a $irsitho uchopeni problému. Dale by méli absolventi mit chut
se ulit a poznavat nové véci. U studentt a studentek IT toto plati nékolikanasob-
né, radoveé nékolikanasobné. Nikdy nevite, pred jaky problém budete v budoucnu
postaveni, ani nevite, kam se za dobu vaseho studia posunou v oboru pouzivané
technologie a nastroje. Nejnovéjsi JavaScript framework, ktery béhem vaseho studia
muze byt horkou novinkou, bude v den vasi promoce beznadéjné zastaraly. Matema-
tika, jakozto systematicky a logicky zptisob uvazovani, vam v tomto snazeni muaze
jen pomoci.

Navic je matematika krasna.

2.2 Struktura matematického textu

Pojdme se nyni v nékolika odstavcich podivat, jakym zptisobem jsou strukturované
tyto a dalsi materialy, na které béhem studia jisté jesté narazite. Matematicky text
byva zpravidla rozdéleny do definic, vét a dikazi. Cilem tohoto opatfeni je zpfte-
hlednéni a zdtiraznéni logické struktury textu. Ctenaf ¢asto narazi na nasledujici
typy ,prostiedi:

+ Definice : Na tomto misté se zavadéji (definuji) nové pojmy. Ve vice nefor-
malnim vykladu mohou byt nové pojmy zavedeny i pfimo v textu (toho ¢asto
vyuzivame i v téchto poznamkach). Smyslem definice je jednoznac¢né ukotvit
(definovat) pojem. Autor definice si se ¢tenafem domlouva co si pod danym


https://en.wikipedia.org/wiki/RSA_(cryptosystem)
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pojmem ma od toho okamziku predstavovat. To je velmi duleZité. Bez jasné
definovanych pojmu hrozi nebezpeci, Ze se dva lidé nebudou moci shodnout,
protoze kazdy mluvi o né¢em jiném, ale oba pro to pouzivaji stejny nazev.

« Véta : Dulezité tvrzeni, které si zaslouzi ¢iselné oznaceni v textu, ¢i dokonce
jméno po svych udajnych autorech.

« Dukaz : Prostfedi obsahujici dikaz predchazejiciho tvrzeni (lemmatu, véty,
dasledku). Ponévadz je typicky delsi nez formulace véty, byva jeho konec
oznacen symbolem pro konec' dikazu. Nejcastéji pouzivame Halmostv sym-
bol nahrobku [J. Ctenéf také miize Casto narazit na zkratku Q.E.D. pochazejici
z latinského quod erat demonstrandum (,,coz bylo dokazati®). O dukazech se
Ctenaf podrobnéji docte v sekei 2.3.

Dale se 1ze setkat jesté s nasledujicimi:

« Lemma % Pomocné tvrzeni, které samo o sobé nema §ir$i uplatnéni’, ale
pouzije se v dikazu nékteré z bezprostfedné nasledujicich vét.

« Dusledek : Tvrzeni velmi pfimocare plynouci z pedeslych vét, preformulovani
predchozich vét do jiného kontextu. Typicky s velmi jednoduchym dikazem
(prakticky jen pfimocaré pouziti - tedy aplikace — predeslych vét).

Poznamka 2.1: Na tomto misté si dovolim jednu kratkou poznamku o castém
studentském nesvaru. Posledni dobou se opakované setkavam s pozoruhodnym slov-
nim spojenim ,definovat vétu®. To ukazuje na fundamentalni nepochopeni ze strany
uzivatell tohoto nesmyslného dvouslovi. Doty¢ni pravdépodobné slovo ,definovat®
mylné chapou ve smyslu ,doslovné opsat®. ,Definovat vétu® z principu nelze. MzZete
definovat pojem a poté vyslovit jisté tvrzeni o tomto pojmu, tedy vétu. Tu ale musite
dokazat, ovérit zda plati. Tvrzeni v matematice nastésti nelze definovat.

Ctenaii mfze byt blizsi notace pomoci XML jazyka. Strukturu matematického
textu si lze pak predstavovat tfeba nasledovné:

IPtedstavte si ukoncovaci XML tag.

’Lemma je rodu stfedniho.

3Vyjimky potvrzuji pravidlo, napiiklad zndmé ,Rieszovo lemma“ nebo ,Riemann-Lebesgueovo
lemma®, jsou velmi dilezité samy o sobé, ale pfesto nadale nesou oznaleni ,lemma® Je tomu tak
z historickych davodu. Tato tvrzeni byla v pivodnich ¢lancich pouzita jako lemmata, ale pozdéji se
vyuzila i v feSeni dalsich problému.


https://en.wikipedia.org/wiki/Tombstone_(typography)
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<definice>

</definice>
<veta>

</veta>
<dukaz>

</dukaz>

Ocividné, prezentovat ¢tenaii text timto zptisobem by bylo typograficky ztfesténé. Je
ovsem vhodné podotknout, Ze zdrojovy kod tohoto dokumentu pravé tento pristup
vyuziva.

Vétsina matematickych textl samoziejmé neni slozena pouze z vyse uvedenych
dilkd. K pohodli ¢tenafe jsou casto uvadény i dopliujici komentare, priklady c¢i
diagramy, vysvétlujici dalsi kontext tykajici se probirané tématiky.

S timto strukturovanym pfistupem k psani se lze setkat nejen v matematice, ale
i v dalsi technické a odborné literature. Z oblasti IT zminme napfiklad zanr doku-

mentace, ¢i specifikace standardii, kde se klade velky dtraz na logickou strukturu
textu.

2.3 Co je to dukaz?

Slovicko dukaz vyvolava v fadé studenti iracionalni odpor. V této kapitole se budeme
snazit jeho poveést odistit. Dikaz neni nic jiného nez logicky argument zajistujici
platnost daného tvrzeni. Je to odpovéd na zvidavou otazku ,pro¢?“ V této kapitole
se pokusime nastinit vyznam tohoto pojmu v $irsich souvislostech a ukazeme si
nékteré jednoduché standardni dukazy.

Studenti na nasi fakultu casto prichazeji s nazorem, ze dikazy preci nejsou
potieba, Ze staci znat pouze tvrzeni vét. To je vSak velmi kratkozraky pristup zejména
z nasledujicich davodi.

« Jak jiz bylo feceno, ditkaz neni nic jiného nez logicky argument. Vychazi se
z predpokladu a logickymi kroky se dochazi k zavérim. Studium dikazu proto
zlepSuje nejen znalost zkoumanych objektt, ale i argumentacni a vyjadfovaci
schopnosti. Podporuje rozvoj uméni jednoznacéné popsat a vyjadrit myslenku.
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Tato schopnost se hodi i ve spousté dalsich s matematikou pfimo nesouvi-
sejicich situacich, napriklad pokud mate presvédcit své kolegy o spravné
funké¢nosti vaseho programu.

« Dukaz studentovi odhaluje, pro¢ dané tvrzeni plati. Je to pomyslny logicky
certifikat jeho spravnosti. V disledku znalosti ditkazu byva i snadnéjsi zapa-
matovat si dané tvrzeni (napf. jeho predpoklady). Bez studia dukazt student
prichazi o chapani souvislosti a uchyluje se k uceni vét zpameéti (coz pro néj
neni nijak obohacujici* ani zvladnutelné).

« Rada dukazt, zejména tzv. konstruktivnich, dava pfimo k dispozici navod
(algoritmus) na feseni daného problému.

+ O spravnosti ditkazu, resp. pravdivosti dokazovaného tvrzeni, nerozhoduje
nadfazena autorita (ucitel, profesor, guru) ale jen a pouze logika. Je-li tvrzeni
dokazano, je dokazano navzdy. Tato absolutnost matematiky je krasna. Py-
thagorova véta plati v Euklidovské geometrii navéky a nikdo na tom uz nic
nezmeéni.

« Stara a ,pravdiva“ anekdota fik4, Ze ,matematika bez diikazi* je jako fotbal
bez mice. Dtkaz, resp. ¢inéni zavéru podle logickych pravidel, je skute¢né
ustfednim objektem, bez kterého by celé snazeni nemélo smysl — nevédéli
bychom co je a co neni pravda.

Zkratka matematika bez dtikazl nedava prilis smysl!

2.4 Ukazka nékolika castych typu dakaza

V této sekci si ukazeme nékolik jednoduchych ditkazii znamych a dualezitych tvr-
zeni. S dal§imi ditkazy se ¢tenat bude moci seznamit v dalsich kapitolach tohoto
textu. V kapitole 3.6 budeme toto uméni dale procvic¢ovat pti dokazovani nékolika
souctovych formulek.

*Vyjma tréninku paméti.
5Co? ale pak skute¢né neni matematika.
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Nez se pustime do naseho prvniho diikazu je potfeba si osvézit nékolik pojmil,
které se v dokazovaném tvrzeni budou objevovat. Pfipomenme si nejprve pojmy
racionalniho a iraciondlniho realného ¢isla®.

Definice 2.1: Realné ¢islo z, které je podilem dvou celych ¢isel, nazyvame racio-
nalni. Realné ¢islo, které neni racionélni, nazyvame iracionalni.

Déle pfipomenme pojmy soudélnosti a nesoudélnosti celych ¢isel.
Definice 2.2: Cela cisla m a n nazyvame soudélna, pravé kdyz maji spolecné-
ho délitele vétsiho nez 1. Pokud cela cisla m a n nejsou soudélna, nazyvame je
nesoudélna.

Pro uplnost jesté dodejme definici délitelnosti celych ¢isel vyuzitou v predchozi
definici.
Definice 2.3: Celé ¢islo m déli celé ¢islo n (symbolicky piseme m|n), pravé kdyz
existuje celé Cislo k takové, ze n = k - m.

Dukaz sporem

Nasledujici vétu dokazeme pomoci tzv. sporu. Myslenka dikazu sporem je jedno-
ducha. Jeden z logickych axiomu fika, ze kazdé tvrzeni T je bud pravdivé, nebo
nepravdivé. Ukazeme-li tedy, Ze logicky opak (negace) tvrzeni 1" je nepravdivy, pak
je pavodni tvrzeni T' pravdivé. Ona nepravdivost se projevi pravé onim sporem.
Pojdme rovnou k nazorné ukazce.

Véta 2.1: Cislo odmocnina ze 2, které oznacujeme symbolem V2, je iracionalni.

Poznamka 2.2: Poznamenejme, e /2 je takové jediné kladné realné ¢islo, které
splnuje vztah (\/5)2 =2.

Diikaz iracionality v/2. Pfedpokladejme opak, tedy Ze v/2 je racionalni. ProtoZe se
navic jedna o kladné ¢islo, existuji dle definice racionality dvé pfirozena a nesoudélna
cela ¢isla p a g splnujici
Vil
q

®Pozor, pozdéji béhem studia si ukazeme, Ze tato definice neni zcela korektni. Aby byla, museli
bychom nejprve Fici, co je to mnozina realnych ¢isel. Tu nelze definovat jako mnozinu vSech racio-
nalnich a iracionalnich ¢isel, tim bychom se dostali do pasti kruhové argumentace. V tento okamzik
se s ni jesté spokojime, stejné jako jste ¢inili doposud.

11
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Odtud ale plyne’ rovnost
P?
¢
Vidime, Ze p je sudé (jinak bychom méli rovnost sudého a lichého ¢isla, coz je
nemozné®), tedy’ p = 2k, kde k je pfirozené. Dosazenim do rovnice vyse a po
vydéleni obou stran ¢islem 2 dostavame rovnost ¢> = 2k”. PouZijeme-li stejny
argument znovu, dostavame nutné, Ze i ¢ je sudé. Cisla p i ¢ jsou proto soudélna
(obé délitelna cislem 2). Takovato situace ale nemiize nastat. Predpokladali jsme
totiz nesoudélnost p a ¢, a tim jsme dospéli ke sporu.

Cisla p a ¢ nemohou byt soucasné soudélna i nesoudélna. Tato oc¢ividna neprav-
divost predstavuje spor. O

2 = ¢ili 2¢% = p?.

Shriime si tedy jesté jednou princip diikazu sporem. Chceme se presvédcit o prav-
divosti jistého tvrzeni 7' (tj. chceme ho dokazat). Ukazeme, Ze logicky opak (negace)
tvrzeni 7' neplati. Tim padem nutné plati 7.

Otazka 2.1: Ktera z nasledujicich ¢isel jsou racionalni a ktera iracionalni? Pro¢?
T 3 oo .o
5, Z’ sin Z, sin 6
Otazka 2.2: Které z nasledujicich dvojic c¢isel jsou soudélné a které nesoudélné?
Proc¢?

1. 726330079,

2. \/§a2,
3. 5192311 a 36 551.

Dukaz matematikou indukci

Dale si ukazeme ditkaz matematickou indukeci. Tento typ dikazu se ¢asto pouziva
v piipadé, Ze mame nekone¢né mnoho tvrzeni o¢islovanych pfirozenymi indexy',
tedy naptiklad 77,75, T3, . . . Dikaz se provede ve dvou krocich:

"Pokud a = b, potom a? = b>.

8Tato zavorka je v podstaté samostatny mikro dtikaz sporem.

°Tato rovnost vyjadiuje sudost &isla p.

WKonkrétni zpiisob o¢islovani neni podstatny, stejné tak neni podstatné, od jakého ¢&isla zaciname.
Pouze predpokladame tzv. spocetnost: tvrzeni musi byt alespont mozné precislovat pfirozenymi ¢isly.

12
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e e e @ ’—_‘\\
N

Obrazek 2.1: Schéma dikazu matematickou indukei. Misto abychom dokazali vsechna
T,,n=1,2 ..., dokazeme T} aindukéni krok, tj. tvrzeni T}, = T, (Cervené Sipky).

1. dokaz prvni tvrzeni, zde T3,

2. pro libovolné prirozené n dokaz tzv. indukéni krok: pokud plati 7;,, pak plati
Thia.

Grafické znazornéni tohoto postupu je na obrazku 2.1. Indukénimu kroku odpovidaji
cervené Sipky. Prvni bod, ditkkaz 77, je naznacen modrou barvou.

Matematickou indukci lze prirovnat k bourani hada sestaveného z dominovych
kostek. Kazda kostka domina pfedstavuje ,vyrok® a muze se nachazet ve dvou
stavech. Kostka muze byt stojici, nebo spadla (podobné vyrok miize byt pravdivy,
nebo nepravdivy). Pokud chceme zjistit, jestli nami sestaveny dominovy had cely
spadl, mame dvé moznosti. Mizeme zkontrolovat kazdou z kostek a zjistit, jestli
spadla’’. Druhou moZnosti je zkontrolovat tyto skute¢nosti:

« prvni kostka spadla,

« dvé sousedni kostky jsou umistény v takové vzdalenosti, Ze pokud spadne
prvni (ta blize prvni kostce), pak spadne i jeji soused (tento bod predstavuje
analog induké¢niho kroku).

Potom automaticky vime, Ze spadly vsechny kostky. Zduraznéme podstatny roz-
dil v téchto argumentacnich pristupech. Druhy zptsob (tj. matematicka indukce)
kontroluje stav pouze prvni kostky, u ostatnich se nediva jestli stoji nebo ne, pouze
jsou-li u sebe dostatecné blizko.

Ukazme si ditkaz pomoci matematické indukce na tzv. binomické vété. V tvrzeni
véty pouzivame zkraceny zapis souctu, tzv. sumacni notaci, o které se ctenar muze
podrobnéji dozvédét v sekci 3.6. O kombinacnich ¢islech se zminime v sekei 3.7.

'To by odpovidalo faktickému dikazu viech tvrzeni.
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Véta 2.2 (Binomicka): Pro realna ¢isla a a b a celé nezaporné cislo n, tj. pro a,b € R
an € Ny, plati rovnost

(a+b)" = i (Z) atbr, (2.1)

k=0

Poznamka 2.3: Nejjednodusi interpretace vzorce (2.1) spociva v explicitnim roz-
nasobeni zavorky na levé strané a urceni koeficientti ¢clent ve vysledném souctu
(kombina¢ni ¢isla). Diky binomické vété tak nemusime vyrazy typu (a + b)" sami
rucné otrocky roznasobovat (pokud je z néjakého diivodu chceme v roznasobeném
tvaru).

Diikaz binomické véty matematickou indukci. Ovérme, Zze zkoumana rovnost plati
pro prvni uvazované n, tj. pro n = 0. Leva strana (2.1) je rovna (a + 0)? = 1 a pro
pravou stranu téze rovnosti plati

2. /0
> (k)a’fbo—’f =1-1-1=1.
k=0
Rovnost 1 =1 je jisté pravdiva.

Predpokladejme nyni, Ze rovnost (2.1) plati pro dané n € Ny. Ovéfme, zda-li
plati (2.1) pro n + 1 misto n. Chceme tedy zjistit, zda-li za uvedeného predpokladu

plati i rovnost
n+1 n 1
(a b)n-H E : < N )akbn—&-l—k'

k=0

14
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Piimocarym vypoc¢tem dostavame'

(a+b)""t = (a+b) (a+b)"=(a+b) Z() bk =
k=0
— - n k+1in—k n kin+l—k _
—Z(k)a b —I—Z(k>ab =
k=0 k=0
n+1 n n
— kbn—H k kbn—H k
Zl (k: - 1) "

k=
_ (n) ) ( ) ( ))b+
n = k —
an+1 n:l)

Y\ 07n41-0
+ b —
O) a4

bn+1
n+1
— E ( )akbn-i-l—k'

V rovnosti oznacené vykti¢nikem jsme pouzili indukéni predpoklad (platnost vztahu
pro ) a dale jsme jen provadeéli algebraické operace. Pokud precteme zacatek a konec
tohoto vypoctu uvidime, Ze jsme odvodili vztah pro n + 1, coz bylo nasim cilem. [

Tvrzeni binomické véty obsahuje dobfe znamé algebraické ,vzorecky”

(a+0)* = a* + 2ab + b°,

(a+0b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b°.
Tyto vzorce predstavuji specialni pfipady binomické véty pro konkrétni volbu n (zde
n = 2 an = 3). Pro tato mala konkrétni n je mozné tyto vzorce snadno alternativné

ovérit pomoci roznasobeni zavorek, ale v tento okamzik je to zbytecné, pridélavali
bychom si praci. Napiiklad pro prvni rovnost, tedy pro n = 2 mame

(a+b)? = (a+b)-(a+b)=a*+ab+ba+b*=a®+ 2ab+ b*

12pyedstavte si, jak by vypadal zapis postupu niZe bez pouziti sumacni notace!
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Tento vypocet efektivné dokazuje binomickou vétu pro n = 2. I kdyZz podobnym
zpusobem ovérime platnost této véty pro n = 3 nelze to povazovat za ditkaz bino-
mické véty. Chybél by nam dukaz pro n = 3,4, 5,...! Nastésti jsme tato tvrzeni
dokazovat nemuseli, stacilo pouzit matematickou indukei.

Vyznam binomické véty lze dale demonstrovat na konkrétnim prikladé (nékdo
by tekl ,triku®). Pfedstavme si, Ze mame rychle z hlavy spoéitat 482. Mizeme vyuzit
toho, Ze ¢islo 48 je blizko ¢isla 50, jehoZ druha mocnina se snadno poc¢ita. Konkrétné
dle binomické véty mame

48% = (50 — 2)> =50 — 2-50 - 2 + 4 = 2500 — 200 + 4 = 2304.

Otazka 2.3: Cemu se rovna soudet prvnich n lichych pfirozenych ¢isel? Tj. c¢emu se
rovna soucet

n

L+345++2n—1)=)Y (2j—1), neN

j=1
Své tvrzeni dokazte.
Primy dikaz
Dalsim typem dtikazu je tzv. pfimy dukaz. Takiikajic bez oklik, pfimocare, z predpo-

kladd odvodime tvrzeni. Uvazme nésledujici vétu.

Véta 2.3: Pro libovolna realna a a b an € Ny plati rovnost
n—1
a"—b" = (a—0b) Z atyrTioR, (2.2)
k=0

Ditkaz. Méjme tedy a,b € Ran € Ny. Mame dokazat rovnost (2.2). Vyjdéme z pravé
strany této rovnosti a postupnymi algebraickymi pravami ji upravme az ziskame
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levou stranu (2.2). Konkrétné

n—1 n—1 n—1
(a o b) § :akbn—l—k —a- E akbn—l—k —b- E :akbn—l—k —
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
— E ak+1bn—1—k o § :akbn—k —
k=0 k=0
n n—1
— E akbn—k . E akbn—k —
k=1 k=0
n—1 n—1
—a" + § :akbn—k —_pn— § :akbn—k —
k=1 k=1
=a" = b"

Jinak feceno, po rozndsobeni sumy zavorkou (a — b) se drtiva vétsina ¢lend vzijemné
odecte a zbude pouze rozdil a™ — b". [

Alternativné by bylo mozné vétu 2.3 dokazat i pomoci matematické indukce
(provedte!). Pod tvrzenim véty 2.3 se skryvaji znamé specialni pripady:

a® —b* = (a—b)(a+b),
a® — b = (a—b)(a* + ab + b?).

Tyto vzorce a obecny vzorec (2.2) se nam budou v budoucnu hodit (nejen) pfi vypoctu
limit. V ¢em je véta 2.3 tak uzite¢na? Umoznuje nam vyjadrit rozdil stejnych mocnin
dvou ¢isel pomoci rozdilu ¢isel samotnych. Jinak feceno, pokud mame néjakou
informaci o rozdilu a — b, pak pomoci této véty lze néco usoudit i o rozdilu a” — b".

Dalsi aplikaci této véty je snadné odvozeni vzorce pro soucet prvnich nékolika
¢lent geometrické posloupnosti.

Poznamka 2.4: V dokazaném vzorci (2.2) je obsazen i vzorec pro soucet prvnich né-
kolika ¢lent geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem g. Skutecné,
uvazime-li v tomto vzorci a = ¢ # 1 a b = 1, pak dostaneme

3
—

" —1=(q-1))» ¢

£
Il
o
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a po vydéleni nenulovym faktorem ¢ — 1

Poznamka 2.5: Dalsi uzite¢nou aplikaci (2.2) je moznost ,zbavit se odmocnin®.
Pfesnéji, pfedstavme si, Ze pracujeme s vyrazem tvaru y/z — /y a chtéli bychom
vyuzit nasi znalosti samotného rozdilu x — y. Jak toho docilit? Staci vzorec (2.2)
pouzit ve tvaru
a? —v?

a+b
a polozit a = /z, b = /y. Tim dostaneme

a—b=

Vi+/y'
presné jak jsme chtéli. Nové vzniknuvsi jmenovatel nas vétsinou netrapi, protoze se
v ném provadi soucet, ne rozdil. Podobnou tGpravu lze udélat i pro vyssi odmocniny
i rizného radu. Déle je tato uprava dulezita i z pohledu numerickych vypocta na
pocitadi. Lze se pomoci ni alespon trochu branit tzv. katastrofickému kraceni pii
odecitani podobné velkych hodnot ve strojové presnosti.

2.5 Co neni dukaz?

Predchozi cast textu se zabyvala otazkou co je to dikaz a obsahovala nékolik kon-
krétnich ukazek dikazi. V této sekci vypichneme ¢asté omyly souvisejici s dukazy.
Budeme se tedy zabyvat tim co neni dukaz.

»Dukaz® prikladem vs. protipiiklad

Pravdivost obecného tvrzeni nelze zalozit na nékolika konkrétnich ptikladech podpo-
rujicich jeho pravdivost. Oproti tomu pravdivost tvrzeni lze vyvratit udanim i jenom
jednoho protipfikladu’.

13Pokud vam nékdo bude tvrdit, Ze viechna auta na celém svété maji modrou nebo zelenou barvu,
jak ho nejlépe presvédcite o jeho omylu? Vyjdete na ulici a ukdZete mu auto Cervené (nebo jiné nez
modré a zelené) barvy. Tj. vyvratite jeho tvrzeni ndzornou demonstraci protiptikladu.
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Uvedme jako demonstrativni piiklad tvrzeni, s kterym pfiSel v roce 1650 Fermat'*:

Pro libovolné n € Ny je ¢islo tvaru 2" + 1 prvoéislo.

Pierre de Fermat

Prozkoumanim hodnot vyrazu 22" + 1 pro nékolik malych n dostavame é&isla: 3,
5, 17,257, 65 537, ktera skutecné jsou prvocisla. Ovérili jsme platnost tohoto tvrzeni
pro prvnich pét pripadt. Z toho ovsem neplyne pravdivost tvrzeni pro vsechna n!
Skutec¢né, hned nasledujici hodnota pro n = 5 neni prvocislo,

2% 4+ 1 =4294967297 = 641 - 6700417. (2.3)

Tento rozklad ve Fermatové dobé zifejmé nebyl znam. Rozklad v rovnici (2.3) je tedy
protiprikladem k Fermatovu tvrzeni uvedenému vyse. Tento priklad Fermatovo
tvrzeni vyvraci. Jinak feceno uvedené tvrzeni neni pravdivé.

Poznamka 2.6: Cisla tvaru F,, = 22" + 1, kde n je piirozené ¢&islo, ktera jsou prvo-
Cisla, se nazyvaji Fermatova prvocisla. V soucasnosti neni znamo zadné Fermatovo
prvocislo F}, s n > 5 a matematici se priklanéji k hypotéze, ze zadné dalsi Fermatovo
prvocislo neexistuje. Toto tvrzeni ale nebylo dokazano, #plna odpovéd neni znama.
Vidite, jak moc se Fermat ve svém usudku mylil.

Samoziejmé, priklady podporujici dané tvrzeni jsou také uzitecné. Mohou ¢lovéka
i navést na dikaz obecného tvrzeni. Nelze z nich ale odvodit pravdivost ptivodniho
tvrzeni. Jak jiz bylo zminéno, nelze napfiklad dokazat binomickou vétu 2.2 tim, ze
ovéfime jeji tvrzeni pouze pron = 1,2, 3. To nic nefikaon = 4,5, . ..

Od predpokladu k tvrzeni

Dalsim ¢astym ukazem je nepochopeni zptisobu vedeni dikazu. Znovu zopakujme, Ze
cilem je z predpokladu logickymi kroky dospét k tvrzeni véty/lemmatu/dusledku.
Pokud dtikaz podrobné studujete, mélo by v ném byt vidét kde a jak se predpoklady
pouzily (neni nic vtipnéjsiho nez ditkkaz, v kterém se ani jednou neprojevi predpoklady
véty).

Pokusme se tento jev ilustrovat na dalsim pomérné casto se vyskytujicim omylu.
Pro jednoduchost uvazme velmi jednoduché tvrzeni: soucet sudych cisel je sudé cislo.

be be

YVyraz a® znamena a na b°, to neni vyraz totozny s (a®)¢ = a®.
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2. MATEMATIKA NEN{ JEN POCITANT Co NENI DUKAZ?

Pro uplnost dale pfipomenme, Ze celé Cislo k£ nazyvame sudé, pravé kdyz ho lze
vyjadrit ve tvaru k = 2/, kde ¢ je néjaké jiné celé ¢islo (toto byla definice sudosti
celého cisla). Jako dukaz by pak lecktefi studenti napsali: ,kdyZz sec¢tu dvé suda
Cisla, tak musim zase dostat sudé ¢islo.” Je toto diikaz? Samozrejmé neni, jde pieci
pouze o zopakovani toho co se ma dokazat, jen se tvrdi, Ze ono tvrzeni musi platit!
I kdyby slovicko musi bylo napsano velkym pismem a krvi, tak to nebude davod
pro pravdivost daného tvrzeni (dikaz).

Spravny (pfimy) diikaz uvedeného tvrzeni by vypadal takto: vezméme tedy dvé
suda ¢isla, tfeba a, b € Z. Jsou suda a tedy dle definice existuji néjaka cela ¢isla k a ¢
spliiujici @ = 2k a b = 2¢. Tudiz pro jejich soucet podle distributivniho zakona plati

a+b=2k+20=2(k+1),

Kdy?z si nyni uvédomime, ze k + ¢ je néjakeé celé ¢islo, tak vidime, Ze a + b je skute¢né
dvojnasobek néjakého celého ¢isla a podle definice je tedy sudé!

Ctenat doufim nyni oceni rozdil mezi ,ditkazem® a skute¢nym diikazem v pred-
chozim odstavci. Nazorné se zde na zakladé predpokladd, definice sudosti a vlastnosti
celych cisel (distributivni zakon, uzavienost vici s¢itani) ukazalo, Ze ono tvrzeni je
skute¢né pravdivé. Je krasné vidét co je k platnosti onoho tvrzeni potfeba a ctenari
je to nalezité vysvétleno. Argumentace neni zahalena jen prostym vyktikem, ze to
prece musi byt pravda (navic ona to u spousty takovych vyktika ani pravda nebude).

Ziejmy dukaz
Na zavér upozornéme na vyznam slovicka ,zfejmy". Tvrzeni je zfejmé, pravé kdyz
vas okamzité napadne jeho dukaz. Ne protoze mu bezmezné vérite, ale vlastné nevite
pro¢ plati. Rici, Ze diikaz je zfejmy, bez znalosti onoho dfikazu, je argumentaéni faul.
V matematickych ucebnich textech casto narazite na situaci, kdy takovéto zfejmé
dikazy nejsou explicitné uvedeny, ale je po Ctenafi Ci ¢tenafce vyzadovano, aby
dikaz sami doplnili. Cilem je donutit pasivniho ¢tenafe skute¢né otestovat své
porozumneéni latky. Typicky je k tomuto ucelu zvoleno opravdu ziejmé tvrzeni, tj.
pokud ctenar spravné chape probiranou latku alespon na elementarni drovni, nemél
by mit s doplnénim diakazu problém. Pokud s nim problém ma, tak neni davod
k panice. Je nutné se vratit k hlavnimu textu a pokusit se vstiebat latku znovu,
ujasnit si vyznam novych pojmi. Neschopnost takovyto dikaz provést ukazuje na
néjakou mezeru v zakladnich znalostech, ktera mize byt fatalni v pozdéjsich partiich
a je proto dobré si ji co nejdiive zaplnit.

20



2. MATEMATIKA NEN{ JEN POCITANT Co NENI DUKAZ?

Nepochopeni neni katastrofa, ale vlastné standardni stav, ktery nam dava prilezi-
tost k sebezdokonaleni.
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3 Zakladni pojmy

If I have seen further it is by standing on the shoulders of giants.

Isaac Newton

3.1 Poznamka k matematické notaci

Kazdy programovaci jazyk vyzaduje dodrzovani spravného zapisu kédu neboli syn-
taxe. Pokud programator zvyklosti daného jazyka nedodrzuje, mize byt jeho kod
pro prekladac¢ (pfipadné interpretr) nesrozumitelny, a tedy nepouzitelny. Ackoliv
matematika nema zadny pevné kodifikovany zptisob znaceni', je dobré dodrzovat
nékteré zazité zvyklosti. V této podkapitole se proto pokusime shrnout alespon ty
nejcastéji pouzivané notacni zvyklosti.

Poznamka 3.1: Casto se u studentl setkdvam s piekvapenim nad timto stavem.
Pro¢ neni matematicka notace a terminologie jasné a globalné kodifikovana? Ano,
existuje mezinarodni standard ISO 80000-2, ktery se snazi nékteré symboly a pojmy
zafixovat, ale neni prili§ rozsifeny. Jednotné znaceni a nazvoslovi se nepouziva
jednak z historickych divodu, ale zejména i kvtli rozdilnym potiebam rtznych
matematickych odvétvi. Matematika je kreativni a Ziva, svazat ji ISO standardem
nedava smysl. I v malifstvi a uméni existuje spousta styl vyuzivajicich rizné nastroje
k dosazeni podobnych vysledkil. Podobné, proc¢ neexistuje pouze jeden programovaci
jazyk? A je to dobfe. Co ovsem plati globalné je pravé logicka struktura matematiky
a zpusob jakym se matematika buduje. Jinak feceno, je pomérné jedno v jakych
symbolech a v jakém jazyce mluvim, jde o to jakym zpiisobem a jakymi pravidly se
ridim. Je ovSem velmi vhodné v ramci daného textu/kurzu/knihy drzet jednotnou
notaci. To je konec konct smysl této kapitoly.

1A to je dobie.
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3. ZAKLADNi POJMY PoZNAMKA K MATEMATICKE NOTACI

Rovnost a rovnice

Nejprve rozebereme vyznam veledilezitého symbolu rovnosti =. V programovacich
jazycich i v matematickém zapisu hraje symbol = zasadni roli. Bohuzel v kazdé
z téchto oblasti se pouziva trochu jinym zptisobem, coz mize byt velmi ¢asto matouci.

V drtivé vétsiné programovacich jazykti ma symbol = vyznam tzv. prifazeni.

Napftiklad radek kodu

a=2

Casto znaci, ze od této chvile m4 jista proménna a hodnotu 2. Podobné kod
a=a+1

pocitaci rika, ze nova hodnota proménné a ma byt stara hodnota proménné a zvétsena
o 1. Dale pfi programovani ¢asto narazime na symbol ==, ktery testuje skutecnou
rovnost dvou objektt. Tedy naprtiklad kod

a ==

je vyhodnocen jako pravdivy (true), pokud se objekty a a b rovnaji*. V opa¢ném
pripadé je vyhodnocen jako nepravdivy (false).

V matematickém zapisu je situace o néco komplikovanéjsi. V podstaté lze rici, ze
velmi zavisi na kontextu, v jakém se symbol = pouziva. Zakladni roli symbolu = je
vyjadfeni rovnosti dvou znamych objekt. Timto zptisobem je formulovano tvrzeni,
napr.

a=2>, (3.1)

kde a a b jsou jisté definované objekty, které je bud pravdivé, nebo ne. Pro pfirozené
¢islo 4 je rovnost 4 = 4 pravdiva, ale pro ¢isla 4 a 3 je rovnost 4 = 3 nepravdiva.
V tomto vyznamu ma matematicky symbol = blizko k vyse uvedenému programa-
torskému ==.

Symbol = se dale pouziva k zapisu rovnice. Napriklad v rovnici

>—1=0 (3.2)

oznacujeme pomoci z neznamou, tedy objekt, ktery je tfeba urcit tak, aby po jeho
dosazeni do rovnice (3.2) platila rovnost mezi levou a pravou stranou této rovnice.

2Vyznam rovnosti miiZe zaviset na konkrétnim objektu, na jeho typu.

23
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O takovychto instancich x pak fikame, Ze jsou fesenim rovnice (3.2). V nasem
pripadé rovnice (3.2) jsou feSenim cisla 1 a —1, libovolna dalsi realna ¢isla fesenim
nejsou. A opravdu, po dosazeni 1 ¢i —1 do rovnice (3.2) skutecné dostavame rovnost
0 = 0, ktera plati. Naproti tomu naptiklad po dosazeni 2 za x ziskame rovnost 3 = 0,
ktera je jisté nepravdiva®.

Symbol = se dale pouziva k znaceni pfifazeni ve smyslu programatorském. Tento
autoriiv zameér vétsinou snadno odhalime z kontextu. Podivejme se podrobné na
nasledujici textovou ukazku.

Uvazujme obdélnik o stranach délky a =3 a b= 4. Oznacme délku tihlo-
pricky tohoto obdélniku symbolem c. Podle Pythagorovy veéty plati rovnost

c=+/a? + b?, tedy v naSem pripadé plati c =>5.

Prvni dvé pouziti symbolu =, oznacena Cervené, jsou ve smyslu prifazeni. Od
tohoto momentu maji symboly a a b pfislusné hodnoty. V programatorské hantyrce
bychom fekli, Ze proménné a a b byly inicializovany. Druha véta odstavce sice
symbol = neobsahuje, ale jeji vyznam je stejny, nebot priklada jednoznaény vyznam
symbolu c. Konecné v posledni vété se tvrdi, ze modré rovnosti jsou pravdivé. Zde
se uz nejedna o prifazeni/definici/inicializaci, ale o platnost jistého vztahu mezi
zavedenymi objekty a, b a c.

Neékdy se ke znaceni prifazeni pouziva symbolu :=. Zejména po tomto symbolu
sahame, chceme-li ¢tenare upozornit na zavedeni nového objektu. Symbol na levé
strané od := je pak definovan vyrazem na pravé strané od :=. Na tomto misté ¢tenare
upozoriiujeme, ze v CAS* Mathematica je vyznam probiranych symbolu jesté lehce
odlisny. Podrobnéji se této problematice vénujeme v kapitole ¢. 6.

Znaceni proménnych

Shriime nyni nékolik dal$ich notac¢nich zvyklosti, které se snazime v tomto doku-
mentu i v dalsich matematickych predmétech dodrzovat. Ackoliv je volba oznaceni
pouzivanych objektt zcela v rezii autora, je dobré ridit se nasledujicimi nepsanymi
pravidly.

’Poznamenejme, Ze ptiklady uvedené v tomto odstavci slouZily pouze k vysvétleni vlastnosti
,byt FeSenim rovnice®. Vibec se nebavime o tom, jak feseni efektivné hledat a jestli to viibec pro
zadanou rovnici lze. Vice o tomto problému se dozvite v BI-MA1.

“Computer Algebra System, tedy pocitatovy algebraicky systém.
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3. ZAKLADNi POJMY PoZNAMKA K MATEMATICKE NOTACI

« Neznamé v rovnicich se oznacuji pismeny z konce latinské abecedy, typicky
naptiklad z, y, ¢i z.

« Znamé - definované - objekty ¢i parametry problému se oznacuji pismeny ze
zacatku latinské abecedy, naptiklad a, b, ¢, atd. Pro ¢iselné hodnoty se casto
pouziva fecké abecedy, tedy o, 3,7, . ..

« Pro s¢itaci indexy (viz nize podkapitolu ¢. 3.6) a celociselné velic¢iny se casto
pouziva pismen i, j, k, {, m nebo n. Pfi pouzivani pismena ¢ je tfeba dat
pozor, aby nedoslo ke kolizi s imaginarni jednotkou, z tohoto divodu casto
oznacovanou téz’ i.

« Mnoziny se oznacuji velkymi pismeny A, B, C, ... Body v roviné (prostoru)
se také vétsinou oznacuji velkymi pismeny latinské abecedy.

« K parametrizaci geometrickych objektt (pfimky, kruznice, plochy atp.) se
pouzivaji pismena 7, s, t.

« Funkce vétsinou znacime pismeny f, g, ¢i h.

Znovu zduiraznéme, Ze vy$e uvedené body nejsou absolutni. Vzdy zavisi na kontextu,
kdyz bez jakéhokoliv dalsiho komentafe napiseme symbol f, tak nevime, jestli jde
o funkci, ¢islo, nebo néco jiného.

Zavorky

Dale pripomenme roli zavorek v matematickém zapisu. Zavorky pouzivame k ozna-
ceni argumentu funkci (zobrazeni), k upfesnéni poradi provadéni operaci ¢i k znaceni
intervalt a bodd. Bez pouziti zavorek by rada algebraickych vyrazi nedavala smy-
sl°. Ve zbytku této podkapitoly podrobnéji probereme pravé takové piipady uziti
zavorek.

Méame-li funkci f abod a z defini¢niho oboru funkee f, pak f(a) oznacuje funkéni
hodnotu funkce f v bodé a. Pfesnéji, f(a) je ¢islo, naopak f je abstraktni objekt

>Proto se imaginarni jednotku snaZime aspofi typograficky odlisit, porovnejte 7 a i. Pro tiplnost
jesté poznamenejme, Ze zejména ve fyzikalni (napft. elektrotechnické) literatute se imaginarni jednotka
Casto znaci symbolem j, pismenko ¢ je rezervovano pro okamzitou hodnotu proudu.

®Nebyla jednoznaéné interpretovatelna. Uvazte naptiklad vyraz 2 - 3 + 5. Bez zavedeni konvenéni
priority operaci nelze rozhodnout, zda-li se jedna 0 2 - (3 + 5) nebo (2 - 3) + 5.
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a—— [ —— f(a)

Obrazek 3.1: Funkce f a jeji funkéni hodnota. Na vstupu je a a na vystupu f(a).
Funkce f samotna je ,Cerna skiinka“ zajistujici pfevod vstupu na vystup.

typu funkce. Toto pouziti zavorek tedy presné odpovida tomu, se kterym se setkate
v programovacich jazycich. Byly-li f a a pfedem definovany, vyznam vyrazu f(a)
je: zavolej funkci f s argumentem a a vrat vysledek f(a). Hodnotu a lze chapat jako
vstup a f(a) jako vystup funkce f. Graficky si tuto situaci mizeme ptedstavovat
jako na obrazku ¢. 3.1.

Nékdy se vsak mluvi ptimo o f(z) jako o funkci. Tento thel pohledu ¢asto pou-
zivame v piipadeé, Ze chceme zaroven Ctenari sdélit, jak budeme oznacovat nezavisle
proménnou (zde z). V nékterych piipadech se zavorky u argumentt funkci vynecha-
vaji, zejména z divodi zlepseni Citelnosti a zjednoduseni zapisu. Napf. ¢asto piseme
sin a misto sin(«) nebo In 2 misto In(2). Je vsak tfeba opatrnosti, nebo muze dojit
k nedorozuméni. Napftiklad vyraz

In2-3 (33)
by mohl byt interpretovan jako
In(2-3) nebo In(2)-3.

Tato Cisla samoziejmé nejsou stejna. Pomoci kapesniho kalkulatoru’ se snadno
presvédcime, ze priblizné plati nasledujici rovnosti

In(2 - 3) = In(6) ~ 1.791 759 469 23,
In(2) - 3 ~ 2.079441 541 68,

Zv1asté pfi ,ruénim® pocitani® mohou tyto nedislednosti v zapisu a nasledné Spatné
interpretaci vést ke katastrofalnim chybam. Proto je lepsi multiplikativni faktory
psat pied funkcemi, vyraz 31In2 uz ma jednoznac¢ny vyznam, na rozdil od vyrazu
uvedeném v (3.3).

7Jak kapesni kalkulator/poéita¢ tyto hodnoty nalezne? Miizeme mu viibec véfit? Na tuto otazku
odpovime v BI-MAZ2 pii studiu Taylorovych fad funkei.
8Naptiklad v pisemce.
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Upozornéme jesté Ctenare, ze pro nékteré funkce se pouziva specialni notace
nevyzadujici zavorky. Naptiklad druha odmocnina se znaci 1/, tfeti odmocnina /x,
nebo absolutni hodnota |z|. Ctenafi je také jisté znama dolni (resp. horni) cela ¢ast
redlného ¢isla = ozna¢ovana symbolem |z | (resp. [z]).

Zavorky se dale pouzivaji k upfesnéni poradi algebraickych operaci. Napriklad
vyraz

(a + (c/2)> 3

je tfeba Cist nasledovné: nejprve vydél c dvéma a k vysledku pficti a, takto ziskané
¢islo vynasob tfemi. Bez zavorek,

a+c/2-3,

by (bez zavedeni konvenci’ pfednosti operaci) nebylo jasné, jak piesné tento vyraz
vyhodnotit. Tato situace v matematice se opét nijak nelisi od situace mezi programo-
vacimi jazyky. Vétsina programovacich jazyka zavadi prioritu mezi svymi operatory
(viz napt. C Operator Precedence).

Poznamka 3.2: Muze se zdat, Ze to co zde popisujeme je opravdu elementarni
a vSemi studenty dobre chapané. Bohuzel mnozstvi chyb které vzniknou v pisemkach
kvuli ,nepfesnostem” typu

Inl+z)=Inl+z=Ih(l)+z=2

ukazuje, Ze nejde o néco co by bylo mozné v tomto textu zanedbat. Jak se témto
problémtm vyvarovat? Vzdy pfi psani myslete na to, jakou myslenku vyjadiujete.

Indexy

Na zavér této podkapitoly jesté zminme vyznam hornich a dolnich indexd. Horni
index se vétsinou pouziva k oznaceni mocnin, napiiklad
5 n 2
3%, a", e atp.

Nékdy se horni index pouziva i k oznaceni slozek vektorti nebo tfeba operace kom-
plexniho sdruZeni &isla a. Casto se Ize setkat s a* misto @. V BI-MA1 budeme pouzivat
horni index u objektt typu funkce k oznaceni jejich derivaci vyssich radu.

° Ano, piednost nasobeni pred s¢itAnim je pouze konvenéni a umoziiuje nam zpiehlednit fadu
algebraickych vyraz.
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Dolni index slouzi k oznaceni bud poradi prvku v posloupnosti, slozky vektoru,
nebo obecnéji zavislosti dané veli¢iny na celociselném parametru. Tento zapis ma
blizko k indexovani prvkua pole, programatorské a[2] ma prakticky stejny vyznam
jako nase as. Posloupnostmi se budeme podrobnéji zabyvat v BI-MA1.

3.2 MnoZiny a operace s nimi

Pod pojmem mnoziny rozumime sadu objekt zadanou vyc¢tem, nebo pomoci vlast-
nosti, kterou musi prvky mnoziny spliiovat'’. Pokud je pocet prvki maly, nebo je
lze jednoduse vyjmenovat, piseme naprtiklad

A={me}, B={1,2,3,...}. (3.4)

Mnozina A obsahuje pravé dva prvky (Cisla 7 a €). Mnozina B obsahuje v§echna
prirozena Cisla (Ctenafi musi byt jasné, jaké prvky si ma za tfi tecky doplnit; jak
vidno, tento zptisob zapisu muze skryvat jista uskali). Pokud = patfi do mnoziny A,
piSeme x € A, v opacném pripadé = nepatti do mnoziny A a pak symbolicky piseme
x ¢ A.V ptipadé mnoziny A zavedené v (3.4) tedy plati tvrzeni m € A, ale tvrzeni
1 € A uz neni pravdivé. Naopak 1 ¢ A je pravdivé.

Symbol € je stylizované fecké pismenko €. V uvedeném zapisu je totiz prvek a
elementem mnoziny A.

Prazdnou mnozinu, tj. mnozinu neobsahujici zadné prvky, oznacujeme symbo-
lem (). Pomoci vy¢tového zapisu mnoziny uvedeného vyse mizeme psat

0=}

Prazdna mnozina je tedy dle definice mnozina, které neobsahuje zadné prvky.
Naopak ovéem mnozina {()} je mnozina obsahujici prazdnou mnozinu, () € {0},
a neni proto prazdna, tj. {0} # (). Lidé obcas také zaménuji symbol pro prazdnou
mnozinu, (), se symbolem pro ¢islo nula, 0. Tento zvyk ¢asto prameni ze zobrazeni
nuly v nékterych programovacich fontech s vice méné svislym vnitfnim proskrtnutim,
aby nedoslo ke zmateni s velym pismenkem ,,O% I nas font pro sazbu kodu toho

0Tato naivni definice miZe obecné vést k logickym paradoxfim, nejznaméjsim je asi Russeliv
paradox. Uvazujeme-li pouze ,malé“ podmnoziny ¢iselnych mnozin, k Zddnym problémim nedojde.
Problematikou definice pojmu mnoziny se podrobné zabyva matematicka Teorie mnozin, naptiklad
Zermelo-Fraenkelova teorie pochazejici z poc¢atku dvacatého stoleti.
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vyuziva: 0. V matematice tento zptisob zapisu nedoporucuji pouzivat, protoze pak
pravé nastava kolize ve vasem znaceni (mate jeden symbol pro rtizné véci). Situace
se dale mize vyrazné komplikovat v momenté, kdy do hry vstoupi fecké pismenko
¢ ... Je ovsem pravda, Ze pocet prvkt mnoziny () je 0. Ale 0 neni prazdna mnozina
(je to ¢&islo!), ani () neni 0, tj. 0 # (.

Je-li N mnozina a A(z) vyrok o prvku x z mnoziny N pak mnoZina

C={xeN|Ax)}

je tvofena vsemi x € N, pro které je vyrok A(z) pravdivy. Zde A(z) oznaluje
tvrzeni, jehoz pravdivost ¢i nepravdivost zavisi na hodnoté proménné z. Jako priklad
muzeme uvést N = Z a A(z) necht je tvrzeni ,x je sudé ¢islo®. Potom A(2) je
pravda ale A(3) nikoliv. V tomto pfipadé ¢asto mluvime o zadani mnoziny pomoci
vlastnosti (predikatu).

Napriklad mnozinu vSech sudych celych ¢isel mtizeme popsat nasledovné

D = {m € Z | m je délitelné ¢islem 2}.

Pomoci vy¢tu bychom lehce nepiehledné! mohlipsat D = {..., —4,—2,0,2.4,...}.

Mnoziny miZeme porovnavat podle toho, jaké obsahuji prvky. O mnoziné A
fekneme, Ze je podmnozinou mnoziny B, pravé kdyz kazdy prvek mnoziny A patri
také do mnoziny B. V tom pfipadé pak piseme A C B, nebo B D A. Vlastnost
byt podmnozinou predstavuje tzv. usporadani mezi mnozinami. Toto usporadanti je
neuplné v tom smyslu, Ze existuji (snad si takové vymyslite) mnoziny A a B pro
které neplati A C B ani B C A.
Poznamka 3.3: Na tomto misté upozornéme na casté nedorozuméni. Mnozinova
inkluze (vlastnost byt podmnozinou) zavedené vyse neni ostra. Piesnéji, pro kazdou
mnozinu A plati A C A. Tj. z inkluze A C B nutné neplyne, ze B obsahuje néjaky
prvek nepatfici do A.

Tato poznamka souvisi s poznamkou 3.1. V zasadé jsou dva pristupy ke znaceni
ostré (nepripousti rovnost) a neostré (pfipousti rovnost) inkluze:

1. A C B znaéi neostrou inkluzi a A ; B znaéi ostrou inkluzi,

2. A C B znadi neostrou inkluzi a A C B znadi ostrou inkluzi.

1A nepiesné. Onen zapis pomoci te¢ek neni jednoznaény, hrozi nebezpeéi nepochopend.
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V tomto textu a vétsiné predmétd na FITu narazite na prvni konvenci s tim, ze
symbol pro ostrou inkluzi ani nepouzivame (v drtivé vétsiné pripadt neni potreba).
Vzidy je dobré si v daném textu zjistit, jaka konvence se pouziva.

O dvou mnozinach A a B fikame, Ze jsou si rovny (nebo jsou ,stejné®), pravé
kdyz A C B asoucasné B C A. Rovnost mnozin pfirozené zapisujeme jako A = B.
Toto vyjadfeni rovnosti nam piimo dava navod jak ptipadné dokazovat rovnost dvou
mnozin, staci ovérit obé inkluze. Pokud si dvé mnoziny A a B nejsou rovné, pak
tento fakt pfirozené symbolicky zapisujeme jako A # B.

Mnozinové operace

Pfipomenime zakladni operace s mnozinami. Mame-li dvé mnoziny A a B, podmno-
ziny jisté mnoziny X, pak jejich prunik definujeme jako mnozinu vsech prvka,
které patfi zaroven do A i do B. Prunik dvou mnozin zna¢ime symbolem A N B.
Symbolicky tedy tuto mnozinu mizeme popsat jako

ANB:={ze X |ze€ Aazx € B}.

Sjednoceni dvou mnozin A a B je tvofeno vSemi prvky, které patfi do A nebo'?
do B. Znacime ho symbolem A U B a lze tedy psat

AUB :={z € X |z € Anebo x € B}.

Tyto dvé operace lze pfirozené zobecnit na libovolny pocet mnozin. Necht [ je
libovolna (tzv. indexova) mnozina a pro kazdé i € I je A; jistd mnoZina. Potom
klademe

mAi = {z | prokazdéi € I platiz € A},

il

UA" = {x | existujei € [ tak, ze x € A;}.

iel
Piiklad 3.1: Mé&jme dvé mnoZiny obsahujici ¢isla a geometrické objekty A = {1, A}
aB={2,A,0} Potomplati AUB=BUA={1,2,A,0aANB=BNA=
{A}

2Toto ,nebo” neni exkluzivni, jde o oby¢ejnou disjunkci.
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Priklad 3.2: Zvolme napftiklad pro kazdé pfirozené : mnoziny

1

Mnozina A; je tedy otevieny interval od 1 do 1 + % Urceme prunik a sjednoceni

vSech téchto mnozZin,
ieN ieN
Rozmyslete!
Dalsi dulezitou mnozinovou operaci je rozdil. Rozdil dvou mnozin A \ B je
tvofen vSemi prvky mnoziny A, které nepatii do B. Symbolicky zapsano

ANB:={zre€ Alzx ¢ B}.

Pokud se bavime o podmnoziné A jisté pevné zvolené mnoziny X, pak mnozinu

A¢:= X ~\ A stru¢né nazyvame doplinkem mnoziny A. Musi byt ale pfedem jasné,

jak je zvoleno X!

Otazka 3.1: Pro mnoziny A = (1,3) a B = (2,4) urcete rozdily A N\ Ba B \ A.
Mezi sjednocenim, prinikem a dopliikem plati dulezité vztahy zformulované

v nasledujicim tvrzeni.

Véta 3.1 (de Morgan): Méjme A, B C X. Potom plati
(AN B) = A°U B¢,
(AU B)“ = A°n B
Diitkaz. Dokazeme prvni vztah, druhy se dokaze naprosto analogicky.
Maéme dokazat rovnost dvou mnoziny, konkrétné (A N B)¢ a A° U B°. V tomto
ptipadé mizeme postupovat pfimo sérii ekvivalenci: prvek 2 € X patti do (AN B)°
pravé kdyz (dle definice dopliku) = nepatii do A N B, tedy pravé kdyz (definice

pruniku) x nepatfi do A nebo nepatii do B. To je ovSem ekvivalentni s tim, Ze z
patfi do A° nebo do B¢ tj. x € A°U B°. []

Vsimnéte si, Ze zatimco pro libovolné dvé mnoziny A a B plati

AUB=BUA a ANB=DBNA,
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pro rozdil dvou mnozin tato vlastnost (komutativita) neplati. Tedy obecné je mnozina
A\ B ruzna od mnoziny B \ A.

Dalsi zakladni operaci na mnozinach je kartézsky soué¢in mnozin". Pro libo-
volné dvé mnoziny A a B je jejich kartézsky soucin, oznacujeme ho A x B, tvofen
viemi usporadanymi dvojicemi'* prvki z A a B, tj. dvojicemi (a,b) kde a € A
ab e B.O a (resp. b) mluvime jako o prvni (resp. druhé) slozce usporadané dvojice
(a,b). Pfesnéji

Ax B:={(a,b)|ac Aabe B}.
Kartézsky soucin lze zavést i pro vice mnozin. Naptiklad pod A x B x C rozumime
mnozinu vSech usporadanych trojic prvka z A, B a C, atd.

Priklad 3.3: Uvazme dvé mnoziny A = {1,2} a B = {A,, V}. Potom mnoZina
A x Bma?2-3 =6 prvku a plati

Ax B={(1,A),(1,0),(1,V),(2,4),(2,0),(2,V)}.
Podobné B x Ama 3 -2 = 6 prvku a plati
BxA={(A1),(A,2),(01),(02),(V,1),(V,2)}.

Oc¢ividné A x B # B x A. Tyto mnoziny obsahuji zcela jiné prvky.

Priklad 3.4: Notoricky znamym kartézskym soucinem je mnozina R x R, kterou
zkracené oznacujeme R? a piedstavujeme si ji jako idealizaci roviny. Vyuzivame ji
napftiklad pfi vizualizaci funkei pomoci graft.

Otazka 3.2: Pokud ma mnozina A m prvk a mnozina B n prvku, kolik prvka maji
mnoziny A X Ba B x A?

3.3 Ciselné mnoziny

V této Casti textu zizime nasi pozornost na mnoziny tvorené ¢isly. Na tyto mnoziny
narazime ve vétsiné matematickych predmeéti.

3René Descartes, francouzsky filozof a matematik, 15961650, v latiné Renatus Cartesius.

47e nutné rozligovat mezi uspofadanou dvojici (a, b) a mnozinou {a, b}. Mnoziny {a, b} a {b,a}
jsou stejné, ale usporadané dvojice (a,b) a (b, a) obecné ne (pro rtizné a a b). Usporddana dvojice na
rozdil od mnoziny jesté nese informaci o potradi svych prvki.
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000 VVV minln
(a) (b) (c)

Obrazek 3.2: Skupiny symboli (a), (b) a (c) maji jistou spole¢nou vlastnost, kazda
z uvedenych skupin obsahuje 3 symboly.

Prirozena cisla
Mnozinu pfirozenych ¢éisel”” oznac¢ujeme symbolem N,
N:={1,2,3,...}.

Pfirozena Cisla abstrahuji ,pocet” objekti. Na obrazku €. 3.2 jsou uvedeny tfi sady
ruznych geometrickych utvaru. Priklady (a), (b) i (c) maji tu vlastnost, ze vzdy
obsahuji tfi atvary. Tento postieh vyjadiujeme konstatovanim, ze utvary jsou tfi
a znacime arabskou ¢islici 3.

Vsimnéme si, ze mnozina pfirozenych Cisel je uzaviena viici nasobeni a scitani.
Presnéji, nasobenim a s¢itanim dvou prirozenych c¢isel dostaneme opét pfirozené
Cislo:

pokud a,b € Npotoma +b € N,
pokud a,b € N potoma - b € N.

Pri pocitani si ale pouze se s¢itanim a nasobenim nevystac¢ime. Potfebujeme umeét
i odc¢itat a délit, coz v mnoziné pfirozenych ¢isel uz nelze vzdy uspésné provést (nékdy
ano, napf. 4 —2 = 2a4/2 = 2, ale 2 — 4 nebo 2/4 je v pfirozenych ¢islech problém).
Reseni téchto algebraickych tloh nas piirozené piivede k celym a racionalnim ¢isltm.

Na zavér této podkapitoly ucinme jesté jednu poznamku. Vice méné bez komen-
tafe rovnou vyuzivame pozi¢ni zapis pfirozenych ¢isel pomoci arabskych'® cifer.
V desitkové bazi lze kazdé prirozené cislo m € Ny jednoznacné vyjadrit ve tvaru

m=> ml0! =my - 10" +mp_y - 10" + my - 100 + my - 10 + m,
j=0

Mnozinu ptirozenych ¢&isel s nulou zna¢ime Ny := {0,1,2,3,...}.

16Ve skuteénosti pochazeji z Indie a do Evropy byly dovezeny arabskymi obchodniky, odtud
v Evropé pouzivané oznaceni. Zdiraznéme, Ze zde je o dva dulezité faktory: oznaceni cifer a pozi¢ni
zapis.
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kde n € Ny a mg, my, ..., m, jsou prvky mnoziny {0, 1,...,9}. Tento fakt bychom
zapisovali také symbolicky nasledujicim zptisobem

m = (mnmn—l e 'm2m1m0)10-

Na pravé strané této rovnosti pak pozice jednotlivych cifer udavaji jejich vyznam.
Proto mluvime o pozi¢nim zapisu.

Zkuste se ale zamyslet nad problémem provadéni algebraickych operaci (s¢itani,
nasobeni, od¢itani) napt. pomoci fimského Ciselného systému. Napiiklad uvazte

MMXXIII — CDXCIX

a zapomerite, Ze znate pozi¢ni zapis a v ném dostupné algoritmy. Neni to nic jedno-
duchého, ze? Clovék pak radéji sahne po pocitadle (abakus).

Arabské ¢islice v Evropé propagoval Leonardo z Pisy (znamy pod jménem Fi-
bonacci) na zacatku tfinactého stoleti. V roce 1202 vydal spis Liber abbaci (,Kniha
o pocitani®), ktery vyznamné napomohl rozvoji obchodu a védy. Dalsi zajimavos-
ti o této ,prvni vypocetni revoluci® se muze zvidavy ¢tenar dozvédét v poutavé
knizce [4].

Cela cisla
Mnozina N vsak neni uzaviena viuci odecitani dvou prirozenych ¢isel. V pripadé
sc¢itani mizeme tento fakt také formulovat tak, Ze rovnice

a=b+x (3.5)

pro zadana prirozena a,b € N nemusi mit pfirozené reSeni x. Uvazme tfeba a = 4
a b = 5. Jinak feCeno, pouze pomoci pfirozenych ¢isel nemtizeme vyjadrit koncept
»dluhu® (zaporné ¢islo) a ,prazdného poctu® (nula).

K odstranéni téchto nedostatkti musime k pfirozenym c¢islim pridat nulu a za-
porna ¢isla. Dostavame tak mnozinu celych ¢isel,

Z={..,-3,-2,-1,0123,...}.

V této mnoziné uz mizeme nasobit, scitat i odcitat, ale vysledek operace déleni uz
tuto mnozinu opusti. Tedy fesSeni rovnice

a=b-x (3.6)
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pro zadana celociselna a a b nemusi byt celociselné. Tuto operaci opét miizeme
motivovat potfebou rozdélovat jeden objekt na nékolik ¢asti. Napiiklad pii déleni
jedné pizzy (@ = 1) na osm kouskt (b = 8) dostavame osminy pizzy (r = %). Musime
prejit k racionalnim'’ ¢islam.

Racionalni ¢isla
Mnozina racionalnich ¢isel je tvofena feSenimi rovnice (3.6) s nenulovym b, ktera
zapisujeme jako zlomky'®

Q= p p € Z, q € N nesoudélna ;. (3.7)
q

Operace scitani a nasobeni je na zlomcich definovana pomoci operaci v Z nasledov-

né19

e Q.

VA

pLT._pster pTo_proa BT
g S qs q gs qg s
Na pravych stranach téchto vyrazi vzdy mizeme zkratit spolecné faktory a skute¢né
tak dostavame prvek mnoziny (3.7). Cela ¢isla pfirozené patfi do mnoziny racional-
nich ¢isel, tj. Z C Q, jakozto zlomky %, kde p € Z, pricemz algebraické operace jsou
zachovany.
Racionalni ¢isla Q spolu s operacemi s¢itani + a nasobeni - splnuji veledilezité
vztahy
a+(b+c)=(a+b)+c¢, a-(b-¢c)=(a-b)-c, (3.8)

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (3.9)

platné pro libovolna racionalni ¢isla a, b, c. Rovnosti (3.8) se nazyvaji asociativni
zakony pro sc¢itani, resp. nasobeni. Pouze diky jejich platnosti mizeme u opakované-
ho s¢itani a nasobeni prestat psat zavorky. Celkovy vysledek totiZ na uzavorkovani

17Ratio — podil.

BDve cela ¢isla jsou nesoudélna, pravé kdy? jejich nejvétsi spoleény délitel je roven 1.

YDefinice operace s¢itini miiZe na prvni pohled vypadat nepochopitelné. Motivace je viak
jednoduché. Predstavte si, ze chceme vyjadiit, jaky zlomek pizzy predstavuji 2 a ; pizzy. Abychom
toho dosahli, musime si nejprve rozmyslet, jak tato mnozstvi vyjadrit ,porovnatelnym® zpiisobem.
Tretiny i ¢tvrtiny l1ze beze zbytku rozdélit na dvanactiny. Mame tedy % a % pizzy, dohromady
% = % pizzy. Operace s¢itani zlomku je jen zobecnénim tohoto postfehu na vsechny zlomky.
Tento postup jisté znate pod slovnim spojenim ,pfevod na spoleény jmenovatel.
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nezalezi®. Rovnost (3.9) se nazyva distributivni zakon. Ctenaf je s nim jisté in-
timné obeznamen, nebot diky nému lze provadét operaci ,vytykani pred zavorku®
Abychom nemuseli na pravé strané (3.9) psat zavorky, zavadi se konven¢ni pfednost
operace nasobeni pred s¢itanim. Vyzna¢nym prvkem mnoziny racionalnich ¢isel je
¢islo 0, které splnuje

Ot+ta=a+0=a

pro libovolné racionalni ¢islo a. Ke kazdému racionalnimu ¢islu a existuje racionalni
¢islo oznacované jako —a splnujici

a+ (—a)=(—a)+a=0.

Podobny vyznam jako ¢islo 0 pro operaci s¢itani ma ¢islo 1 pro operaci nasobeni,
pro kazdé racionalni ¢islo a plati

Konecné ke kazdému nenulovému racionalnimu ¢islu a existuje racionalni ¢islo
oznacované jako a~! splnujici
a-at=a'la=1

Pfedchozi odstavec lze shrnout do kratkého konstatovani, Ze mnozina racional-
nich ¢isel QQ spolu s operacemi s¢itani + a nasobeni - tvofi ciselné téleso. Studiem
Ciselnych téles se zabyva® oblast matematiky nazyvana obecna algebra. Kone¢na®
télesa nachazeji siroké uplatnéni v modernich Sifrovacich algoritmech a pocitaco-
vé bezpecnosti viibec. Pii svém studiu na FITu se s nimi proto hned v nékolika
predmétech pozdéji setkate.

V mnoziné racionalnich ¢isel 1ze tedy provadét tzv. algebraické operace s¢itani,
od¢itani, nasobeni a déleni (nenulovymi ¢isly). Toto ,Ciselné prostredi® plné dosta-
¢uje k provadéni jednoduchych ucetnich a obchodnich operaci, které motivovaly
vznik algebry ve stfedovéku. Bohuzel (nebo mozna nastésti) tato ¢iselnd mnozina
je nedostatecna k popisu celé fady praktickych problému. Na druhou stranu, ani

ONapt. (4+2)+1=4+(2+1) =4+ 2+ 1 = 7. Uvédomme si, Ze toto neni automaticky

splnéno pro libovolnou binarni operaci. Uvazime-li napt. operaci déleni +, a <+ b := 7, pak i =
(2+4)+2+# 2+ (4+2) = 1. Asociativita je mezi binarnimi operacemi spiSe vyjime¢nou vlastnosti.
2IMimo jiné.

22Majici koneény pocet prvki.
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<

Obrazek 3.3: Ctverec o strané délky 1 a jeho thlopticka o strané délky .

1

takto stary koncept jako jsou racionalni ¢isla, nelze plné modelovat na modernich
pocitacich (nemame k dispozici nekone¢nou pamét — Citatelé a jmenovatelé mo-
hou byt v principu libovolné velka cela ¢isla). Pii provadéni algebraickych operaci
v racionalnich ¢islech ovsem nedochazi k zaokrouhlovacim chybam.

Realna ¢isla
Na zacatku této kapitoly jsme si ukézali, Ze pFirozenych a celych ¢isel ,,neni dost®.
K uspokojeni nasich pozadavkt bylo vzdy nutné dalsi ¢isla pridat. Podobna situace
nastava i v pfipadé racionalnich ¢isel. Tato mnozina je sice jiz uzaviena vaéi binarnim
algebraickym operacim scitani a nasobeni, ale tentokrat narazime na potize pri
analyze nasledujiciho geometrického problému. Uvazujme ¢tverec o strané délky 1
(racionalni ¢islo), viz obrazek ¢. 3.3.

Ptame se, jaka je délka jeho uhlopricky. Tu lze nalézt snadno pomoci pravitka.
Na obrazku ¢. 3.3 je tato thlopficka oznacena pismenem x. Podle Pythagorovy véty
plati

12 +1% =22 (3.10)

Tedy x> = 2. Takovéto kladné ¢islo x nazyvame odmocninou ze dvou a znaéime /2.
Lze snadno ukazat, Ze toto ¢islo neni racionalni, jak jsme si jiz ukazali ve vété 2.1.
Stojime tedy pred zavaznym problémem. Na obrazku ¢. 3.3 nelze délku Cervené usecky
vyjadrit*” racionalnim ¢islem! Znamena to, Ze s konceptem uhlopficky v tomto
pfipadé nemuizeme pracovat? Ne, vzdyt jsme ji pfed chvilkou nakreslili! Jen to

2Ci popsat, modelovat pomoci.

37



3. ZAKLADNi POJMY CiSELNE MNOZINY

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obrézek 3.4: Reilna ¢iselna osa.

ukazuje na nedokonalost racionalnich ¢isel, musime pfistoupit k realnym ¢islam,
které nam umozni numericky (Ciselné) popsat i takovéto realné geometrické utvary.

Mezi dalsi vyznamna iracionalni ¢isla patii napfiklad Ludolfovo® éislo (tradi¢né
oznacované feckym pismenkem 7) ¢i Eulerova® konstanta (tradi¢né oznacované
latinskym pismenem e). V jistém smyslu je iracionalnich ¢isel podstatné vice® nez
racionalnich, lze fici, ze ,typické” realné ¢islo je iracionalni. Vice si o vztahu téchto
dvou mnozin povime v BI-MA1. Ctenafi je jisté znamo, Ze realna &isla si miizeme
geometricky predstavovat jako body lezici na pfimce, tzv. ¢iselné ose. Na piimce je
zvolen vyznaény bod odpovidajici nule a ¢islo a vynasime na osu ve vzdalenosti |a|
od bodu 0. Kladna ¢isla umistujeme napravo a zaporna ¢isla nalevo od 0.

Pokud bychom na osu vynaseli pouze racionalni ¢isla, vysledna primka by byla
,dérava“. Naptiklad ve vzdalenosti v/2 (napravo i nalevo) od bodu 0 by nebyl zanesen
zadny bod. K zaplnéni ¢iselné osy je potfeba uvazovat i iracionalni ¢isla. Pozadavek
na nedéravost realné osy presnéji vyjadiuje ,axiom uplnosti“. Podrobnéji se touto
problematikou budeme zabyvat v jedné z prvnich prednasek BI-MA1.

Poznamenejme pro zajimavost, Ze rozhodnout o racionalnosti ¢i iracionalnosti ¢is-
la nemusi byt jednoduché. Dokonce existuji ¢isla, o kterych se doposud nevi, do které
mnoziny patfi. Pfikladem mutze byt Euler-Mascheroniho konstanta definovana

vztahem?’
n

1
v := lim ZE —Inn | ~ 0.577215665.

n—00
k=1

Vice informaci o tomto konkrétnim problému lze nalézt v [8].

Poznamka 3.4 (Strojova ¢isla): Reélna ¢isla v plné obecnosti zdaleka nejde reprezen-
tovat v pocitaci. Misto realnych cisel se pouzivaji tzv. ¢isla s plovouci desetinnou
carkou, ¢i strojova cisla (floating point numbers, familiarné floaty). Podle toho

24Ludolph van Ceulen, 1540 — 1610, matematik nizozemského puvodu, zasvétil sviij zivot vypoctu
Cisla 7 na 35 desetinnych mist, ktera jsou i vyryta na jeho nahrobku.

»Leonhard Euler, 1707 - 1783, $vycarsky matematik a fyzik.

%7dtraznéme tuto myslenku. Ctenaf maize mit pocit, e k racionalnim &sliim priddvame jen par
dalsich iracionalnich ¢isel. Opak je ale pravdou!

270 limité se dozvite podrobnéji v BI-MA1.
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kolik bitt pouZzijeme k jejich reprezentaci (v dnesni dobé typicky 64 bitt1), takovou
ziskdme maximalni ,pfesnost” (pozor, tento pojem je zaludné vagni). Na tomto misté
nebudeme prili§ zabihat do detaild, strojova ¢isla a praci s nimi pfesné popisuje
IEEE standard 754 [6]. Alesponl uvedme nékolik zasadnich poznamek tykajicich se
strojovych ¢isel:

« kazdé strojové cislo ma v binarni soustavé koneény pocet cifer,

« mnozina strojovych ¢isel je kone¢na a nerovnomérné rozprostfena (nejvice
jich je u 0),

« mnozina strojovych ¢isel je ve skute¢nosti podmnozina mnoziny racionalnich
Cisel.

« pfi provadéni operaci se strojovymi ¢isly dochazi k zaokrouhlovacim chybam
v jejichz diisledku naptiklad neplati asociativni zakony.

Pro zajimavost, v 64 bitové pfesnosti plati: nejmensi kladné strojové cislo je 5 -
107324, nejvétsi kladné strojové ¢islo je 1.797 693 134 862 315 7 - 103, Pfi pocitani
se strojovymi ¢isly je potfeba byt opatrny, naivni implementace nékterych algoritmu
popsanych matematicky pomoci redlnych c¢isel mohou mit doslova katastrofalni
nasledky.

Komplexni ¢isla

Mohlo by se zdat, Ze po doplnéni racionalnich ¢isel iracionalnimi ¢isly jiz neni nutné
zadna dalsi ¢isla pridavat. Vsimnéme si, Ze geometrickou ivahu z minulého odstavce
1ze prosté redukovat na pozadavek (viz rovnici (3.10)), aby rovnice

?—2=0

méla v dané ¢iselné mnoziné feseni (zde +£1/2 € R). Ovéem uz hned jednoducha

obmeéna této rovnice,
2 +1=0, (3.11)

nema realné feseni”®. Tuto rovnici lze vyfesit zavedenim imaginarni jednotky (zna-
¢ime i), jeZ spliiuje rovnost i2 = —1 a fesi proto i rovnici (3.11). Cislo i nazyvame

%To by mélo byt ziejmé. Pro libovolné realné &islo z je jeho kvadrat 22 nezaporny a proto je
vyraz 22 + 1 vzdy vétsi nebo roven jedné a nikdy nemiize byt nulovy.

39



3. ZAKLADNi POJMY CiSELNE MNOZINY

Obrazek 3.5: Komplexni rovina.

imaginarni jednotkou. Toto nové ¢islo miizeme nasobit a séitat s libovolnym
realnym Cislem. Ziskavame tak komplexni ¢isla,

C={a+bi|a,beR}

Je-li z = a + bi komplexni ¢islo, pak realné ¢islo a nazyvame realnou casti 2

a realné ¢islo b imaginarni ¢asti z. Dvé komplexni ¢isla se rovnaji, praveé kdyz se

rovnaji jejich realné a imaginarni ¢asti. Realnou ¢ast komplexniho ¢isla z znacime

Re 2z a imaginarni ¢ast znacime Im z. Realna ¢isla jsou v mnoziné komplexnich ¢isel

prirozené obsazena ztotoznime-li redlné ¢islo a s komplexnim ¢islem a + 0.
Algebraické operace na mnoziné C jsou zavedeny nasledovné

(a+bi)+ (c+di) := (a+c)+ (b+ d)i,
(@ + bi) - (c+di) := (ac — bd) + (ad + bc)i, a+bi, c+die C. (3.12)

Vsimnéte si, ze pokud d = b = 0 pak soucet a + c a soucin a - ¢ ma stejny vyznam
jako v realnych ¢islech. Mnozina C s takto zavedenymi operacemi opét tvori téleso.
Komplexni ¢isla si lze predstavit napfiklad jako body v komplexni rovine.
Vodorovnou osu nazyvame realnou osou a svislou osu nazyvame imaginarni
osou. Komplexnimu ¢islu a + ib pak odpovida bod o soufadnicich (a, b). Viz obrazek
¢. 3.5.
Zavadi se absolutni hodnota komplexniho cisla

la+1ib| == Va2 + 1%, a,beR.
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Im a+c+i(b+d) R R
c+id "
i 12l = el
o =a+p
,, L.
”J ) // // . Zl
o ea+ib ﬁ \ X
Re /j «Q Re

Obrazek 3.6: Geometricka interpretace operace s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel.

V komplexni roviné si lze absolutni hodnotu komplexniho ¢isla a + ib predstavit
jako délku usecky spojujici body 0 a a + bi. Cislo a — ib nazyvame komplexné
sdruzenym ¢islem k ¢islu a + ib, a, b € R. Komplexné sdruzené ¢islo tak ziskame
zrcadlenim vuci realné ose.

Operaci s¢itani komplexnich cisel si 1ze predstavit jako s¢itani vektort (scita se
,po slozkach®). Operaci nasobeni komplexnich ¢isel 1ze v komplexni roviné znazornit
jako rotaci a skalovani. To neni zcela zfejmé tvrzeni, 1ze ho vsak odvodit napiiklad
z definice operace nasobeni (3.12). Pro ilustraci uvadime obrazek 3.6. Specialné
nasobeni imaginarni jednotkou i si 1ze v komplexni roviné predstavovat jako rotaci
o thel 7 vzhledem k pocatku soufadného systému, ktery odpovida ¢islu 0, proti
sméru hodinovych rucicek.

Duvod k zavedeni komplexnich ¢isel se miize zdat uméle vykonstruovany. Na-
priklad se hned nabizi otazka, zda v pripadé, kdy budeme zkoumat feseni jiné
polynomialni rovnice nez (3.11), nebudeme potfebovat dalsi komplexni jednotku.
Odpovéd na tuto otazku podal Gauss® ve své slavné Fundamentalni vété algebry:
kazdy polynom s komplexnimi koeficienty stupné n ma n komplexnich kofentt™.
K feseni polynomialnich rovnic tedy naprosto vysta¢ime s komplexnimi ¢isly.

Rada matematickych metod aplikovanych v praxi je ve své podstaté komplexni.
Napriklad Fourierova transformace (resp. Fast Fourier Transform, FFT), vyuzivana
k analyze a zpracovani signalu (a tedy i ve vasem oblibeném audio ¢i video prehra-
vaci), je bez aparatu komplexnich ¢isel jen nesikovné popsatelna. Z davodda, které

#Johann Carl Friedrich Gauss (30. dubna 1777 - 23. Ginora 1855) byl némecky matematik.
39Koteny pocitame dle jejich ndsobnosti (tj. napt. polynom 22 — 4 ma dva koteny —2 a 2 a polynom
(x — 2)? mé4 dva koteny 2 a 2).
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na tomto misté nelze rozebirat, komplexni ¢isla vzdy prirozené vyvstanou kdykoliv
mame co do¢inéni s rotacemi (viz interpretace nasobeni komplexnich ¢isel), realna
¢isla samotna vystac¢i pouze na skalovani. Bez komplexnich ¢isel by slo jen velmi
tézko formulovat kvantovou fyziku, teorii, na které stoji fada modernich technologii
a jez mozna v blizké budoucnosti kompletné zméni otazku bezpecnosti IT.

Kvaterniony

Na zaveér této kapitolky poznamenejme, ze komplexni ¢isla lze jesté dale rozsirit na
(nekomutativni) téleso kvaternionii. V ném nemame jen jednu komplexni jednotku,
ale hned tfi (i, j a k). Celkem tedy dostavame ¢tyti jednotky (jedna realna 1 a tfi
simaginarni®), odtud nazev. Vztahy mezi témito jednotkami jsou definovany pomoci
rovnic

= =k*=-1 a ik=—1. (3.13)
Z téchto vztaht dokazete odvodit dalsi souciny riznych kombinaci jednotek.

Otazka 3.3: Z defini¢nich vztahu (3.13) odvodte hodnotu sou¢int
ij a ji

Mnozinu
H={a+0bi+c¢+dk|a,bcdeR},

s operacemi definovanymi podobné jako v komplexnich ¢islech, zavedl Hamilton.
(Sir William Rowan Hamilton (4. srpna 1805 — 2. zafi 1865) byl irsky fyzik a mate-
matik. Poté, co objevil defini¢ni vztahy (3.13), vyryl je do mostu v Dublinu.) Pro¢
se tu o kvaternionech zminujeme? Pomoci kvaterniont Ize totiz velmi vyhodné (ve
vypocetnim slova smyslu) poéitat naptiklad rotace vektort v tfirozmérném prostoru.
Vyuziva jich fada algoritmt implementovanych v grafickych kartach. Pro zajimavost
viz napft. [3].

Otazka 3.4: Zakreslete nasledujici komplexni ¢isla do komplexni roviny.
a)z = (4+3i)(1—-2i), bz =(2—1i)%

c)z =1i(1+1), d)z =
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3.4 Vyznacné podmnoziny mnoziny realnych cisel

V této kapitole pfipomeneme definici intervalii a uvedeme nékolik pojmu popisujicich
vlastnosti podmnozin realnych ¢isel.

Intervaly predstavuji dilezité podmnoziny mnoziny realnych ¢isel. Pro a, b € R,
a < b, zavadime znaceni:

= {x eR } a<x< b} otevfeny interval,
- { reR } a<z< b} uzavieny interval,

)
)
) = {x eR } a<zx< b} polouzavfeny interval,
y={zeR } a <z <b} polouzavteny interval,
)

(a,40) ={z eR|a <z} neomezeny interval.

Podobné zavadime neomezené intervaly (a, +00), (—o0, a) a (—o0, a).

Dale pro podmnoziny realné osy zavadime nasledujici, skoro az ocividné, nazvo-
slovi.
Definice 3.1 (Omezenost mnoziny): Mnozinu A C R nazyvame omezenou shora
(resp. zdola), pravé kdyz existuje konstanta K € R takova, ze pro kazdé z € A
plati z < K (resp. z > K). Mnozinu A C R nazyvame omezenou, pravé kdyz je
omezena shora i zdola zaroven.

Priklad 3.5: « Napftiklad libovolny uzavfeny interval (a, b) je podle definice
omezeny shora i zdola. Skute¢né pro kazdé x € (a, b) jisté plati tfebaa—1 < x
ar <b+1.

« Mnozina pfirozenych Cisel N je omezena zdola (napiiklad Ize volit konstantu
K = —m), ale neni omezena shora (pro kazdé ¢islo K existuje pfirozené cislo
vétsi nez K, napiiklad [K| + 1).
« Mnozina celych ¢isel Z neni omezena shora ani zdola
Casto potfebujeme porovnavat prvky mnoziny podle jejich velikosti. DiileZitou
roli pak hraji nejvétsi a nejmensi prvky, tzv. maxima a minima mnoziny. Pfesna
definice je nasledujici.
Definice 3.2 (Maximum a minimum mnoziny): Necht A C R. Cislo a € A nazy-

vame maximem mnoziny A, pravé kdyz pro kazdé x € A plati nerovnost z < a.
Cislo b € A nazyvidme minimem mnoziny A, pravé kdyz pro kazdé x € A plati
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nerovnost x > b. Jinak fe¢eno, maximum (resp. minimum) mnoziny A realnych cisel
je jeji prvek, ktery je vétsi (resp. mensi) nebo roven nez vSechny ostatni prvky této
mnoziny. Maximum (resp. minimum) mnoziny A také znac¢ime max A (resp. min A).

Takto definované maximum (pfipadné minimum) mnoziny nemusi vzdy existovat.
Naptiklad interval (1,2) nema ani minimum, ani maximum. Cisla 1 ani 2 skute¢né
nepatfi do mnoziny (1,2). S timto faktem se ob¢as studenti odmitaji smifit, ale je
tomu skute¢né tak. Kdyby existovalo maximum mnoziny (1, 2), ozna¢me si ho a, pak
by toto a nutné muselo splnovat a < 2 (jinak by do uvedeného intervalu nepatfilo,
viz definici intervalu). Pak ale ¢islo

a-+2 +2—a
=aq
2 2
~——
>0

je ostfe vétsi nez a a stale mensi nez 2. Patfi proto do intervalu (1,2) a a nemuze
byt maximem mnoziny (1,2) (ted jsme udélali dukaz!).

Tento problém lze odstranit zavedenim infima a suprema mnoziny, ktera pred-
stavuji zobecnéni pojml minimum a maximum. Podrobnéji se jim budeme vénovat
v pfednaskach Matematické analyzy.

Otazka 3.5: Ktera z nasledujicich mnozin je shora omezena, zdola omezena ¢i
omezena?

1. {l ’ necN }
n
2. mnozina vSech prvocisel,
3. mnozina viech feseni nerovnice 72 — (7 + 1)z + 7 > 0,
4. {sinz | x € R}.
Otazka 3.6: Urcete maxima a minima nasledujicich mnozin, pokud existuji.
1. A={2,-1,3},
2. B = (4,a), kde a > 4 je pevné zvoleny parametr,
3. C={(-1)"|neN},
4. D ={2k—3|keN},
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5. E={2k—-3|keZ}.

Otazka 3.7: Ma prazdna mnozina maximum a minimum?

3.5 Vyroky alogické spojky

Matematicka tvrzeni je vyhodné zapisovat ve zkracené formé pomoci symboliky
predikatové logiky. Podrobnéji bude tato oblast matematiky probrana v predmétu
Diskrétni matematika a logika (BI-DML)*'. Diky vyuziti tohoto pi#istupu vynikne
logicka struktura tvrzeni, ktera by jinak mohla ¢tenari zustat skryta za vétami pfiro-
zeného (v nasem piipadé ceského) jazyka. Na tomto misté pouze stru¢né shrneme
zaklady, které jsou Ctenafi jiz jisté znamy.

Poznamka 3.5: Thned uéifime jednu motiva¢ni a vysvétlujici poznamku. Rada
studentt ma k formalnim zapistim jisty odpor. Ten je nutné prekonat. Uvédomte si, Ze
presna formulace matematickych tvrzeni pouze pfirozenym ¢eskym jazykem je velice
~kiehka® a nachylna na dezinterpretaci. Obranou proti tomu je velmi podrobny slovni
popis, ¢imz ovSem text ztraci na Citelnosti. Tento pristup se pouzival ve stiedovéku,
od té doby jsme se jiz posunuli. Formalni zapis odstranuje neurcitost, fada problému
tim nasledné odpada.

Je také vhodné si uvédomit, ze libovolny programovaci jazyk je ve své podstaté
vysoce formalizovany zapis jistych instrukci. Budoucim programatoriim by formalné
presné vyjadfovani mélo byt blizké. Prekladac vas vytresta za sebemensi chybicku,
matematika je v tomto sméru preci jen malinko shovivaveé;si!

Vyrok je tvrzeni, o kterém lze v principu jednoznac¢né rozhodnout, zda je ¢i
neni pravdivé. Vyroky znaé¢ime velkymi pismeny A, B, C, ... Casto narazime na
vyroky zavisejici na parametru z, tzv. predikaty, které znacime dle o¢ekavani A(x).
Pro riizna z tak dostdvame rizné vyroky A(z). Uvedme alespon dva piiklady.

« Necht x probihd mnozinu vsech obyvatel planety Zemé. Symbolem A(x)
ozna¢me vyrok ,x je muz®. Oznacuje-li a autora tohoto textu, pak je vyrok
A(a) pravdivy.

« Necht x probiha mnozinu viech celych ¢isel. Symbolem B(x) oznaéme vyrok
»T je sudé ¢islo®. Pravdivymi vyroky pak jsou napiiklad B(2), ¢i B(4), ale
B(99) pravdivy neni.

31A ptipadné jesté podrobnéji v oborovém piedmétu BI-LOG.
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Pripomenme ¢tyfi zakladni vyrokové spojky (operace), pomoci nichz z danych
vyroku sestavujeme slozitéjsi. K dispozici mame:

« A, negace, A neni pravdivé,

« AN B, konjunkce, plati A a zaroven B,

« AV B, disjunkce, plati A nebo* B,

« A = B, implikace, A implikuje B, pfipadné z A plyne B,

« A & B, ekvivalence, A je ekvivalentni s B, pfipadné A plati pravé tehdy
kdyz B.

V zavislosti na pravdivostnim ohodnoceni prvotnich vyrokt A a B jsou prav-
divostni hodnoty vyroka A, AA B, AV B, A = B a A & B dany néasledujici
tabulkou (symbol 1 standardné oznacuje pravdivost a 0 nepravdivost).

A B -A AANB AvB A= B A&B
0 0 0 0

_ O O -

1
0 1 1
0 1 0
1 1 1

S O =

0 1
1 0
1 1

Abychom mohli kvantifikovat proménné vyskytujici se ve vyrokovych formulich,
zavadime tfi kvantifikatory:

« V, obecny kvantifikator, pro vSechna, pro kazdé,
« 7, existen¢ni kvantifikator, existuje, pro néjaké,
« 7!, 34, existuje pravé jedno.

Pokud proménna = probiha vsechna realna ¢isla, piseme Vz € R. Podobné pokud
chceme vyjadrit existenci celého Cisla k, piseme 3k € Z. Pro vétsi prehlednost
kvantifikatory v zapisu formule oddélujeme zavorkami. Pfedvedme si nazornou
ukazku.

32Toto ,nebo” neni exkluzivni, tj. jsou-li A i B oba pravdivé vyroky, pak je pravdivy i vyrok AV B.
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Priklad 3.6: Prirozené Cislo p je prvocislo, pravé kdyz kazdé prirozené k délici p
je rovno 1 nebo p. Zapsano pomoci kvantifikator a vyrokovych spojek odpovida
tomuto tvrzeni formule

(VkeN)(klp = (k=1V k=p)),

zde pouzivame oznaceni k|p pro predikat .k déli p“.

Priklad 3.7: Podminku v definici omezenosti mnoziny A C R shora bychom mohli
ekvivalentné vyjadrit nasledujici formuli

(3K € R)(Vz € A)(z < K)

Piiklad 3.8: Znama Goldbachova hypotéza patii mezi jednoducha matematicka
tvrzeni, ktera jsou numericky ozkousena pro miliény pripadd, ale ditkaz jejich pri-
padné pravdivosti doposud neni znam. Tato hypotéza tvrdi, ze kazdé sudé prirozené
Cislo vétsi nez 2 lze vyjadrit jako soucet dvou prvocisel, napiiklad

4=2+2 6=3+3, 8=3+5 10=3+7,...

Oznac¢ime P mnozinu vsech prvocisel a 2N mnozinu vSech sudych pfirozenych cisel,
pak Goldbachovu hypotézu lze vyjadrit formuli

(Vn € 2N~ {2))(Tk,l € P)(n =k +1).

Nutna a postacujici podminka

Na zavér této podkapitoly ozfejmime jesté jeden obrat ¢asto pouzivany (nejen)
v matematické literatufe, a sice vysvétlime vyznam ,nutné®, ,postacujici a ,nutné
a postacujici® podminky. Plati-li tvrzeni A = B, pak o A mluvime jako o postacujici
podmince pro B a o B mluvime jako o nutné podmince pro A.

Divod k tomuto nazvoslovi by mél byt o¢ividny. Plati-li tvrzeni A = B a vime-li,
ze A je pravdivé, pak plati i B! Platnost A tedy staci pro to, aby platilo B. Naopak,
pokud je tvrzeni A = B pravdivé a vime, Ze B je nepravdivé, potom A je nepravdivé.
Tj. aby vibec A mohlo byt pravdivé, tak B musi byt nutné pravdivé. Konecné, je-li
jisté tvrzeni nutnou a postacujici podminkou pro A, pak je ekvivalentni A.

Priklad 3.9: Nutnou podminkou pro pfijeti studenta na FIT CVUT je podani pii-
hlasky na FIT CVUT. Podéni ptihlagky na FIT CVUT ale neni postacujici podminkou
pro ptijeti na FIT CVUT.

Otazka 3.8: Je sudost prirozeného cisla postacujici pro jeho neprvociselnost?
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3.6 Zkracené psani souctu a soucinu

Latka v této kapitole je pravdépodobné pro ¢tenare nova. Neni vsak narocna, v pod-
staté jde o zalezZitost notace, s kterou je dobré se co nejdiive seznamit.

Velmi casto narazime na potiebu scitat jisty konecny pocet ¢isel ay, as, . .., a,,
pfipadné na potfebu diskutovat vlastnosti tohoto souctu. Misto zdlouhavého a po-
tencialné nejednoznacného® vyrazu

a1+ ag+ - +ay, (3.14)

piSeme
n

j{:‘lk-

k=1
Symbol >, tedy velké pismeno sigma, pochazi z fecké abecedy, kde oznacuje velké
,S . Je zvoleno, protoze oznacuje soucet (v Cestiné jde o nahodu, anglicky sum, latinsky
summa). ,2Lokalni proménna“ k se nazyva s¢itaci index, ¢islo 1 se oznacuje jako
dolni mez a ¢islo n jako horni mez. Je pouze na nasi volbé, jak scitaci index
oznacime. Napftiklad soucty

n n

Zak a Zaj

k=1 j=1

jsou si rovné, nebot oznacuji stejny soucet (3.14), ktery samoziejmé na zadném
sCitacim indexu nezavisi (nevyskytuje se v ném ani k, ani j). V§imnéte si ovsem, Ze
sCitaci index je vzdy stejny pod symbolem sumy i ve s¢itanci, naproti tomu plati

n
E a; =a;+a;+---+a; =n-ay,

~~ g
k=1 nx

coz je zcela néco jiného.

3Ctenat by mohl v konkrétnim piipadné $patné pochopit, co ma doplnit za ,te¢ky”. Mohlo by se
tak snadno stat, Ze ¢tenafi nedavame snadno pochopitelnou informaci, ale IQ test. Situace se dale
komplikuje, pokud navic i kazdy ze s¢itanct je opét jistym souctem. Napiiklad: 1 +0+4 042+ 10 +
4440 + - - - + 365596 =7
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Diky asociativnimu a komutativnimu zakonu (viz rovnici (3.8)) plati rovnost

> (ax +by) = Zak+Zbk (3.15)
k=1

Skutecné, staci pouzit asociativitu a komutativitu s¢itani a vhodné preusporadat
s¢itance. Podobné diky distributivnimu zékonu (viz rovnici (3.9)) je pravdivé tvrzeni

Z c-ag)=c- Zak, (3.16)
k=1

kde ¢ € R je jista konstanta, tedy ¢islo nezavislé na k. Tato rovnice predstavuje
zobecnéni znamé operace ,vytykani pied zavorku®. V obou rovnicich (3.15) a (3.16)
je naprosto podstatné, ze dolni i horni mez je stejna.

Ukazme si tento koncept na konkrétnim piikladé. Chceme mluvit o souctu vsech
prirozenych ¢isel od 3 do 10. Zkraceny zapis je nasledujici

10

S =3+44+5+6+T+8+9+10=) k. (3.17)
k=3

Porovnejme tento zpusob zapisu souctu s pouzitim for cyklu k nalezeni tohoto
souctu v jazyce C.

int main()

{

int sum = 0;

for (int k = 3; k <= 10; k++) sum += k;
printf("Soucet je %d", sum);

return 0;

}

K provadéni vypoctli pomoci této sumacni notace je dobré umét manipulovat se
sc¢itacimi indexy. Napftiklad soucet S v rovnici (3.17) Ize zapsat také jako (s¢itame
v opacném poradi)

8
S=> (11-k)=10+9+8+T7T+6+5+4+3,

k=1
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nebo (s¢itaci index bézi pékné od 1 a sc¢itame ve stejném poradi jako ptivodné)

S=> (2+k).

Zduraznéme pointu tohoto odstavce znovu. Jeden soucet Ize vyjadrit mnoha ekviva-
lentnimi zpiisoby.
Nékdy se zménou mezi s¢itaciho indexu soucet zménit nemusi, jako napriklad

zde
WA
k=0

Ptidali jsme totiZ jen ¢len odpovidajici & = 0 splfiujici 0> = 0 a pfi¢teni nuly nemé
na vysledek vliv.

Priklad 3.10 (Gaussuv trik): Traduje se, Ze mlady Gauss a jeho spoluzaci dostali
ve Skole za ukol secist vSechna ¢isla od 1 do 100. Gauss jako jediny ve tfidé dosahl
dobrého vysledku, nebot nescital ¢isla od nejmensiho k nejvétsimu, ale vsiml si,
ze pokud secte prvni (tj. 1) s poslednim (tj. 100), dostane soucet 101, pokud secte
druhé (tj. 2) a predposledni (tj. 99), dostane opét 101. Takto miZe postupovat az
k 50 + 51 = 101. Graficky je tento postup znazornén na obrazku ¢. 3.7. Vysledek je

tedy
50 - 101 = 5050.

Obecné plati, ze soucet ¢isel od 1 do jistého prirozeného n je

1 1
Zk "+) nn;r . (3.18)

Diikaz Gaussovy souctové formulky. Pomoci sumacni notace je snadné Gaussovu
myslenku popsat nasledovné

100 50 50
S k=" (k+ (101 - k) => 101 =50 - 101 = 5050.
k=1 k=1 k=1
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98 99 100

50 o1
\ 101 </

101
101

101
_|_
5050

Obrazek 3.7: Gaussuv trik pro secteni prvnich sto pfirozenych ¢isel.

Vsimnéme si, Ze naprosto stejny trik 1ze pouzit v pfipadé, Ze mame secist ¢isla od 1
do obecného n:

n

2ik :ik +i(n+l—k):Z(k +(n+1-k)) =

k=1

:Z(n—l—l):n(n—i—l)

Dostavame tak veleznamy vzorecek (3.18). ]

K dostatecnému ocenéni tohoto vysledku je vhodné si uvédomit rozdil mezi
zadanim (secist ¢isla od 1 do 100) a vysledkem. Na levé strané rovnosti

100

Zk_ 100 - (100 + 1)
N 2

k=1

musime provést celkem 99 operaci s¢itani oproti jednomu scitani, nasobeni a déleni
na strané pravé. Proto byl Gauss jediny, kdo ziskal dobry vysledek. Poznamenejme, Ze
kdyz budeme zvétsovat n, bude pocet operaci na levé strané stale rust, kdezto pocet
operaci nutnych k vyhodnoceni Gaussova vzorecku bude stale stejny. Implementace
tohoto konkrétniho sou¢tu pomoci prosté sumy by proto byla zna¢né neefektivni.
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Pomoci Landauovy symboliky lze toto pozorovani vyjadrit konstatovanim, ze vy-
pocetni slozitost sou¢tu samotného je O(n) a Gaussova vzorce O(1). O Landauové
symbolice se dozvite na prednaskach BI-MA1.

Dalsi soucet, ktery jsme schopni vyjadrit explicitné bez symbolu sumy, je obsa-
hem nasledujiciho prikladu.
Priklad 3.11 (Soucet prvnich nékolika ¢lent geometrické posloupnosti): Pro kazdé

realné ¢ rizné od 1 a prirozené n plati

n

- k—1:1—q
];q

1—g¢q

(3.19)

Diikaz vzorce pro soucet clenti geometrické posloupnosti. Oznacme si zkoumany vy-
raz jako

S, = qu_l, n € N.
k=1

Vsimnéme si, jak se tento vyraz chova vzhledem k vynasobeni kvocientem ¢. Kon-
krétné pfimo z definice .S,, plynou vztahy

Supt =14+q+ @+ +- 40 +¢" =1+q(l+q+-+q 7 +¢"") =
:1+qu
Sn+1:Sn+qn>

platné pro libovolné kladné ptirozené n. Porovnanim téchto dvou rtznych vyraziu
pro 5,41 dostavame rovnost

1+an:Sn+qn> nGN,

odkud
Sp(1—q)=1—4", neN.

Za uvedeného predpokladu g # 1 pak ihned dostavame dokazovany vztah (3.19).
Alternativné bychom se také mohli odvolat na poznamku 2.4. ]

Alternativni ditkaz. Kazdé tvrzeni mize mit vice dikazi, neexistuje vzdy jen jeden.
Dukazy se od sebe ale mohou lisit svou komplexitou a ptivabnosti. Vzorec pro
soucet prvnich nékolika ¢lent geometrické posloupnosti bychom alternativné mohli
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dokazat invokovanim jiz dokazané véty 2.3. V ni polozme a = ¢ a b = 1. Pak tvrzeni
uvedené véty po vynasobeni obou stran ¢islem —1 fika, Ze pro kazdé n € N plati
rovnost

—_

1—¢"=(1-¢q) ) "

3

O
Otazka 3.9: Lze se v pfedchozim ptikladu zbavit pfedpokladu ¢ # 1? Jak je pfipadné
nutné zménit formulku (3.19)?

Otazka 3.10: K procviceni zakladnich operaci se sumami vypoctéte

Otazka 3.11: Ktery z nasledujicich vyrazi 1ze bez dalsiho komentare jednoznacné
interpretovat, tedy pfifadit mu jednoznacné ¢iselnou hodnotu?

4 30

a) > k+1, b)j> 30k
k 2]j:1

c) 22]', d) Zsinj.
J j=1

ZKkraceny zapis soucinu

Podobné jako soucet 1ze zkracené zapisovat i soucin. K tomu se pouziva velké recké
pismeno [ [ (¢ti pi, produkt). Naptiklad sou¢in prvnich deseti pfirozenych ¢isel lze

zapsat
10

1-2-3-4~5-6-7-8-9-10=Hk:.
k=1
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S produkty se manipuluje velmi podobné jako se sumami. Jedinym rozdilem je, Ze
misto s¢itani pouzivame nasobeni, jinak je myslenka stejna. Naprtiklad plati

n

k:1ak'bk: (H%) : (]f[lbk)?

Hc-ak:cnnak.

=1 k=1

=

X

3.7 Faktorial a kombinac¢ni cisla

Faktorial kladného ptirozeného cisla n je definovan predpisem

n! = ﬁ k.
k=1

Pfipomenme, Ze se dale zvlast definuje faktorial nuly, 0! := 1. Faktorial zapornych
celych ¢isel neni definovan.

Faktorial 1ze rozsifit na vSechna realna ¢isla vyjma zapornych celych ¢isel. Timto
roz§ifenim je specialni funkce I, ktera spliiuje ['(n + 1) = n! pro n € Ny a navic
plati ['(x + 1) = 2I'(z) prox € R~ {..., —2,—1,0}. S funkeci I se ¢tenaf zajisté
setka v predmétu Pravdépodobnost a statistika (BI-PST).

Kombinacéni ¢isla nachazeji ¢asto uplatnéni v praktickych vypoctech. Pro
prirozené n a celé k spliujici 0 < k < n definujeme

(1) = o mm

Ackoliv tato definice vypada nepfehledné, skute¢ny vyznam kombinaéniho cisla
(Z) je jednoduchy. Toto ¢islo predstavuje pocet zpusobt, jak z n objekttr vybrat
k objektt, nezalezi-li na poradi a neuvazujeme-li opakovany vybér jiz vybraného
objektu.

Casto se hodi znat vsechna kombinaéni ¢isla pro pevné n. K jejich vypoctu lze
pouzit Pascalav trojuhelnik. Nejprve si vS§imnéme, Ze plati rovnost

(") ()= () o2
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Skuteéné,

(kﬁl) * (Z) e kﬁ)!(/ﬂ— D W —nl!f)!k! -

n! 1 1
- (n—k>!(/f—1)!<n—k+1+é> -

n+1
(n—k+1)k

(1) n41

C(n—k+ 1)K ( k )
Predstavme si, Ze usporadame kombinacni ¢isla do tzv. Pascalova trojahelniku.
Vzorec v rovnici (3.20) nam pak fika, Ze soucet sousednich kombinacnich cisel
najdeme o fadek nize. Viz obrazek ¢. 3.8.

Réadky Pascalova trojihelniky indexujeme od nuly, napt. tedy v nultém fadku je
pouze 1, v prvnim fadku 1, 1, ve druhém fadku 1, 2, 1 atd. Tento zptisob indexovani
je konvenéné zvolen tak, aby kombinacni ¢isla (Z) lezela v n-tém radku. Snadnéji se
pak také pamatuje binomicka véta (viz rovnici (2.1)), koeficienty pro vyraz (a + b)"

hledame v n-tém fadku (kdybychom Pascalav trojihelnik indexovali od jedné, pak
by tyto koeficienty byly v (n — 1)-tém tadku, coZ by nebylo hezké).
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1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 d 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Obrazek 3.8: Pascalav trojuhelnik.
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3.8 Vyznamné konstanty

V aplikacich velmi ¢asto narazime na potfebu pocitat s Eulerovym c¢islem (ozn. e)
a Ludolfovym ¢islem (ozn. 7). Pfiblizné hodnoty téchto konstant s pfesnosti na
tisic desetinnych mist jsou uvedeny nize.

T~ 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923(
6406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550:
31725359408128481117450284102701938521105559644622948954930381964
81097566593344612847564823378678316527120190914564856692346034 86
4326648213393607260249141273724587006606315588174881520920962829:
9171536436789259036001133053054882046652138414695194151160943305"
3657595919530921861173819326117931051185480744623799627495673518¢
27248912279381830119491298336733624406566430860213949463952247371
02179860943702770539217176293176752384674818467669405132000568121
2635608277857713427577896091736371787214684409012249534301465495¢
1050792279689258923542019956112129021960864034418159813629774771:
6051870721134999999837297804995105973173281609631859502445945534¢
3026425223082533446850352619311881710100031378387528865875332083¢
0617177669147303598253490428755468731159562863882353787593751957"
57780532171226806613001927876611195909216420199 . ..
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e & 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696762772
66303535475945713821785251664274274663919320030599218174135966290
72900334295260595630738132328627943490763233829880753195251019011
8341879307021540891499348841675092447614606680822648001684 7741185
23454424371075390777449920695517027618386062613313845830007520449
26560297606737113200709328709127443747047230696977209310141692836
02551510865746377211125238978442505695369677078544996996794686445
59879316368892300987931277361782154249992295763514822082698951936
33182528869398496465105820939239829488793320362509443117301238197
41614039701983767932068328237646480429531180232878250981945581530
67173613320698112509961818815930416903515988885193458072738667385
22879228499892086805825749279610484198444363463244968487560233624
04197862320900216099023530436994184914631409343173814364054625315
61836908887070167683964243781405927145635490613031072085103837505
15747704171898610687396965521267154688957035035 . . .

Definici Eulerova ¢isla se budeme podrobné zabyvat na prednaskach BI-MA2. Vy-

znam ¢isla 7 asi neni tfeba zdiiraznovat. Jedna z aplikaci ¢isla e souvisi s jeho pouzitim
jako zakladu v pfirozeném logaritmu o kterém se budeme bavit v kapitole 4.10.
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4 Elementarni funkce

V této kapitole nejprve probereme samotny koncept funkce a dale shrneme vlastnosti
nékolika v§eobecné znamych realnych funkci realné proménné. Tyto funkce a znalost
jejich vlastnosti by mély patfit do vSeobecného piehledu (jakéhosi pomyslného
studentova a studentcina toolkitu).

4.1 Co je to funkce?

Pro ucely tohoto opakovaciho textu budeme pod pojmem ,funkce” chapat nasledujici:

Definice 4.1 (Realn4 funkce readlné proménné): Méjme neprazdnou mnozinu re-
alnych ¢isel A C R. Realnou funkci realné proménné (zkracené funkci) f
rozumime jednoznacny zpusob jak kazdému ¢islu x z mnoziny A ptifadit realné ¢islo
f(z). Takovouto funkci znac¢ime f : A — R. Je-li a € A a pfifazuje-li mu funkce f
¢islo b = f(a), pak o ¢isle a mluvime jako o vzoru ¢isla b a o b jako o obrazu ¢isla
a vzhledem k funkci f. O f(a) také mluvime jako o funkéni hodnoté funkce f
v bodé a.

Dulezitost pojmu funkce asi ani nelze dostatecné zduraznit. Hned po pojmu
~,mnozina“ pujde v nasem nadchazejicim studiu o dulezity stavebni kamen (jesté
dulezitéjsi bude obecnéjsi ,zobrazeni®, ale tim se budeme zabyvat v BI-DML). Divod
by mél byt nasnadé. Mnoziny jsou ze své podstaty ,statické” objekty. Jakmile chceme
popisovat zménu, dynamické procesy, ¢i jinak manipulovat s prvky mnozin, pfirozené
jsme vedeni ke konceptu funkce.

Piiklad 4.1: Uvazme mnozinu A = (—1, 1). Pokusme se zadat funkci g nasledujicim
zpiisobem: ,ke kazdému z z mnoziny A prifadme realné y splnujici 22 + 3? = 1%
Je timto zpuisobem jednoznaéné zadana funkce g : A — R? Méjme tedy z € A.
Ptame se, je-li y € R podminkou 2% + y* = 1 zadano jednozna¢né. Tato podminka
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je ekvivalentni rovnosti
P =1-—2% (4.1)

Pokud z € A pak 1 — 2% > 0 a rovnice (4.1) ma proto dvé feSeni (pro x # +1)
y=+Vv1—a2

Které y si mame vybrat? Toto neni jednoznacny zpisob pfifazeni o kterém se mluvi
v definici funkce. Zptisobem popsanym na zacatku tohoto ptikladu tedy nelze sestrojit
funkci. Musime zadani lehce upravit.

Piiklad 4.2: Uvazme mnozinu A = (—1, 1). Pokusme se zadat funkci g nasledujicim
zpusobem: ,ke kazdému x z mnoziny A pritadme nezdporné realné y spliujici
2? +y? = 1% Je timto zptisobem jednoznaéné zadana funkce g : A — R? Ze zacatku
lze postupovat stejné jako v predchozim prikladu. Ovsem v okamziku kdy mame
vyfesit rovnici (4.1) vzhledem k y pro zadané x € A si sta¢i uvédomit, zZe tato rovnice
ma v tomto pripadé pravé jedno nezaporné feseni

y=v1-—az2

Toto y je obrazem zadaného x € A. Definice funkce g uvedena na zacatku tohoto
prikladu je tedy v poradku a my ji po této ivaze mizeme zapsat explicitnéji:

g(x) = V1—a?,

kde defini¢nim oborem této funkce je D, = A = (—1,1).

Mluvime-li o funkcich je velmi ¢asto potfebné souhrnné mluvit o zobrazovanych
objektech a moznych funkénich hodnotach.

Definice 4.2: Méjme funkci f : A — R ve smyslu definice 4.1. O mnoziné A
mluvime jako o definié¢nim oboru a znac¢ime ji Dy. MnozZinu

Hy:={beR|[(Fae Dy)(f(a) =b)} (4.2)

nazyvame oborem hodnot funkce f.
Pripomenme vyznam symbolického zapisu pouzitého v rovnici (4.2). Mnozina
H je tvorena vSemi realnymi b pro které existuje a z defini¢niho oboru funkce f
splijici f(a) = b. Defini¢ni obor funkce f také obcas znacime bez indexu, tj. D(f).
Na tomto misté upozornéme na jeden casto se u studentti vyskytujici omyl. Je-li
déana funkce f : A — R, pak R nemusi nutné byt obor hodnot této funkce f. Naptiklad
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funkece sin, o které se budeme bavit dale, je ve smyslu notace z definice 4.1 funkce
sin : R — R. Jeji obor hodnot je oviem mnozina Hg, = (—1, 1). CoZ jisté neni cela
realna osa.

Ctenaf je jisté zvykly zadavat f(z) pomoci explicitniho vzorce udavajiciho,
jaké operace je potfeba s (realnym) ¢islem z provést, abychom ziskali jeho obraz
f(z). Toto neni jediny zptisob zadani funkce f. Na dalsi zplisoby narazime pozdéji
béhem studia. Je-li takto zadan funkéni predpis (vzorec) bez dalstho komentare, pak
mnozinu vsech realnych x, pro kterd ma f(z) smysl jakoZto realné ¢islo, nazyvame
maximalnim' definiénim oborem takovéto funkce f.

Napiiklad zapisem f(x) = x? + 3z méame pro kazdé realné = jednoznaéné f(x),
které ziskame provedenim uvedenych operaci (zde vynasobenim x sama se sebou
a pri¢tenim trojnasobku x). Pokud neni feceno jinak, je tato funkce definovana na
nejvétsi mozné mnoziné realnych cisel, kde ma uvedeny predpis smysl, zde tedy
Dy =R.

Je dobré neztotozniovat ,vzorec” a ,funkci®. Funkce lze zadat mnoha dal$imi
zpusoby, jak si zanedlouho ukazeme. Také je dobré si uvédomit, ze nékteré vzorce
jsou v podstaté v tento okamzik ,podvodné® a stiedoskolska matematika nAm mnoho
nefiké o skute¢ném vypoctu. Jak naptiklad spocteme hodnotu +/x, nebo sin(x)? Pro
konkrétni hodnoty x lze k vypoctu pouzit kalkulacku nebo pocitaé, ale jak tyto
stroje spoctou tyto hodnoty a spoctou je piesné? Tim se budeme mimo jiné zabyvat
v BI-MA1 a BI-MA2.

Priklad 4.3: Uvedme jesté alespon jeden priklad. Dejme tomu, Ze je zadana funkce

predpisem

h(z) =vV2%2—3z+ 2,
bez jakéhokoliv komentare o defini¢nim oboru. Oznaceni nezavisle proménné z
by nas nemélo nijak désit, i to se mize stat. Jejim definicnim oborem je tedy vyse
zminény maximalni defini¢ni obor. Ten musime nalézt. Argument druhé odmocniny
musi byt nezaporny, tedy z patfici do defini¢niho oboru funkce 4 musi splnit

0<22—32+2=(2—-2)(z—1)

Soucin dvou realnych ¢isel je nezaporny, pravé kdyz jsou obé dana ¢isla nezaporna
nebo nekladna. Aby z pattilo do D) musi tedy platit = > 2 a soucasné z > 1 (tj.

INékdy té% ,piirozenym,” ale neni zde 74dnou souvislost s pfirozenymi ¢&isly.
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z > 2) nebo z < 2 a soucasné z < 1 (tj. z < 1). Maximalnim defini¢nim oborem
nasi funkce h proto je mnozina

Dy, = (—00,1) U (2,400).
Priiklad 4.4: Ne kazdy vzorecek zadava funkci. Napriklad ani jeden z vyrazu
VvV—1—2z2 Inlnsin(z),

nema dobry smysl* pro zadné realné .

K znazornéni funkce lze pouzit jeji graf. Zavedeme-li v roviné dvé pravouhlé
soufadné osy oznacované standardné x (vodorovna osa, nezavisle proménna) a y
(svisla osa, zavisle proménna), pak grafem funkce f nazyvame mnozinu bodt (z,y) €
R x R spliujicich y = f(z). Klademe tedy

graf f = {(z, f(z)) e Rx R |z € Dy} (4.3)

Obcas také pouzivame symbol I'f, kde I" je velké fecké pismenko gama. ,Znazornéni”
zminéné na zacatku tohoto odstavce tedy spociva v obarveni boda v roviné, které
maji soufadnice (z, f(z)), kde x € Dy, v téchto bodech je zachyceno ptisobeni
funkce f na bodech x € Dy.

Nyni se budeme vénovat nékolika typtiim a druhtim znamych funkci. Pfehled
vlastnosti mnoha elementéarnich funkei a jejich vlastnosti 1ze nalézt napt. v knizce [1]
nebo na strance [5].

Vlastnosti funkci

Abychom mohli snadno mluvit o chovani funket, vyplati se zavést nékolik uzitecnych
pojmi. Podle rastu rozlisujeme nasledujici typy:

Definice 4.3: Funkce f s defini¢nim oborem D; C R je na intervalu A C Dy

« rostouci, jestlize (Vz,y € A)(z <y = f(z) < f(y)), slovné: jestlize pro
kazdé x a y z mnoziny A plati, Ze je-li x < y pak f(z) < f(y),

- ostie rostouci, jestlize (Vz,y € A)(z <y = f(z) < f(y)),

Pfesnéji, nelze pomoci uvedenych operaci na redlné hodnoté x ziskat reilnou hodnotu.
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« klesajici, jestlize (Vz,y € A)(z <y = f(z) > f(y)).

- ostie klesajict, jestlize (Vz,y € A)(z <y = f(z) > f(y)),

« monotonni, jestlize je rostouci nebo klesajici,

- ryze monotonni, jestliZe je ostfe rostouci nebo ostte klesajici.

Zde opét ¢tenare upozoriujeme na poznamku 3.1. Nami pouzivané nazvoslovi
neni prili$§ v nasi zemi rozsifené, pouziva se spiSe v anglosaské literatufe a termi-
nologii. Je tedy pravdépodobné;jsi, Ze na néj ¢tenar narazi pfi hledani na internetu
a pfipadném studiu anglické literatury (viz napt. [9]). To je jeden z divoda motivujici

nasi volbu.
Z hlediska symetrii funkei rozliSujeme funkce sudé, liché a periodické.

Definice 4.4: Funkce [ se nazyva
« suda, jestlize (Vo € Dy)((—x € Dy) a (f(—x) = f(z))),
« licha, jestlize (Vz € Dy)((—x € Dy) a (f(—z) = —f(x))),

« periodicka s periodou T > 0, jestlize (Vz € Df)((zx+ T € Dy) a (f(x) =
f(z+1T))).

Graf sudé funkce je osové symetricky vuci ose y. Graf liché funkce je bodové
symetricky vici poc¢atku soufadnic. Funkéni hodnota periodické funkce v bodé x
se nezméni s posunutim o 7" do bodu x + 7. Tato geometricka interpretace téchto
vlastnosti je nazorné vidét na obrazku 4.1.

Kone¢né na tomto misté pfipomenme pojem prosté funkece.

Definice 4.5: Funkci f : Dy — R nazyvame prostou, pravé kdyz pro kazda dveé
riizna ¢isla a a b z defini¢niho oboru funkce f jsou i jejich funkéni hodnoty f(a)
a f(b) razné. Ekvivalentné zapsano symbolicky,

(Va,b€ Dy)(a #b= f(a) # f(b)).

Alternativné lze pozadavek v definici pfeformulovat takto: funkce f je prosta,
pravé kdyz pro kazda dvé ¢isla a, b € Dy splaujici f(a) = f(b) plati a = b.
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Obrazek 4.1: Grafické znazornéni sudosti, lichosti a periodicity v definici ¢. 4.4
(poporadeé).

Priklad 4.5: Napiiklad funkce f(x) = 2 definovana na celém R neni prosta. Neni
splnén pozadavek v definici, staci zvolit dvé o¢ividné riizna ¢islaa = lab = —1
pro ktera plati f(1) = f(—1). V tomto odstavci jsme vyvrétili prostotu funkce f
protipiikladem.

Naproti tomu funkce g(x) = 2 definovana na celém R uZ prosta je. Skute¢né,
vezméme dvé a, b € R spliivjici g(a) = a® = b* = g(b). Plyne odtud® rovnost a = b?
Z predpokladu pouzitim znamého algebraického vzorce (viz vétu 2.3) plyne rovnost

0=2a®—0b*= (a—0b)(a®+ ab+ b*) (4.4)

Vyraz v druhé zavorce je nulovy pravé tehdy kdyz a = b. O tom se miizeme presvédcit

*Pozor! Zkoumana rovnost oc¢ividné plati v situaci @ = b. Otazka ale stoji jinak: je toto jedina
situace, kdy tato rovnost mtze nastat?
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upravou na ¢tverec:

b ¥ 3 b\* 3
2 2 2 2 2
b+b" = 2 b° = b
a” + ab+ a+a2—|—4+4 (a—|—2) +4
Pokud je alespon jedno z a, b nenulové, pak z (4.4) nutné plyne a = b. Tim je prostota

funkce g dokazana.

Poznamka 4.1: Mezi Casté studentské myty patii tvrzeni: funkce f je prosta, prave
kdyz kazdy vzor ma pravé jeden obraz. Toto tvrzeni plati pro kazdou funkci, nevyja-
dfuje prostotu funkce. Je totiz vagni ve smyslu pouziti souslovi ,pravé jeden®.

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabyvat vlastnostmi konkrétnich znamych
funkci, pripadné celych tfid funkci.

4.2 Absolutni hodnota

Pro realné ¢islo x klademe

-z, x<0.

T, x>0,
|z| == { (4.5)

Funkci |z| nazyvame absolutni hodnota. Zapis pouzity v rovnici (4.5) je tfeba
interpretovat nasledovné: Pokud je dané = vétsi nebo rovno 0, pak je |x| definovana
jako x a v ptipadé, Ze x je zaporné, je |z| definovana jako —z. Graf absolutni hodnoty
je vynesen na obrazku €. 4.2.

Shrime nyni nékolik zakladnich vlastnosti absolutni hodnoty. Defini¢nim obo-
rem absolutni hodnoty je zifejmé cela realna osa, tj. D, = R. Oborem hodnot
absolutni hodnoty jsou viechny nezaporna realna ¢isla, tedy H,| = (0, +00). Sku-
te¢né, z definice (4.5) o¢ividné plyne nerovnost |z| > 0 pro kazdé = a na druhou
stranu pro libovolné y > 0 plati |y| = y. Déle pfimo z definice (4.5) jasné plyne®, Ze
pro kazdé redlné z a y plati

el =lal. <lal, - <[l (40
a (rozmyslete!)
z| _ |zl
-yl =lz|-|yl, |~]=1—" pokudy#0.
yl oyl

“Rozmyslete si uvedené nerovnosti vidy pro kladna a zaporna x zvlast.

65



4. ELEMENTARNI FUNKCE ABSOLUTNI HODNOTA

O [ |
| | | | |

-6 -4 =2 0 2 4 6

Obrazek 4.2: Graf absolutni hodnoty.

Z hlediska monotonie je absolutni hodnota (ostfe) rostouci funkce na intervalu
(0, +00) a (ostte) klesajici funkce na intervalu (—oo, 0). Pfimo z definice také vidime,
Ze se jedna o sudou funkci, ktera neni prosta.

Dalsi veledulezitou vlastnosti absolutni hodnoty je tzv. trojuhelnikova nerov-
nost. Tu si pro jeji dulezitost (v pfistim semestru v BI-MA1 si zkuste uvédomit co
vse jsme pomoci ni dokazali) zformulujeme jako samostatnou vétu.

Véta 4.1 (trojuhelnikova nerovnost): Pro kazdé realné z a y plati nerovnost
|z +yl < |z +[yl.
Diikaz. Uvazme libovolné pevné dana realna x a y. Pokud

B

-x+y>0paklz+yl=a+y<|z)+y
cx+y<Opak|z+yl=—(z+y) =—x—y<|z[+|y|
Skute¢né, pro kazdé realné z totiz plati z < |z|. O

Otazka 4.1: Dokazte nebo vyvratte tvrzeni: pro kazdé = € R plati v a2 = .
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y = |z y =[]
31— -~ 4+ o—
Y S o B
1+ —o 24+--—-o—e |
-3 -2 -1 l l o ! : !
- ; ; - % % 1 ¢— ‘ ‘
o b2 -3 -2 -1 o,
! ! — —1 ; ; ® % % %
3 3 3 l l l 1 2 3
e 2 i
— -3 —e 1 )
—o - ------- -1 —4 ] -3

Obrazek 4.3: Grafy dolni (vlevo) a horni (vpravo) celé ¢asti.

4.3 Dolni a horni cela ¢ast

Dalsimi casto pouzivanymi a uzitecnymi funkcemi jsou dolni cela ¢ast a horni
cela cast realného cisla.

Dolni cela ¢ast realného ¢isla x je definovana jako nejvétsi celé ¢islo mensi nebo
rovné x a znac¢ime ji |x|. Podobné horni cela ¢ast realného ¢isla z je definovana
jako nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné x a znacime ji [z]. Explicitné bychom tedy
mohli psat (pouze symbolicky vyjadiime to co jsme v pfedchozich vétach uvedli
slovné; viz definici 3.2):

|z] = max{m € Z | m < z},
[x] =min{m € Z | m > z}.

Defini¢nim oborem horni i dolni celé ¢asti je opét cela realna osa R. Skutecné,
dle uvedené konstrukce jsme schopni |z |, resp. [z ], zkonstruovat pro kazdé realné
¢islo x. Oborem hodnot téchto funkeci jsou pak vsechna cela cisla, Z. Obé funkce
jsou rostouci (ne ostfe; napt. |0] = |1/2]), nejsou sudé, liché ani periodické. Grafy
horni a dolni celé ¢asti jsou uvedeny na obrazku 4.3.
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—y=2zr+1

41 — Y= H
y=—x—27

2, -
0, |
920 B
4| B

-6 -4 -2 0 2 4 6

Obrazek 4.4: Grafy nékolika linearnich funkci.

4.4 Linearni funkce

Linearni funkci® nazyvame kazdou funkci, pro niz existuji konstanty a, b € R tak,
ze rovnost

flx)=ax+0b (4.7)

plati pro kazdé z € R. Grafem linearni funkce je pfimka, viz obrazek ¢. 4.4.

Dle definice je defini¢nim oborem linearni funkce cela realna osa. Pokud a # 0,
pak oborem hodnot funkce (4.7) je opét cela realna osa. V pfipadé a = 0 je oborem
hodnot funkce (4.7) pouze jednobodova mnozina Hy = {b}. Shrnuto

D; =R,

R, a#0,
Hy = {{b}, a=0.

Specialni pfipad s nulovym a, tj. f(z) = b, nazyvame konstantni funkci.
Pruseciky linearni funkce s osou x je snadné nalézt, naptiklad rovnice ax + b =

O mafeSeni z = %b za predpokladu, Ze a je nenulové. Pokud je a nulové a b nenulové,

pak pfislusna rovnice nema zadné feseni a zadny prisecik s osou x neexistuje.

>Z latinského linealis, coZ znamena ,,pfimy* & ,rovny*.
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V pripadé, ze a je nulové a b taktéz, jedna se o nulovou funkci, jejiz graf splyva s osou
x.

Monotonie linearni funkce f(x) = ax + b zavisi na hodnoté koeficientu a, ten
predstavuje smeérnici primky tvofené grafem funkce f. Je-lia > 0 (resp. a > 0),
pak je f ostfe rostouci (resp. rostouci). Je-li a < 0 (resp. a < 0), pak je f ostfe
klesajici (resp. klesajici). Konec¢né, je-li a = 0, pak je f rostouci i klesajici zaroven, tj.
je konstantni.

Linearni funkce f(z) = ax + b je suda pouze pokud a = 0. Licha je pravé tehdy,
kdyz jeji graf prochazi bodem (0, 0), tj. kdyz f(0) = 0, nebo ekvivalentné b = 0. Je
periodicka pravé tehdy, kdyz je konstantni (tj. « = 0). VS§imnéte si ale, Ze v tomto
pripadé nema nejmensi periodu, libovolné kladné ¢islo je jeji periodou!

Otazka 4.2: Na zacatku této sekce bylo feceno, Ze grafem kazdé linearni funkce je
pfimka. Je naopak kazda primka grafem linearni funkce?

Otazka 4.3: V pfedchozim textu byly zminény pfiklady linearnich funkei f(z) =
ax+b s pravé jednim, resp. zadnym, prusecikem s osou z. Vycerpali jsme tim vSechny
moznosti co se tyce poctu prusecik linarnich funkei s osou z?

Poznamka 4.2 (Terminologicka): V prvnim semestru budete studovat predmeét
Linearni algebra 1 (BI-LA1), nékteii pak v letnim semestru Linearni algebra 2 (BI-
-LA2), kde ustfedni roli hraje pojem linearni zobrazeni. Na tomto misté ¢tenare
upozornéme, Ze slovi¢ko ,linearni“ v linearni algebfe znamena pozadavek

f@+ay) = f(z) +af(y)
pro vSechny vektory z, y a vSechna ¢isla a. Tuto podminku zde zavedené linearni
funkce splnuji jen a pouze pokud b = 0, tj. pravé kdyz jejich grafy prochazeji
pocatkem soufadného systému. Nage linearni funkce f(z) = ax + b pro nenulové b
byvaji proto v linearni algebie oznacovany jako affini funkce (zobrazeni).

4.5 Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci, pro niz existuji konstanty a, b, c €
R, s a # 0 takové, Ze rovnost

f(z) = ax® + bz +c (4.8)
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4. ELEMENTARNI FUNKCE KVADRATICKA FUNKCE

plati pro kazdé = € R. Defini¢nim oborem takovéto funkce je dle definice cela realna
osa R. Grafem kvadratické funkce je parabola, viz obrazek ¢. 4.5. Souradnice jejiho
vrcholu snadno odhalime po Gipravé na ctverec:

2
ar’+br+c=alz?+2 i T+ i —|—c—b—2—
N 2a 2a da

2
B U (4.9)
=al|lx % C 4@. .

Tato Gprava je motivovana jednoduchym pozadavkem, aby se po ni nezavisle pro-
ménna x vyskytovala pouze v umocnovaném vyrazu (tzv. ¢tverci). Toho docilime
Sikovnym doplnénim ¢lent s 22 a x tak jak je to zde uvedeno. Snazime se pouze
vyuzit zndmého vztahu (z + 8)? = 2% + 208z + B2

Kvadrat zavorky v (4.9) je vzdy nezaporny. Odtud pak plyne, ze vrchol paraboly
se nachazi v bodé o souradnicich (horizontalni soufadnice (hodnota x) vrcholu
odpovida ¢islu, které vynuluje kvadrat)

b
2a’ da |

Z rovnice (4.9) je patrné, ze znaménko koeficientu a rozhoduje o tom, zda jsou
2

vSechny funkéni hodnoty vétsi (mensi) nebo rovny ¢ — Z—a. Oborem hodnot nasi

kvadratické funkce proto je

<c—%,+oo>, a >0,
Hf: b2
(—oo,c—E>, a < 0.

Pro priseciky grafu funkce f s osou x plati znamy vztah
1
xi:2—<—bi\/62—4ac>. (4.10)
a

Rovnice az® + bx + ¢ = 0 ma tedy realna feseni za predpokladu nezapornosti
diskriminantu D = b* — 4ac.
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Diikaz vzorce pro koreny kvadratické funkce. Vzorec pro hodnoty kofent mizeme
také odvodit z ipravy na étverec. Hledame-li kofeny, tj. fe$eni rovnice ax? + bz +c¢ =
0 a pouZzijeme-li rovnosti (4.9) dostavame po pfimocaré tpravé ekvivalentné rovnost

+b 2_62—4ac
v 2 )  4a?

Za piedpokladu D = b* — 4ac > 0 odtud lze feseni vyjadrit nasledovné:

b b2 — 4dac

R 2lal

Diky znaménku = lze psat souhrnné

—b 4+ /b? — 4ac

2a

T4+ =

coz je pfesné hledany vztah (4.10). [

Na tomto misté je vhodné zdiraznit, ze korektnich dikazt raznych tvrzeni miaze
byt vice. Nékteré mohou byt snazsi, nékteré komplikovanéjsi. Napriklad pokud
bychom chtéli pouze ovéfrit platnost predkladaného tvrzeni, tedy Ze . dané vzta-
hy (4.10) jsou skutec¢né kotfeny kvadratické funkce (4.8) sta¢i postupovat nasledovné®:

Alternativni ditkaz vzorce pro koreny kvadratické funkce. Platnost vztahu (4.10) ma-
Zeme také velmi snadno ovéfit prostym dosazenim. Ukazme, Ze x je kofenem nasi
kvadratické funkce z rovnice (4.8).

ax++bx++c—a 12

( b+ Vb2 — 4ac> (—bJr\/b? 4ac>—|—c:

1 b
_4—<b2—2l)\/b2—4ac+b2—4ac)—2—+ —Vb? —dac+c=
a a
Bod x je tedy kofenem! Zcela analogicky se da ovéfit, Ze bod x_ je taktéz kofenem
paraboly (4.8). Opét zde ale zdiiraznéme, Ze prfedpokladem provedeni tohoto dikazu
je znalost z1. Dfive uvedeny ditkaz toto nevyzadoval, souc¢asné hledané hodnoty
nasel! []
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20 AV I I T I
— y=22*—az+1
—y = —T2? + 422 — 54
10| R
> 0 8
10| |
_20 | | | | |

| |
-6 —4 -2 0 2 4 6
T

Obrazek 4.5: Ukazka grafi dvou kvadratickych funkci.

Otazka 4.4: Necht a > b > 0. O ¢islech a a b fikame, Ze jsou ve zlatém poméru’,
pokud pomér a + b ku a je stejny jako a ku b. Jaky je tento pomér, tedy ¢ = 37
Poznamka 4.3 (Vietovy vzorce): Ve skolnich prikladech, jejichz feseni typicky
vychazi ,pékné; 1ze Casto kofeny kvadratického polynomu uhodnout. Ob¢as také pii
premysleni pomohou tzv. Viétovy vzorce®, které predstavuji vztahy mezi koeficienty
polynomu a jeho kofeny. Pokud plati rovnost polynomt

2 (zy )+ aiT,

P4brte=(r—a)(v—2)=20
pak nutné plati rovnost jejich koeficientt, ¢ili po drobné tpraveé

Ty +x_ = —b,
Tir_ =c.

Pozor, pro jednoduchost jsme koeficient u kvadratického ¢lenu polozili roven jedné.
To ovsem pfi hledani kofenl nema tjmu na obecnosti.

®Samoziejmé abychom toto mohli provést, museli jsme onen vztah pro koteny od nékoho dostat,
nebo jsme ho mohli v zachvatu geniality uhodnout.

"Hodnota tohoto poméru se také nékdy nazyva zlatym fezem.

8Francois Viete, Seigneur de la Bigotiére, byl francouzsky matematik Zijici Zijici v letech 1540 a%
1603.
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Napiiklad, mame-li hledat kofeny polynomu x? + 5x + 6, pak z predchoziho
pozorovani je jejich soucin roven 6 a jejich soucet —b. Které dveé ¢isla toto spliuji?
Preciz, = —2axz_ = —3. Plati tedy 22 + 5z + 6 = (z + 2)(z + 3).

4.6 Polynomy (mnohocleny)

Ctenéfi je jisté dobfe znamo, jak definovat celo¢iselnou mocninu realného ¢isla a.
Na tomto misté si ji pfipomeneme. Pro pfirozené n klademe

a:=a-a---q (4.11)

n Clent

apron = 0 pak a® := 1 (i v ptipadé a = 0). Pro zaporna cela &isla n a nenulové a
dale definujeme a™ := L. Cislo —n je pak kladné celé a ve jmenovateli tak miizeme

.

pouzit (4.11). Napiiklad proto plati

=1 21=2.2.2.2=16, 32:%, 00 =1.

Dle této definice mocniny je zfejmé, ze pro kazda realna nenulova a a cela kan
plati dulezité vztahy (rozmyslete!)

a*-a"=d""" a (ak)n = a", (4.12)

Operaci ,mocnéni“ s a > 0 lze definovat nejen pro celoéiselné koeficienty. V tento
okamzik neni jasné, jak definovat (natoz pak vypoéist) hodnotu vyrazu 3™ & 1.2%%,
Podrobnéji se touto otazkou budeme zabyvat v BI-MAZ2.

Zobecnénim linearnich a kvadratickych funkci jsou polynomy. Polynomem
nazyvame kazdou funkci tvaru

f(z) = Zakaﬁk, r e Dy =R,
k=0

kde n € Ny. Pokud a,, # 0, pak n nazyvame stupném polynomu f. Realné kon-
stanty ag, a1, . .., a, urcuji funkci f stejné jako v predchozich pripadech konstanty
a,b, c u linearni, resp. kvadratické, funkce. K zdiraznéni oboru v jakém se pohy-
bujeme obcas o funkcich zavedenych vyse mluvime jako o redalnych polynomech.
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Tyto konstanty casto nazyvame koeficienty polynomu. V ceské literatufe se také
o polynomech obcas mluvi jako o mnohoclenech.

O polynomu P(z) = 0 mluvime jako o nulovém polynomu. Viimnéte si, Ze
jeho stupen neni v odstavci vyse definovan (mame zde n = 0 a ay = 0). Existuje
nékolik razné motivovanych konvenci, jak jeho stupen zavést, pro nase tucely to
nyni neni podstatné a proto tak ¢init nebudeme. Zdaraznéme pouze dvé pravdiva
tvrzeni, ktera studenty casto prekvapuj:

+ polynom stupné nula je nenulovy konstantni polynom,
« nulovy polynom nema stupen nula.

Mezi polynomialni funkce patfi samoziejmé jak linearni, tak kvadratické funkce,
zminéné diive. Spole¢nym rysem polynom je, Ze pro vypocet jejich funkénich
hodnot vystacime pouze s operacemi sc¢itani a nasobeni. V tomto smyslu se tedy sku-
te¢né jedna o jedny z nejjednodussich (elementarnich) funkci. Tyto operace lze navic
levné poditat, i kdyz zpravidla nepfesné, na CPU, resp. FPU, a proto i vyhodnocovani
funkénich hodnot polynomt je snadné’.

Defini¢nim oborem libovolného polynomu je cela realna osa, Dy = R. Pokud
je stupen polynomu lichy, pak je jeho oborem hodnot také celé R. Pokud vsak je
stupeni polynomu sudy, pak je oborem hodnot pouze ¢ast redlné osy (konkrétné jista
polopiimka nebo bod v pfipadé konstantniho polynomu).

Hledani kofenti polynom je obecné komplikovana tloha. Explicitni vzorecky, ja-
ko napriklad (4.10), jsou znamé pouze pro polynomy stupné 1, 2, 3 a 4. Pro polynomy
vyssiho stupné nejen Ze nejsou znamy vzorce pro koteny, ale je dokdzano, ze takovéto
vzorce neexistuji'’. Zdiraznéme tento fakt jesté jednou. Je-li zadan polynom stupné
alespon pét, pak vzorec udavajici pfimo jeho kofeny neexistuje a ani nikdy existovat
nebude. Pfi hledani kofenti se pak musime uchylit k numerickym metodam®'.

Otazka 4.5: Ktera z nasledujicich funkci je polynomem?
L f(z) =2 +2z+3+2,
2. f(z) = xsin(2) — 23,

*Uvedené problémy s pfesnosti v tento okamzik ignorujme.

Yynimejte tuto vétu v jeji plné osudovosti: nejen, Ze ony hypotetické vzorce nikdo nezna, ale
nikdo je ani znat v budoucnu nebude, protoZze neexistuji.

Viz naptiklad metoda piileni intervalu ¢i Newtonova metoda probirana v BI-MAL1.
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3. f(ZE) — e?ln(1+x2)’

3
4. f(x) = :;21916

Jedina stfedoskolska ,metoda“ pro hledani kofent polynomu P(z) stupné vétsiho
nez dva'? spo¢iva v opakovani nasledujicich krokti

1. uhodni jeden kofen, oznac¢me si ho A (fecké pismenko lambda),

2. vytkni (napfiklad pomoci algoritmu déleni polynomu polynomem) piislusny
kofenovy ¢initel, tj. P(x) = (x — \)Q(z), kde polynom Q(z) mé o jedni¢ku
mensi stupeil nez polynom P(z),

3. vrat se do prvniho bodu, ale hadej kofen polynomu Q(x), ktery ma o jednicku
mensi stupen, nez polynom P(z).

Tento proces se opakuje tak dlouho, dokud se nedostaneme k polynomu stupné dva,
jehoz kofeny jiz umime nalézt pomoci vzorce (4.10).

Je vhodné si uvédomit, Ze tento postup skutecné neni algoritmem fesicim ulohu
najit kofeny zadaného polynomu. Prvnim ukolem je esotericky krok opirajici se
o nahodu, resp. kreativni vnutknuti. Zkuste tento postup napriklad aplikovat na
nasledujici polynom (stale dost malého stupné):

122 — 25 + 572 — 102> — 9738 2% + 759 x + 47817.

Na tomto misté je vhodné ctenafi doporucit zopakovat si algoritmus déleni
polynomu polynomem. Tento algoritmus nalezne vyuziti nejen v Gloze na hledani
kofenti polynomt, ale nachazi i velmi dilezité aplikace v pocitacové bezpecnosti
a Sifrovani.

Otazka 4.6: Naleznéte koreny nasledujicich polynomu.
1L oa?+x—12,
2. % — 222 — 5x + 6,

3. 23 4+ 222 — 4z — 8.

12Koteny polynomu stupné jedna a dva umime nalézt snadno.

75



4. ELEMENTARNI FUNKCE ODMOCNINY

Obrazek 4.6: Ke konstrukci sudé odmocniny ¢isla a.
Otazka 4.7: Mé&jme obecné polynom P(x) stupné n s koeficientem u jeho nejvyssi
mocniny rovenym 1, tj.
P(z) = 2" + ap_12" ' 4+ - + a17 + ao.

Jaky je vztah mezi konstatnim ¢lenem ag a kofeny polynomu n?

Otazka 4.8: Pro polynom stupné dva jsme méli k dispozici Vietovy vzorce. Pokuste
se odvodit jejich analog pro polynom stupné tti z° + a»x? + a1z + ag.

4.7 Odmocniny
Uvazme nyni realné ¢islo a a ptirozené ¢islo n. Pomoci pfirozené mocniny definujeme
prirozené odmocniny jako jisté (viz nize) realné feseni rovnice " = a. Toto feSeni,
existuje-li, pak oznacujeme symbolicky nasledujicimi dvéma zptasoby
1
an = /a, né€EN,

Je nutné rozlisit piipady lichého a sudého n a rozmyslet si v jakych pfipadech tato
konstrukce méa dobry smysl.

Suda odmocnina

Je-lin =2k, k € N, sudé, pak ™ > 0 pro vSechna x € R, coZ znamena, Ze rovnice
2" = a ma realné feseni jen pro a > 0. Tato situace je graficky znazornéna na
obrazku 4.6.
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Yy
flz)=a2%2>0

7M@) = Vi e

.’ X

s

Obrézek 4.7: Druha mocnina a druhd odmocnina.

Pro a > 0 jsou tato fe$eni pravé dvé, nebot 2%* = (—z)?*. Sudou odmocninu
2/a definujeme jako nezaporné feseni rovnice z2* = a. Proto naptiklad v/22 je
rovna |z| a nikoli z. Pro a = 0 je toto feseni pravé jedno a tedy /0 = 0.
Z vyse uvedeného je patrné, ze defini¢nim oborem i oborem hodnot funkce %/x
je mnozina (0, +-00). Déle plati rovnosti

2k 2k v 14
Va?k = ({/z)” =z prokazdé z > 0.
Jinak fe¢eno, /7 je inverzni funkci k 22* ziZené na mnozinu (0, +00). Viz obrazek

¢.4.7.

Licha odmocnina

Je-lin = 2k — 1,k € N, liché, pak rovnice z**~! = a m4 vzdy pravé jedno realné
feSeni, o kterém mluvime jako o liché odmocniné a a znacime ji opét *+/a.
Naptiklad /—8 = —2. Viz obrazek ¢. 4.8.

Defini¢nim oborem i oborem hodnot liché odmocniny je celd mnozina R. Licha
mocnina a prislusna licha odmocnina jsou k sobé navzajem inverzni, tedy plati

FV a2k = (2’“’\1/5)%_1 =1z prokazdéx € R.

Pro ilustraci viz obrazek ¢. 4.9.
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3

*************************** y=ux

Obrazek 4.8: Konstrukce liché odmocniny ¢isla a.

Obrazek 4.9: Treti mocnina a tifeti odmocnina.
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4.8 Racionalni (lomena) funkce

Racionalni (lomena) funkce je kazda funkce tvaru
P(x)
Q(z)’

kde P a () jsou polynomy a () neni nulovy polynom. Obecné Ize fici, ze defini¢nim
oborem takovéto funkce je mnozina vSech realnych ¢isel bez kofent polynomu @, tj.

D; = {z € R | Q(x) # 0}.

Mezi racionalni lomené funkce patii linearni, kvadratické funkce a vsechny polyno-
my. Skutec¢né, sta¢i volit Q(z) = 1, pro z € R a P libovolny polynom.
Dalsi znamou podtfidou racionalnich lomenych funkci jsou funkce tvaru

P(z)
Q(z)’

kde P(z) = az + b je nenulovy polynom stupné nejvyse jedna, Q(z) = cx + d
je polynom stupné jedna a P i () nemaji spolecny kofen (kdyby tomu tak bylo,
dostali bychom ,konstantni® funkci nedefinovanou v jednom jediném bodé). Grafem
takovychto funkci je hyperbola s asymptotami y = % ax = —%.

O oboru hodnot obecné racionalni lomené funkce uz neni snadné jednoduse
néco fici a tuto otazku proto vynechame. Na nékolika prikladech si alespon ukazeme,
ze mohou nastat velmi rtiznorodé situace (viz obrazek ¢. 4.10).

f(z) =

fz) =

4.9 Trigonometrické funkce

Mezi trigonometrické funkce (Casto téz goniometrické funkce) radime sinus
(sin), kosinus (cos), tangens (tg) a kotangens (cotg). Dale se v této kapitole zminime
o jejich vhodné zvolenych inverzich, tedy funkcich arkus sinus (arcsin), arkus kosinus
(arccos) a arkus tangens (arctg).

Funkce sinus a kosinus jsou definovany pomoci nasledujici geometrické kon-
strukce ¢i algoritmu. Na vstupu je zadan thel” « a vysledkem bude hodnota sin(«)
a cos(«). Pri ¢teni algoritmu je vhodné sledovat obrazek ¢. 4.11.

3presné;ji, velikost thlu, tuto nuanci viak piili§ nerozlisujeme. Tu méfime v radianech, pokud
neni uvedeno jinak.
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Obrazek 4.10: Piiklady racionalnich lomenych funkci.
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Obrazek 4.11: Geometricka konstrukce trigonometrickych funkei sinus a kosinus.

T T s T
a 0§ 1 3 3
sinaa 0 % */75 \/Tg 1
cosa 1 \/75 \/75 % 0

Tabulka 4.1: Nékteré vyznac¢né hodnoty funkei sin a cos.

1. V pocatku soufadného systému s pravouhlymi osami x a y sestroj jednotkovou
kruznici K (tj. kruZnici s polomérem 1 v danych jednotkach os a stfedem v bodé

(0,0)).

2. Od kladného sméru osy x vynes thel'* « proti sméru hodinovych rucicek. Jednim
ramenem tohoto thlu je kladna cast osy x a druhé rameno ozna¢me p.

3. Ozna¢me A prunik p a K. Dale sestrojme bod P, prinik osy = a rovnobézky s osou
y prochazejici bodem A. Timto zpiisobem ziskavame pravouhly trojuhelnik O P A.

4. (Orientovana) délka strany O P pfedstavuje cos(«) a délka strany P A pfedstavuje
sin(q).

140hel méfime v radianech.

81



4. ELEMENTARNI FUNKCE TRIGONOMETRICKE FUNKCE

Presnost vysledku samoziejmé zavisi na presnosti nasich rysovacich nastroja.
Nekonecné presnosti lze dosahnout pouze v pripadé nekonecné presnych nastroji
(zde pravitko, kruzitko a thlomeér). Je zfejmé, Ze tato metoda ,vypoctu” neni prilis
prakticka. V predmétu BI-MA?2 si ukazeme, jak efektivné vyhodnocovat funkéni
hodnoty (nejen) téchto funkeci.

Zakladni hodnoty funkci sinus a kosinus jsou shrnuty v tabulce ¢. 4.1 a jejich
grafy si miizete pfipomenout na obrazku ¢. 4.12. Z konstrukce je také pomérné
patrné, Ze s funkcemi sinus a kosinus se setkame jakmile budeme studovat kmitajici
(oscilujici) jevy. Je tomu pfesné tak, nejznamé;jsi uplatnéni v tomto sméru je analyza
a zpracovani signalu (napf. audio ve vasem pocitac¢i) pomoci Diskrétni Fourierovy
transformace (DFT), resp. Rychlé Fourierovy transformace (FFT).

Pfimo z konstrukce funkci sinus a kosinus ihned plyne dulezita vlastnost téchto
funkei,

sin’(a) + cos*(a) =1, a€R. (4.13)

Tato rovnost pouze vyjadiuje Pythagorovu vétu v pravouhlém trojuhelniku OP A
s preponou délky 1 a odvésnami délky sin(a) a cos(«) (viz popis vySe a obrazek
& 4.11).
Dale je z uvedené konstrukce patrné, Ze funkce sinus je licha a kosinus suda,
tedy
sin(—a) = —sin(a) a cos(—a) =cos(a), «€R.

Pro defini¢ni obory téchto funkci plati
Dsin = Dcos =R

a pro obory hodnot plati
Hsin - Hcos - <_]-a ]->

Konecné, obé funkce jsou periodické s nejmensi periodou 27, obé funkce jsou
definovany na celém R a pro kazdé = € R plati rovnosti sin(z + 27) = sin(x)
a cos(x + 2m) = cos(x).

Velmi uzite¢né jsou tzv. souétové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Tyto vzorce
lze nejsnadnéji odvodit pomoci vlastnosti nasobeni komplexnich ¢isel s vyuzitim
goniometrického tvaru komplexniho ¢isla. Pro libovolna realna o a 3 plati rovnosti

sin(a + ) = sin(«a) cos() + cos(«) sin(/3), (4.14)
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resp.
cos(a + ) = cos(a) cos(8) — sin(«) sin(f3). (4.15)

Diky sudosti funkce kosinus a lichosti funkce sinus ze vzorci (4.14) a (4.15) ihned
dostavame analogické vzorce pro rozdil

sin(a — 3) = sin(«) cos(f) — cos(«) sin(f3),
cos(a — ) = cos(«) cos(3) + sin(a) sin(f).

Podobné vzorce 1ze odvodit pro funkce tangens i kotangens. Vyznam téchto vzorct
a jejich vyuziti je nasnadé: mame-li informaci o hodnotéch sin «v a cos 3, pak nam
tyto vzorce umoznuji ziskat informaci napt. o hodnoté sin(« + ). Nékteré algoritmy
na vypocet funkéniho hodnot trigonometrickych funkei jsou na téchto vztazich
zalozeny (k dispozici je tabulka predpoctenych hodnot pro vétsi mnozstvi vhodné
zvolenych Uhli z nichz se sikovné snazime sc¢itanim a odc¢itanim nakombinovat
uzivatelem zadany thel - algoritmus CORDIC, poprvé pouzity v navigacnim pocitaci
bombardéru B-52).

Dale ze vzorct (4.14) a (4.15) plynou vzorce pro tzv. dvojnasobny uhel, které
se pouzivaji velmi casto:

sin(2a) = 2 sin(«) cos(a),

resp.
cos(2a) = cos?(a) — sin®(a). (4.16)

Pomoci vztahti (4.13) a (4.16) ihned odvodime vzorce pro sinus a kosinus polo-
viéniho uhlu,

cos*(a/2) = = (1 + cos(a)), | cos(a/2)| = \/%(1 + cos(a)),

N~ N

(1 — cos(a)), | sin(av/2)| = \/%(1 — cos(a)).

sin?(ar/2) =

Pokud bychom se v téchto vzorcich chtéli zbavit absolutnich hodnot, museli bychom
o znaménku vyrazi rozhodnout na zakladé dhlu «, pfesnéji jeho pfislusnosti do
nékterého ze ¢tyt kvadranti.
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Obrazek 4.12: Trigonometrické funkce sin, cos, tg a cotg.

Pomoci funkci sin a cos definujeme funkce tangens tg a kotangens cotg predpisy

tga::sma, aEDtg:R\{E—FkﬂkGZ},
CcoSs & 2
cotgax 1= c?sa7 aEDcotg:R\{kWMGZ}.
sin «

Jejich obory hodnot jsou tvofeny celou mnozinou R. Pro nazornost uvadime i jejich
grafy na obrazku ¢. 4.12.

Ani jedna z doposud zavedenych trigonometrickych funkei neni prosta na svém
defini¢nim oboru. Pokud zvolime libovolné y z oboru hodnot funkce sin, pak existuje
nekone¢né mnoho z z defini¢niho oboru funkce sin tak, Ze sin(x) = y (viz obrazek
¢. 4.12). Nelze tedy zadanému y € Hg, jednoznacné prifadit x € Dy, splnujici
y = sin(z). Stejna poznamka plati i pro cos, tg a cotg. Trigonometrické funkce
nejsou prosté, a proto k nim neexistuji inverzni funkce.
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™ F T —
—y = arcsinz
— Y = arccos < ||

-1 —-0.5 0 0.5 1

Obrazek 4.13: Grafy funkci arcsin a arccos.

K vyfes$eni tohoto problému musime trigonometrické funkce vhodné zazit, tedy
zmensit jejich defini¢ni obor. Ve shodé se zazitou konvenci definujeme

- arkus sinus, arcsin, jako inverzni funkci k sin ziZené na interval (=7, 7),
« arkus kosinus, arccos, jako inverzni funkci k cos ziZené na interval (0, ),
. arkus tangens, arctg, jako inverzni funkci k tg zZené na interval (—%, g)

+ arkus kotangens, arccotg, jako inverzni funkci k cotg zizené na interval

(0, 7).
Otazka 4.9: Z geometrické definice funkci sin a cos odvodte hodnoty sin § a cos 7.
Otazka 4.10: Z geometrické definice funkci sin a cos odvodte hodnoty sin 7 a cos 7.

Otazka 4.11: Bez pouziti kalkulacky (ta by vysledek ani nedala pfesné) vypoctéte
hodnotu nasledujicich vyraza.

.. m
1. arcsin sin Z’

o Im
2. sin —.

4
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— Yy =arctge
— 1y = arccotgx

N

|
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|
NIE

|
—10 ) 0 5 10

Obrazek 4.14: Grafy funkci arctg x a arccotg x.

Otazka 4.12: Odvodte souctovy vzorec pro funkci tg. Tzn. vyjadrete tg(x + y)
pomoci tg(x) a tg(y).

4.10 Exponencialni a logaritmické funkce

Pro 0 < a # 1 funkeci®
f(z)=a", ze€Df=R,

nazyvame exponencialou o zakladu a. Tato funkce rozsifuje mocninnou funkci
ze zacatku této podkapitoly i na necelociselné exponenty. Pro libovolna realna x a y
plati znamé vzorce

a®-a¥ =a"" a (aw)y =a".

Na obrazku 4.15 je znazornén znamy prubéh funkce f pro riizné zaklady a.
Poznamenejme, Ze pfedchozi odstavec nelze povazovat za definici exponencialni

funkce. Jde spise o dohodnuti znaceni. Problému, jak skutecné funkci oplyvajici

uvedenymi vlastnostmi zkonstruovat, se budeme vénovat v prabéhu BI-MA2.

BDefinici obecné mocniny, tj. hodnoty a®, pro kladné a a realné x se podrobné budeme zabyvat
v BI-MA2. V tento okamzik k této funkci pfistupujeme stejnym zptisobem jako na stfednich skolach,
tedy axiomaticky.
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5 :
—a =2
41 —a:%,
a=3
3| a=12]
2, |

|
-6 -4 =2 0 2 4 6

Obrazek 4.15: Exponencialni funkce s ruznymi zaklady.

Exponencialni funkce (a jeji dalsi pfipadna zobecnéni) je velmi dulezita v redlnych
prirodnich aplikacich. Na tomto misté pouze lehce krypticky zminime, Ze se objevuje
v situacich, kdy je mozné miru zmény jisté veli¢iny povazovat za pfimo iimérnou jeji
hodnoté. Typicky prikladem procesti popsanych pomoci exponencialnich funkei jsou
tak rozdilné jevy'® jako je radioaktivni rozpad a $ifeni viru v populaci (alespon v jisté
fazi). Dale na ni narazime pfi popisu slozitosti algoritmi, kdy si na vystihnuti chovani
nékterych algoritmi nevystac¢ime s polynomialnimi funkcemi: exponencialni funkce
(s riznymi zaklady) ndim umoziuji popsat zavislosti rostouci (nebo klesajici) ,fadové®
silnéji, nez polynomy.

Obecné lze fici, Ze pro a > 1 je f ostfe rostouci (f(x) < f(y) kdykoliv z < y),
Dy =RaHy = (0,400). Proa < 1 je f ostfe klesajici (f(x) > f(y) kdykoliv
r<y),Df=RaH;=(0,+00).

Exponencialni funkce neni suda, licha, ani periodicka. Je ovSsem prosta, ale neni
na (neni surjektivni).

180pét pékna ukazka univerzality matematiky.
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2 — y=lnzx |
—yzlogwx
1t y = log,x
0, -
1l i
—9l i

Obrazek 4.16: Grafy nékolika logaritmickych funkci s raznymi zaklady.

Logaritmus

Inverzni funkci k exponencialni funkci o zakladu a, 0 < a # 1, kterazto je prosta, na-
zyvame logaritmem o zakladu a a znac¢ime log,,. Defini¢nim oborem exponencialni
funkce bylo celé R a oborem hodnot interval (0, +00). Odtud plyne, Ze defini¢nim
oborem logaritmu je Dy, = (0, +00) a oborem hodnot logaritmu je Hy,; = R.

S logaritmem se Ctenaf jiz v praxi jisté nepfimo setkal. Napriklad Richterova
stupnice (vyjadfujici intenzitu otfestt) nebo decibelova skala (méfici intenzitu zvuku)
jsou logaritmické.

Z vlastnosti exponencialy a definice logaritmu jako inverzni funkce k ni lze
odvodit dulezité vlastnosti logaritmu,

A% =z x>0, (4.17)
log, a" =z, x€R, (4.18)
log, vy = log, x +log,y, x,y >0 (4.19)
log,2¥ =ylog,z, x>0ayeckR. (4.20)

Prvni dvé vlastnosti, (4.17) a (4.18), jsou pouze vyjadfenim inverzniho vztahu mezi
exponencialou a logaritmem, plati tedy definitoricky. Dokazme si vlastnost (4.19).
Pro kladna z, y existuji realna u, v takova, ze


https://en.wikipedia.org/wiki/Richter_magnitude_scale
https://en.wikipedia.org/wiki/Richter_magnitude_scale
https://en.wikipedia.org/wiki/Decibel

4. ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Odtud

Takze
log, vy = u +v = log, x + log, y.

Podobnym zptiisobem lze dokazat vlastnost (4.20).

Poznamka 4.4: Ctenaf je jisté seznamen s operaci tzv. odlogaritmovani. Tedy tvrze-
nim, ze pokud
log, z = log, v,

pro néjaka x,y > 0a0 < a # 1, pak

T =1y.

Tato operace neni nijak magicka. Jde pouze o vyuziti prostoty funkce log,. Stejna
uprava je korektni pro libovolnou prostou funkci (v pfipadé prosté funkce f je totiz
rovnost obrazt f(z) = f(y) ekvivalentni rovnosti vzora z = y)!

Otazka 4.13: Jaky je defini¢ni obor funkce f(z) = log, (z?)?
Otazka 4.14: Dokazte vzorec (4.20).

Soustfedme se nyni na par okamziku na pfirozeny logaritmus, podobné uvahy
plati ale i obecné. Zajimavou vlastnosti logaritmu In je jeho pomaly rast. Az budete
pozdéji béhem studia zkoumat efektivitu algoritmu, tak budete radi, kdyz ziskate ve
vyjadfeni ,slozitosti“ logaritmus. Typicky naptiklad béh programu v zavislosti na
velikosti vstupu N popsany funkci N? je vyrazné pomale;jsi (a tedy pro nas i horsi)
nez ten popsany funkci NV1ln N.

Uvedenou pomalost 1ze pékné vidét ve vztahu (4.20). Vemte si opét pfirozeny
logaritmus In a zvolte napiiklad z = 1000000 = 10°, pokusné velké ¢&islo. Pro
funkéni hodnotu ale plati In(10°) = 6 - In(10), tj. exponent se pievadi pouze na
nasobeni logaritmem zakladu (zde cca 2.3; srovnejte to s kvadratickou funkci x2,
ktera pii tomto experimentu sko¢i do astronomickych &isel (10%)? = 10'2).
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5 Analyticka geometrie

Bez znalosti geometrie sem nikdo nevstupuj.

Udajny napis na vstupu do Platénovy Akademie

5.1 Zakladni pojmy

Pfipomenme, jak 1ze pomoci rovnic a funkci popisovat geometrické objekty v roviné.
Poprvé jsme se tohoto tématu dotkli v okamziku, kdy jsme zacali uvazovat o grafu
funkce (viz rovnici (4.3)). Tento pfistup ke geometrii je velmi uzite¢ny a nachazi fadu
uplatnéni ve fyzice a aplikované matematice. Pro nase FIT tcely snad jen zdiraznéme,
ze vystupni periferie drtivého mnozstvi elektronickych zarizeni jsou v podstaté
dvourozmérné (monitory, papir, projektory atd.) a jakakoliv prace s pocitacovou
grafikou stoji na tomto analytickém pfistupu ke geometrii.

Bod

Uvazme v roviné pravouhly soufadny systém s osami z, y a pocatkem' O. Bod v této
roviné je popsan dvéma ¢isly nazyvanymi souradnice bodu. Vyzyvam ¢tenate, aby
se nad timto kratkym konstatovanim na chvilku zamyslel. Ve skute¢nosti jde o kli¢o-
vou a velmi mocnou myslenku. Idealizovany bod (geometricky objekt) popisujeme
pomoci dvojice Cisel (Cisté abstraktni konstrukt). V podstaté provadime ,digitalizaci
geometrie®, bez slovicek ciziho ptivodu bychom mohli mluvit o jakémsi ,z¢iselnéni”.

1Zde jde o velké pismenko O, ne o nulu (0). Mame na mysli origin.

90



5. ANALYTICKA GEOMETRIE ZAKLADNI POJMY

Obréazek 5.1: Provouhly soufadny systém a bod A = (1, 2).

Ma-li napiiklad bod A soufadnice (1,2), piseme? A = (1,2), ptipadné lze pouzit
i hranaté zavorky, A = [1,2]. Bod A leZi na pruseciku piimky rovnobézné s osou y
prochazejici bodem (1, 0), tj. pfimky s rovnici = 1, a pfimky rovnobézné s osou
x prochazejici bodem (0, 2), tj. pfimky s rovnici y = 2. Podrobné je tato situace
znazornéna na obrazku ¢. 5.1.

Z Pythagorovy véty snadno odvodime vzdéalenost dvou bodtt A = (A, As)
a B = (By, Bs). Tuto vzdalenost nazyvame Euklidovskou vzdalenosti a znacime

ji |AB], nebo dist(A, B). Plati

[AB| = V(A1 = B1)? + (As — By)?.

Analyticky popis geometrickych objekti v roviné

Jakmile jsme schopni body v roviné popisovat pomoci ¢isel, miizeme se pokusit

mnoziny bodi v roviné popsat pomoci podminek nakladenych na jejich souradnice.
Vezméme nejprve velmi jednoduchy, konkrétni a c¢tenafi jisté znamy priklad

prfimky. Kdyz nam nékdo fekne, Ze mame pfimku zadanou rovnici y = 2z + 1, pak

?Znaceni soufadnic bodu pomoci vyrazii typu A[1, 2] nepouzivame. Toto znaceni ve étenafi spise
evokuje pocit, Ze A je jakasi funkce dvou proménnych. Navic je tento zapis nebezpetné podobny
syntaxi pro volani funkce v Mathematica. A navic v ném chybi sloveso.

91



5. ANALYTICKA GEOMETRIE ZAKLADNI POJMY

tim vlastné fika, Ze v nasi roviné R? ho zajima mnoZina bodii
{(z,y) e R?* | y =2z + 1}, (5.1)

tedy v tomto pfipadé graf linearni funkce f(z) = 2x + 1. Slovné, v rovnici (5.1) jde
o mnozinu viech bodi se soufadnicemi (z,y) € R? které spltiuji rovnost y = 2z + 1.
Bod o soufadnicich (1, 1) do této mnoziny nepatfi (nelezi na této pfimce), protoze
po dosazeni do nasi podminky dostaneme rovnost 1 = 3, ktera neplati. Naopak
bod (1, 3) do nasi mnoziny patii (na této primce lezi), protoze po dosazeni do dané
rovnice dostaneme rovnost 3 = 3, ktera je pravdiva.

Pfipomenime graf libovolné funkce f : A — R je pfesné mnozina bodu

{(z,y) eR* |z € Aay = f(2)}

Tento piistup lze dale zobecnit. Pomoci funkci samotnych bychom snadno nepo-
psali dalsi jednoduché geometrické objekty (jako napiiklad kruznice — na to bychom
potfebovali funkce dvé). MiZeme uvazovat mnoziny tvaru

{(z,y) € R*| F(z,y) = 0},

kde F'(z,y) je zadany vyraz ve dvou proménnych z, y. Naptiklad kruZznici se sttedem
v bodé (0,0) a polomérem 2 lze popsat rovnici 2> + y*> = 4, formalné tedy jde
0 mnozinu

{(z,y) €R* | 2® +y* =4},

Dalsi mozné zobecnéni spociva v piechodu od rovnic k nerovnicim. Diky tomu
muzeme popisovat i dalsi typy objektt jako naptiklad prava polorovina (z > 0),
kruh se stiedem v bodé (0, 0) a polomérem 2 (2% + 3> < 4).

Tento popis ¢asti roviny bychom mohli nazvat implicitni. To z toho davodu, ze
soufadnice bodt do popisovaného utvaru patficich ihned nezname, musime je nalézt.
Body v roviné bychom ale mohli popisovat i explicitné nasledujicim zptisobem

M={(z,y) eR* |t e J z=f(t)ay=g(t)},

kde J je zadany interval a f, g zadané funkce. Proménnou ¢ vétsinou nazyvame pa-
rametrem. Rikame, Ze jsme mnoZinu M ,parametrizovali®. K nalezeni bodi patficich
do mnoziny M prosté staci prislusna ¢ € J dosazovat do f a g a konstruovat tak
body mnoziny M.
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE ZAKLADNI POJMY

Ukazme si tento pfistup opét na kruznici o poloméru 2 se sttedem v bodé (0, 0):
{(z,y) e R? | 2* +y* =4} = {(z,y) € R* |t € (0,27), + = 2costay = 2sint}.

Na levé strané této rovnosti mame tuto kruznici popsanou implicitné, na pravé
explicitné.

Kazdy z téchto ptistuptt ma rtizné vyhody a nevyhody. Radu zakladnich geomet-
rickych objekta (viz dale) 1ze popsat obéma zpusoby. Explicitni popis se hodi, kdyz
chceme dany utvar vizualizovat pomoci pocitace. Implicitni tvar je zase vyrazné
efektivnéjsi pro zjistovani, zda dany bod do daného utvaru patfi, nebo ne. V praxi se
Casto pouziva obou pfistupt, nejde jeden zahodit na tikor druhého.

Vektor

Dalsim dulezitym geometrickym objektem je vektor. Vektory jsou z pocatku casto
oznacovany malym pismenem se Sipkou, napf. d@, g, ¢. Tato notace vsak z dobrych
dtivodt velmi rychle vezme za své, zde se ji ale zatim jesté budeme drzet. Vektor
chapeme jako dvojici ¢isel® udavajici smér; je-li dan vektor @ = (ay, az), pak ¢isla ay
a ay nazyvame slozkami vektoru a. Vektory mizeme nasobit ¢islem a scitat podle
predpist

a- (a1, a2) = (aar, az), (ar,as) + (b1, b2) == (a1 + b1, az + bo). (5.2)

O operacich nasobeni ¢islem a s¢itani vektort zavedenych v (5.2) se nékdy ze zfej-
mych duvodu tika, Ze pusobi ,po slozkach®. Rovnost mezi vektory je definovana
intuitivng. Rekneme, ze dva vektory @ = (a1, as) a b = (b, by) jsou si rovny, pravé
kdy?z se jejich slozky rovnaji, tedy kdyz a; = by a ay = b. Tuto rovnost pak pfirozené
zapisujeme jako @ = b. Geometricka interpretace operaci nasobeni ¢islem a s¢itani
vektori je znazornéna na obrazku ¢. 5.2.

Vektor miizeme nasobit ¢islem. MiiZeme nasobit dva vektory mezi sebou? K to-
muto Glelu slouzi skalarni souéin®. Standardni® skalarni soucin dvou vektora

SBudeme stale pouzivat fadkovy zapis, i kdyZ korektnéjsi by bylo psat vektory do sloupctl. Vice
na toto téma se dozvite v BI-LA1.

*Jisté vite, Ze existuje i tzv. vektorovy soucin, ktery dvojici trojrozmérnych vektort pfifadi dalsi
trojrozmérny vektor. Tato kapitola se ale tyka pouze rovinnych objektii a proto se zde o této operaci
nebudeme podrobnéji zminovat.

SSkalarnich sou¢int existuji vicero, dokonce nekone¢né mnoho. Vice se o této problematice
dozvite v BI-LA2.
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—

a-a, a>1

a-a,0<a<l

(a) (b)

Obrazek 5.2: Geometricky vyznam nasobeni vektoru ¢islem (a) a s¢itani vektori (b).

@ = (a1, as) ab = (b, by) je definovan predpisem
a- gZ: a1b1 + (lgbg.

Soucin se nazyva skalarni, protoze jeho vysledkem neni vektor, ale ¢islo (skalar).
Skalarni soucin dale souvisi s thlem mezi vektory. Dva vektory @ a b sviraji thel
a € (0,7), pravé kdyz
b
a=—7.
1@l 1ol

Délka vektoru d@ = (aq, az) je opét ddna pomoci Pythagorovy véty. Znacime ji

||d@|| a plati
|||l :=1/a? + a2 prod = (a1, as).

Vsimnéme si, Ze tuto ,Euklidovskou® délku lze vyjadfit pomoci standardniho skalar-
niho souc¢inu jako ||d|| = Va - @.
Témito a dalsimi geometrickymi objekty se budete podrobnéji zabyvat v pred-

métu BI-LA1 a BI-LA2, a to nejen ve dvou dimenzich.
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5.2 Primka

Nejjednodussim geometrickym dtvarem (mimo bod samotny) je primka. K uplnému
popsani piimky p staéi zadat bod A = (A;, Ay) € R?, kterym piimka prochézi,
a smér, ve kterém primka bézi, tedy nenulovy vektor @ = (a1, az). Pfimka p je pak
tvofena vSemi body se souradnicemi

(x,y)=A+t-d, teR, (5.3)
pfipadné po slozkach
r = Ay + tay,
y=As+tay, teR.

Cislu ¢ se fika parametr, nebot parametrizuje body na piimce. Vsimnéme si, Ze
omezime-li mnozinu, ze které bereme hodnoty ¢, dostaneme pouze ¢asti primky.
Napiiklad pro ¢t € (0, +00) dostdvame polopiimku zaé¢inajici v bodé A a miFici
ve sméru d, zatimco pro ¢t € (0, 1) dostaneme tsecku spojujici body A a A + d.
Tento explicitni zptisob zadani pfimky, tj. pomoci rovnice (5.3), se ¢asto nazyva
parametrické vyjadreni primky (dle dfive zminéného jde o explicitni vyjadieni).

Zminme nyni alternativni implicitni zptisob popisu pfimky. Pfimka je tvofena
vsemi body se soufadnicemi (z,y), které spliiuji rovnici pifimky

ar + by +c=0. (5.4)

Konstanty a, b, ¢ jsou parametry dané pfimky. V rovnici (5.4) vystupuji symboly x
a y jako neznamé. Bod («v, ) na zadané ptimce lezi, pravé kdyz po dosazeni « za
x a [ za y do (5.4) dostaneme pravdivou rovnost (0 = 0). Rozeberme konkrétnéji
priklad pfimky p zadané rovnici

r—2y+1=0. (5.5)

Bod (1, 2) na pfimce p nelezi, protoze po dosazeni do (5.5) dostdvame —2 = 0, coz
neni pravda. Naopak body (—1,0) a (0,1/2) po dosazeni davaji 0 = 0 a na piimce
tedy lezi. Dva body nam staci k nacértnuti primky.
V rovnici (5.4) je vektor (a, b) normalovym vektorem, tedy vektorem kolmym
na jeji smérovy vektor, ktery v tomto ptipadé lze volit® naptiklad jako (b, —a).
Predpokladame, Ze ctenaf umi piechazet od parametrického popisu primky k jeji
rovnici a naopak.

®Neni dan jednoznaéné, stejné jako normalovy vektor.
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Otazka 5.1: Udejte rovnici piimky zadané parametricky: (x,y) = (1,2) + (2t, —t),
teR.

Otazka 5.2: Udejte parametrické vyjadieni pfimky zadané rovnici 3z — 2y + 1 = 0.
Otazka 5.3: Sestrojte rovnici pfimky prochéazejici body (1, —3) a (2,4).

Vzdalenost bodu od primky

Méjme pfimku p popsanou rovnici
prax+by+c=0

abod A = (Aj, As). Pojdme pouzit nase geometrické a analytické schopnosti
a odvodme’ vzorec pro vzdalenost bodu A od ptimky p, ozn. pro ucely této sekce
jako d, ktery asi znate ve tvaru

d: |CLA1+bA2+C|

V citateli je absolutni hodnota vyrazu na pravé strané rovnice piimky p, kde jsme za
proménné x a y dosadili soufadnice bodu A a v ¢itateli je norma (délka) normalového
vektoru pfimky p. Dale si vS§imnéte, ze pokud bod A na pfimce p lezi, pak ihned
dostavame d = 0. Tuto vlastnost by nas vzorec jisté mél mit.

(5.6)

Otazka 5.4: Muze byt jmenovatel ve vzorci (5.6) nulovy? Pokud ano, kdy? Pokud
ne, proc?

Nejprve sestrojme piimku ¢, ktera prochazi bodem A a je kolma na pfimku p. To
je snadné, navic pro lepsi orientaci k dispozici obrazek ¢. 5.3:

« normalovym vektorem pfimky p je vektor 77, = (a, b), takZe za normalovy
vektor pfimky ¢ vezmeme napftiklad vektor 7i, := (b, —a), ktery je o¢ividné
kolmy na 73,

« dale konstantni ¢len v rovnici pfimky ¢ zvolime tak, aby nas bod A na pfimce
lezel.

7V tento okamzik neklesneme na nizkou droven pouhého konstatovani vzorecku. Budme zvidavi,
pro¢ onen vzorecek vlastné vypada tak jak vypada?
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Tyto dva pozadavky okamzité, takika bez pfemysleni, davaji rovnici priky q ve tvaru
q:bxr—ay—bA;+aA; =0.

Dale spoc¢teme prunik pfimky p a g, ktery je na obrazku ¢. 5.3 oznacen symbolem
P. Neznamé soufadnice tohoto bodu P, ozna¢me je sugestivné (z, y), musi spliiovat
jednoduchou soustavu dvou rovnic (tj. soucasné leZet na pfimce p i q):

ar + by = —c,
br — ay = bA; — aA,.

Tuto soustavu je jednoduché vyftesit. Vynasobime-li prvni rovnici a a druhou b, tak
po jednoduché dpravé dostaneme

1
= m(—ac + b2 A; — abAy).

Podobné vynasobenim prvni b a druhé —a dostaneme

Hledanou vzdalenosti d bodu A od pfimky p je pak vzdalenost bodu A od bodu P,
¢ili

d=y/{o— AP+ (y— ) =

1
= m\/(—ac — a2A1 — abA2)2 + (-bC — abA1 — bQAQ)Q =
a
1
T @21 V(a? +0?)(aA +bA; +c)? =
. |&A1 + bA2 + C‘

Va* + b?

Prvni rovnost je pouze vzorec pro Euklidovskou vzdalenost dvou boda. Nasledné
jsme dosadili nAmi napocétené soutfadnice = a y bodu P a vytknuli opakujici se
vyraz ﬁ Poté jsme provedli roznasobéni a pfeusporadani ¢lenti a nakonec jsme

odmocnili (opét nezapominejte na fakt V22 = |z|, z € R).
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q

F)

Obrazek 5.3: K odvozeni vzorce pro vzdalnost bodu A od od pfimky p.

5.3 KruZnice a elipsa

Rovnici kruznice lze snadno sestavit, vzpomeneme-li si opét na Pythagorovu
vétu. Kruznice se stiedem v bodé C' = (¢y, ¢2) a polomérem r > 0 je mnozZina vSech
bodu (z,y), jejichz vzdalenost od bodu C' je rovna r. Takovouto mnozinu lze proto
popsat rovnici

Vi —a)P+y—c)?=r

resp. ekvivalentné
2

(x—c1)*+ (y —c2)? =12
Tato situace je podrobné znazornéna na obrazku ¢. 5.4.
Rovnice elipsy ma tvar

($—01>2 + (9—02)2 —1

. S =1, (57)
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Obrézek 5.4: KruZnice se sttedem v bodé (cy, c2) € R? a polomérem r > 0.

kde a a b jsou kladné parametry a A = (cy, ¢2) je stfed elipsy. Parametry a a b udavaji
délku hlavni a vedlejsi poloosy. Pokud je a = b, dostavame samoziejmé kruznici
o poloméru a. Ilustrace typické elipsy je na obrazku ¢. 5.5.
Pokud chceme elipsu, resp. kruznici, explicitné vyjadrit pomoci parametrizace,
staci si vzpomenout na definici funkei sin a cos vyuzivajici jednotkové kruznice.
Kruznice se stiedem v bodé C' = (¢1, ¢2) a polomérem r je mnoZzina boda

{(c1 +rcost,co +1rsint) | t € (0,2m)}.

Pii této volbé s parametrem ¢ ménicim se od 0 od 27 obihame kruznici proti sméru
hodinovych rucicek a za¢indme i kon¢ime v bodé (¢; + 7, ¢2).

Podobné, pro elipsu se sttedem v bodé (c1, ¢2) a poloosami a, b rovnobéznymi se
soufadnymi osami mame vyjadfeni

{(c1 +acost,co+ bsint) | t € (0,2m)}.

Ohniska

V pripadé kruznice jsme uvedli pékné geometrické vyjadreni: jde o body, ktera jsou
od zadaného bodu (stfedu) stejné daleko. Existuje podobny popis i v pfipadé elipsy?
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&

Obrazek 5.5: Elipsa se sttedem v bodé (cy, ;) € R?, hlavni poloosou b a vedlejsi
poloosou a, 0 < a < b.

Co za geometrickou podminku je skryto v rovnici (5.7)? Tato podkapitola se bude
témito otazkami zabyvat a je v jistém smyslu bonusova. Doplnuje ale predchozi text,
kde zejména rovnice (5.7) se miiZze pozornému Ctenafi zdat jako malo motivovana.

Na otazky v predchozim odstavci 1ze uspokojivé odpovédét nasledujicim zp-
sobem. Ukazeme, Ze elipsu lze popsat jako mnozinu bodt v roviné, jejichz soucet
vzdalenosti od dvou zadanych bodii E = (F1, Ey) a F = (F}, F3) je roven predepsané
hodnoté 2a. O bodech F a F' mluvime jako o ohniscich této elipsy. Zde a je kladny
parametr, jehoz vyznam odhalime zahy, a multiplikativni faktor 2 je zvolen Cisté
z konvenc¢nich davoda. Takovato mnozina boda P v roviné je popsana rovnici

|EP| + |FP| = 2d. (5.8)

Nez se pustime do rozboru této rovnice, tak si uleh¢ime praci, resp. prejdeme do
specialniho souradného systému (viz obrazek ¢. 5.6):

« Za pocatek O zvolime bod lezici piesné uprostred usecky E'F' (mezi body £
a F'), tzv. stied elipsy.

« Vodorovna osa = necht prochazi body £ a F.
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE KRUZNICE A ELIPSA

« Svisla osa y necht je kolma na osu z a prochazi bodem O.

+ Jednotky na osach zvolme tak, Ze vzdalenost O od F (i F') je rovna hodnoté
c>0.

Zdiraznéme, ze toto zjednoduseni nepredstavuje ujmu na obecnosti. Je to i da-
vod, pro¢ se typicky ve skolach zkoumaji jen elipsy s poloosami rovnobéznymi se
soufadnymi osami. Nikdy vas nezajimalo, jestli to neni moc velké omezeni?

V takto zavedeném souradném systému (viz opét obrazek ¢. 5.6) ma bod E sourad-
nice (—c, 0) abode F soutadnice (0, ¢). Rovnici (5.8) lze tak pro bod P o soufadnicich
(x,y) rozepsat explicitné jako rovnici

Vice—a)2+ 2+ /(c—2)? + 42 = 2a.

Obé strany této rovnice jsou nezaporné a proto je tato podminka po umocnéni
a jednoduchych upravach ekvivalentni podmince

V(e —2)2+y2/(c —2)2 +y? = 2a* — & —2® — o

Leva strana této rovnice je nezaporna a proto aby vibec mohla tato rovnice mit
feseni, vyzadujeme 2a®> > ¢* > 0 a déle se zabyvame pouze témi body (z,y) pro
které plati 2a% — ¢? > 2% + ¢/, tj. témi uvnitf disku o poloméru v/2a2 — ¢? a stiedu
v O. Za téchto predpokladid bude umocnéni posledni rovnice stale ekvivalentni
uprava a po jednoduché algebre ziskame rovnici

(a® — )a? + a’y* = a*(a* — &),

resp.

tedy rovnici elipsy se stfedem v bodé O a hlavni poloosou délky a a vedlejsi poloosou

délky b := v/a? — 2.
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5. ANALYTICKA GEOMETRIE KRUZNICE A ELIPSA

Obrazek 5.6: Elipsa s ohnisky v bodech E a F' sestava ze vsech boda P jejichz
vzdalenosti od bodd £ a F' v sou¢tu davaji hodnotu 2a > 0.
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6 Casté problémy

Matematické predméty BI-LA1, BI-DML, BI-MA1 a BI-LA2 se prednasi na Fakulté
informacnich technologii v prvnim ro¢niku a fada studentti ma proto viely vztah
k riznym pocitacovym algebraickym systémim (CAS), at uz se jedna o samostat-
né programy (Mathematica, Maple, Matlab, Sage, Maxima,...) ¢i on-line aplikace
(WolframAlpha, CoCalc). Radi bychom na tomto misté upozornili, Ze ackoliv po-
uzivani téchto systému v zasadé vitame, mohou byt jejich vystupy a chovani pro
uzivatele nedostatecné zasvéceného do ruznych partii matematiky matouci.
Namatkou zminime jiz klasické pasti.

6.1 Chytré kalkulacky jsou az moc chytré

Jak to, ze In(—1), ¢i sin(i), jsou vyhodnoceny a nevraceji chybu?

Prakticky vSechny elementarni funkce lze rozsirit takika na celou mnozinu kom-
plexnich ¢isel. Ano, plati In(—1) = ir a sin(i) = isinh(1). Komplexni analyzou se
vsak v povinnych matematickych predmétech z ¢asovych divoda zabyvat nemuze-
me. Na pfednaskach BI-MA2 vsak alespon zminime, jak definovat e* pro libovolné
komplexni z.

Napiiklad Mathematica implicitné pracuje v ,komplexnim rezimu®. To mtze byt
pro neznalého uzivatele velmi matouci.
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6. CASTE PROBLEMY CHYTRE KALKULACKY JSOU AZ MOC CHYTRE

Jak to, ze v/—1 je vyhodnocena jako % + \/751 ane jako —17?

Pokud jste zvidavi, snadno ovéfite, ze tento vysledek neni Spatny:
3
1 V3,
— + —1 —
2 2

LProblém" tkvi v tom, Ze v komplexnich ¢islech ma uloha
2=-1, zeC,
celkem tfifeSeni. To, které jsme dostali, je tzv. principialni feseni - feSeni s nejmensim

Largumentem”.

Rovnost v CAS Mathematica

V CAS Mathematica maji razné symboly rovnosti nasledujici vyznam.
« Symbol == se pouziva ve smyslu logické rovnosti (porovnani, zapis rovnic).
« Symbol = se pouziva ve smyslu pfifazeni.
+ Symbol :=mé vyznam ,opozdéného vyhodnoceni.

Demonstrujme tento rozdil na ptikladé. Vystupem tohoto kédu

a = 4;
b = a;
Print[b]
a=2;
Print[b]
je

4

4
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6. CASTE PROBLEMY CASTO KLADENE DOTAZY

Naopak vyhodnoceni bunky s obsahem

a = 4,
b := a;
Print[b]
a = 2;
Print[b]

ma za nasledek vystup

6.2 Casto kladené dotazy

Zde shrnujeme nejcastéjsi dotazy, problémy a omyly, na které studenti zejména na
zacCatku semestru narazeji a na které lze upozornit jiz nyni.

Na stiedni skole jsme to délali/znacili/nazyvali jinak

To je mozné a naprosto v poradku. Neocekavate ale prece, Ze vSichni na celém svété
budou ctit pfistup, ktery jste na stfedni skole méli. Rtizni lidé mohou pouzivat rizné
konvence a mit k tomu velmi dobré davody.

Pokud studujete néjaky material, pak je rozumné se nejprve seznamit s jazykem,
ktery tento material pouziva. Napriklad ve studijnim textu k BI-MA1 je hned na
zacatku uveden seznam symboll a na konci rejstiik pojm umoziujici snadno
konkrétni definice dohledat.

Jako konkrétni pripad uvedme pojmy tykajici se monotonie funkci a posloupnosti
(rostouci, ostfe rostouci, nerostouci aj.). Existuje nékolik variant tohoto nazvoslovi.
My pouzivame pouze jednu, aby nedochazelo ke zmatktim. Viz prednasky a poznam-
ky k prednaskam.

Tato poznamka se netyka jenom matematiky, plati naprosto obecné.

Inkluze

Nejen v pfedmeétu BI-MA1 pouzivame pro inkluzi pouze symbol C a nerozlisujeme
mezi vlastni a nevlastni podmnozinou. Tj. inkluze A C B plati pravé tehdy, kdyz
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6. CASTE PROBLEMY CASTO KLADENE DOTAZY

kazdy prvek mnoziny A patfi do mnoziny B. Specialné pro libovolnou mnozinu
plati A C A. V celém kurzu bez problému vystacime s timto jednim pojmem.

V textech, kde se mezi vlastni a nevlastni podmnozinou rozlisuje, byva zvykem
k tomu vyuzivat i specialni znaceni A C Ba A C B.

Defini¢ni obory trigonometrickych funkci

Funkce sin, cos, tg nejsou prosté a tudiz k nim neexistuji inverzni funkce. Lze je
ov$em zuzit na obor, kde jsou prosté a k témto prostym zazenim pak sestrojit inverzni
funkce. Je ale nekone¢né mnoho zptsobt, jak tyto funkce zuzit a vyrobit tak prosté
funkce. Standardni volba je nasledujici

-1
arcsin = (sin‘ ) )
(=m/2,7/2)

-1
<0,7r>) ’

arctg = [ t ‘
& (g(ﬂ/%r/?))

Odtud plynou nasledujici vztahy

arccos = (COS

-1

Darcsin = <_17 1>7 Harcsin = <_7T/27 7T/2>7
Darccos = <_]-7 ]—>a Harccos = <O,7T>,
Darctg - R, Harctg - (_77/27 71—/2)

Nula na nultou

Algebraicky vyraz 0° definujeme jako 1. Nula v exponentu vyjadiuje prazdny souéin
(neni co nasobit) a vysledkem je proto neutralni prvek viici nasobeni, tedy 1. Podobné
u prazdné sumy je vysledkem 0, neutralni prvek vici séitani.

Nutna podminka, smér implikace

Pokud plati implikace A = B, pak o B ¢asto mluvime jako o nutné podmince pro A.
Pokud B neplati, pak nutné nemuze platit A (protoze kdyby A platilo, pak plati B).
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7 Prehled pouzitého znaceni

Symbol Vyznam

= symbol rovnosti
= defini¢ni rovnost, symbol nalevo je definovan pravou stranou

#+ symbol nerovnosti

a<b a je mensi nebo rovno b
a>b a je vétsi nebo rovno b
a<b a je mensi nez b

a>b a je vétsinez b
N={1,2...} mnoZina pfirozenych ¢isel

No ={0,1,2,...} mnoZina ptirozenych ¢isel s 0
Z mnozina celych cisel

Q mnozina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych cisel

C mnozina komplexnich ¢isel

Re 2z realna cast komplexniho ¢isla 2

Im 2 imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z

(a,b) otevfeny interval, uspofadana dvojice nebo bod v roviné
(a,b) uzavieny interval

ACB A je podmnoZzinou mnoziny B, pfipoustime A = B
AUB sjednoceni mnozin A a B

ANB prunik mnozin A a B

AN B rozdil mnozin

Ax B kartézsky soucin mnozin A a B

| Al pocet prvki mnoziny A

reA x je prvkem mnoziny A
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7. PREHLED POUZITEHO ZNACENT

Symbol Vyznam

r¢ A x neni prvkem mnoziny A
konjunkce

disjunkce

implikace

ekvivalence

obecny kvantifikator
existencni kvantifikator
D¢ nebo D(f) defini¢ni obor funkce f
Hy nebo H(f) obor hodnot funkce f

|_|_|<E1IU<>

e Eulerovo ¢islo

T Ludolfovo ¢islo

i imaginarni jednotka

sin funkce sinus

cos funkce kosinus

tg funkce tangens

cotg funkce kotangens

arcsin funkce arkus sinus

arccos funkce arkus kosinus

arctg funkce arkus tangens

log, logaritmus o zékladu a, 0 < a # 1
In pfirozeny logaritmus, tj. log,
log dekadicky logaritmus, tj. log,,
|x] dolni celé ¢ast realného ¢isla
[x] horni cela ¢ast realného cisla x
|| absolutni hodnota ¢isla

n! faktorial ¢isla n

) kombinaéni ¢islo

V nasledujici tabulce jsou uvedena casto pouzivana fecka pismena i s jejich
pribliznou ¢eskou vyslovnosti.

Recké pismeno Kapitadlka Ceské vyslovnost LaTeX

a alfa alpha
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7. PREHLED POUZITEHO ZNACENT

Recké pismeno Kapitadlka Ceskéa vyslovnost LaTeX
15} beta beta

7y r gama gamma
) A delta delta

€ epsilon epsilon
¢ zeta zeta

i éta eta

0 ) théta theta

K kapa kappa
A A lambda lambda
L mi mu

v ny nu

19 = ksi xi

7T IT pi pi

p rod rho

o by sigma sigma
T tau tau

® ) fi varphi
X chi chi

P v psi psi

w Q omega omega
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Odpovédi na nékteré otazky

T

5= % protoze je 1ze napsat jako podil celych ¢isel, presné

dle definice. Iracionalni jsou 7 a sin § = ‘/75
Cisla.

2.1 Racionalni jsou % a sin

protoze vime, Ze 7 a V2 jsou iracionalni
2.2 1. soudélna (obé déli 7), 2. ani nesoudélna, ani soudélna, nejedna se o dvojici
celych ¢isel, 3. nesoudélna (obé jsou prvocisla).

2.3 Z;‘ZI(Q J — 1) = n?. Tento vztah laskavy ¢tenéat snadno dokaze pomoci mate-
matické indukce.

3.1 Poporadé AN B = (1,2)aB~ A= (3,4)

3.2 Obé m - n.

3.3 Z rovnosti ijk = —1 vynasobenim k zprava plyne —ij = —k a tedy ij = k.
Podobné z rovnosti ijk = —1 vynasobenim postupné i zleva a poté i j zleva ziskame
—k =ji.

34 a)Rez = 10,Imz = —5,b)Rez = 3,Imz = —4,c)Rez = —1,Imz = 1, d)
1

2 —_1
Rez= ¢, Imz = —=.

3.5 a) omezen4, b) pouze zdola omezena, c) neni zdola ani shora omezena, d) omeze-

na.
3.6 aymin A = —1, max A = 3, b) nem4 minimum, max B = a, ¢) minC = —1,
max C' = 1, d) min D = —1, nema maximum, €) nema maximum ani minimum.
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3.7 Nema. Aby tato otazka méla nadéji na aspéch, musela by tato mnozina mit
néjaky prvek.

3.8 Neni. Cislo 2 je sudé a je prvocislem.
3.9 Ano, v ptipadé g = 1 plati Z ¢t =n.
k=1

3.10 5, —6.
3.11 Ani jeden ze zapist neni jednoznacny.

4.1 Tvrzeni neni pravdivé, uvazte libovolné zaporné c¢islo z. Pro vsechna realna «

plati Va2 = |z|.

4.2 Neni. Napftiklad libovolna pfimka rovnobézna s osou y neni grafem zadné funkce,
tedy ani funkce tvaru y = ax + b s redlnymi a, b.

4.3 Ne. Linearni funkce f(z) = 0 splyva s osou x a pruse¢ik s ni je tedy nekone¢né
mnoho.

1++5

44 ¢ = 5

4.5 1. ne, 2. ano, 3. ano, 4. ano.
4.6 1.3a—4,2.1,—2a3,3. —2a2.

4.7 Oznacime-li kofeny jako z1, 3, .. ., x,, pak roznasobenim faktorizace polynomu
na kofenové ¢initele dostavame ag = (—1)"x 29 - - - Ty.

4.8 Oznacime-li si ptislu$né kofeny x4, x5, x3, pak rozndsobenim (x—x1) (z—x2) (x—
x3) a porovnanim koeficientl ziskdme —ay = x1 + x9 + 23, a1 = T122 + Tox3 + 123
adyg = —T1TX2T3.

s 1
411 1.%,2 -1
4.13 R~ {0}. Pozor, tato funkce neni totozna s funkci h(x) = 2log,(z).
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

51 2 +2y—5=0.

5.2 (z,y)=(—-1,-1)+1t-(2,3).

53 7z —y—10=0.

5.4 Nulovy byt nemuze, v tom pfipadé by odpovidajici rovnice byla tvaru ¢ = 0,

coz v roviné predstavuje bud prazdnou mnozinu, nebo celou rovinu. Ani v jednom
pripadé nejde o primku.
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