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Q Motivace a prehled

© Voronoi diagram

© Delaunay triangulace

@ Dualita Voronoi-Delaunay

© Konvexni obalka

@ Lifting a dalsi duality

@ Konstrukce Voronoi diagramu
@ Konstrukce Delaunay triangulace
© Grafy blizkosti

@ Degenerace a varianty

@ Shrnuti

@ 3D varianty
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@ Patfi mezi nejzakladnéjsi struktury vypocetni geometrie.

@ Prirozené modeluji blizkost, vliv a sousednost.
o Objevuji se v:

e meshingu a FEM,
interpolaci a rekonstrukci povrchi,
nearest-neighbor tlohach,
GIS a navigaci,

]
o
]
e proximity grafech a geometrickych algoritmech.

Hlavni idea

Voronoi fika: , kdo vladne které Casti prostoru®.
Delaunay fika: ,,kdo je s kym prirozené soused".
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Mentalni mapa

Mnozina bodii P C R2

Voronoi diagram Delaunay triangulace

Grafy blizkosti

Konvexni obalka

Konstrukce Voronoi Flipy / inkrementaln{ build Lifting / convex hull EMST, Gabriel, RNG
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Voronoi diagram: definice

o Mg&jme body P = {p1,...,pn} C R?.

@ Voronoi buiika bodu p; je mnozina bodi
roviny, které jsou k p; alespon tak blizko
jako ke vsem ostatnim bodim.

V(pi) = {x € R? | d(x, pi) < d(x,p;),Vi # i}

@ Voronoi burky jsou konvexni

polygonalni oblasti.
Kazdému bodu pfiradime oblast jeho ,vlivu*. @ Hrana oddéluje dva body.

@ Vrchol byva stejné vzdaleny od tii
bodi.
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Voronoi diagram: lokalni prvky

Prvek  Vyznam Geometricka interpretace

Buiika oblast vlivu bodu body blizsi danému generédtoru nez ostatnim
Hrana rozhrani dvou bunék osa Usecky mezi dvéma body

Vrchol setkani hran bod stejné vzdaleny typicky od tii generatori

Obecné poloha

Pokud nejsou Ctyti body soukruznicové, Voronoi vrcholy maji stupen 3 a Delaunay triangulace je
jednoznacna.
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Delaunay triangulace: definice

@ Delaunay triangulace je triangulace bodl P,
kterad spliuje empty circle property.

@ Kazdy trojihelnik ma opsanou kruznici, v
jejimz vnittku nelezi Zadny dalsi bod
mnoziny.

Ekvivalentni charakterizace

Delaunay propojuje body, které jsou ,,pFirozenymi
sousedy".

Hrana (pj, pj) je Delaunay hrana pravé
tehdy, kdyz existuje kruznice
prochazejici body p;, p;, ktera uvnit¥
neobsahuje zadny dalsi bod.
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Delaunay: proc je uzitecna

Vyhody Klicova vlastnost

+ dobra kvalita trojihelnikd, Max-min angle: mezi triangulacemi

stejné mnoziny bodi preferuje Delaunay

+ vyhyba se velmi ostrym dhldm,
ty, které se vyhybaji malym Ghlim.

+ prirozena vazba na Voronoi diagram,

+ obsahuje EMST jako podgraf. I K ii¢ova viastnost

Rendering: je idealni pro renderovaci

pipeline kvili normaldam ve vrcholech a
— degenerace pfi soukruznicovych bodech, lokalnim informacim.

\,

— vynucena triangulace nemusi respektovat
omezeni hran,

— pro nékteré aplikace je tfeba constrained
variant.

Radek Richtr Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality 30. bfezna 2026



Voronoi a Delaunay jsou dudlni

@ Kazdému bodu Voronoi odpovida vrchol
Delaunay.

@ Kazdé Voronoi hrané odpovida Delaunay
hrana.

o Kazdému Voronoi vrcholu odpovida
Delaunay trojuhelnik.

dvé Voronoi bunky sousedi <= odpovidajici
body spojuje Delaunay hrana,

@ Voronoi vrchol je stfed opsané kruZnice
prislusného Delaunay trojdhelniku.
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Dualita: tabulka korespondenci

Voronoi  Delaunay Vyznam

burnka vrchol oblast vlivu jednoho bodu

hrana hrana dva body jsou prirozeni sousedé

vrchol trojuhelnik tfi body sdileji prazdnou opsanou kruznici

Disledek

Mnoho tvrzeni Ize dokazovat dvéma zpUsoby:
@ v primalu na Delaunay triangulaci,

@ nebo v dualu na Voronoi diagramu.
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Konvexni obalka: definice

e Konvexni obalka mnoZiny bodii P C R? je
nejmensi konvexni mnozina obsahujici
vSechny body.

o Lze ji chapat jako:
e prinik vSech konvexnich mnozin
obsahujicich P,
e nebo polygon tvoreny extrémnimi body.

Kdybychom kolem bodii natahli gumicku a
pustili ji, vysledny obrys je konvexni obalka.
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: zakladni pojmy

Pojem

Vyznam

Intuice

Extrémni bod

Vnit#ni bod
Horni/dolni obalka
Podpirna primka

bod, ktery lezi na obalce

nelezi na obalce

horni a dolni fetéz polygonu

pfimka dotykajici se obalky z jedné
strany

nelze jej vyjadrit jako konvexni kom-
binaci jinych bodi

je ,uvnitf gumicky"

dadlezité pro monotone chain

lokaIni  charakterizace extrémnich
bodi

Radek Richtr
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Jak konvexni obalku konstruovat?

Klasické pristupy Dalsi dilezité pristupy
e Jarvis march (O(nh)) @ Quickhull
@ Graham scan (O(nlog n)) e Chaniv algoritmus (O(nlog h))
@ monotone chain (O(nlog n)) @ Melkmaniv algoritmus pro uspofadany
o divide-and-conquer (O(nlog n)) VL

Algoritmicka pointa

Rizné algoritmy optimalizuji jiny trade-off:
jednoduchost, asymptotiku, zavislost na
poctu vrcholl obalky h, nebo specialni
vstupni strukturu.
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Jarvis march (gift wrapping)

@ Zacneme bodem, ktery jisté lezi na obalce.

@ V kazdém kroku vybirdme bod s nejvice
proti-smérnym natocenim.

@ Obdlku doslova ,,obalujeme" bod po bodu.
Vyhody / nevyhody

+ velmi intuitivni,
O(nh) + output-sensitive,

kde h je potet vrcholti obalky. — v nejhorsim piipadé O(n?).
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Grahamiv scan

@ Vybereme jisty bod obalky.
@ Ostatni body sefadime podle polarniho Ghlu.

o Poté je linedrné prochazime a udrzujeme
zasobnik vrcholl obalky.

Vyhody / nevyhody

+ klasicky a velmi Cisty algoritmus,
O(nlog n) -+ dobre vysvétluje orientacni testy,

Sort je dominantni krok. — vyzaduje globalni tridéni.
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Monotone chain / horni a dolni obélka

@ Body sefadime podle x-ové soufadnice.
@ Zvlast konstruujeme dolni a horni obalku. o

@ Obé c&asti pak spojime. ¢ —)

O(nlog n)

Stejné jako Graham, ale implementaéné byva

vvvvvv
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Divide-and-conquer pro konvexni obalku

@ Body rozdélime na levou a pravou polovinu. !
@ Rekurzivné spocteme dvé konvexni obdlky. '

o Vysledek ziskdme nalezenim horni a dolni
teCny a slepenim obou polygoni.

O(nlog n)

N,

Vyhody / nevyhody
+ elegantni rekurzivni pohled,
-+ dobre se napojuje na jiné geometrické D&C
algoritmy,

30. brezna 2026
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Quickhull

@ Podobna intuice jako quicksort: o

e najdeme extrémni body,
e rozdélime data podle podpirné pfimky,
o rekurzivné hleddame body nejdal od hrany.

o Casto byva rychly v praxi.

Priimérné ¢asto kolem O(nlogn), ale v
nejhor$im ptipadé miize byt O(n?).

Vyhody / nevyhody

+ velmi prakticky algoritmus,
+ jednoducha geometricka intuice,

— slabsi worst-case garance.
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Chaniv algoritmus

@ Kombinuje vyhody:
o Graham-like lokalnich obalek,
e a Jarvis-like output-sensitive wrapping.

Proc¢ je dilezity

@ ukazuje vyznam parametru h,
e Je asymptoticky optimalni v rovin&: @ je vyborny jako pfiklad
output-sensitive algoritmu,

O(nlog h) @ propojuje teorii a navrh algoritma.

kde h je pocet vrcholli obalky.

Didakticka pointa

Krasny priklad algoritmu, ktery kombinuje dvé
pomalejsi myslenky do asymptoticky lepSiho
celku.
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Melkmaniv algoritmus

@ Specidlni algoritmus pro body zadané jako -
P & pro 5ocy ) Kdy se hodi

jednoduché polyline nebo polygon v poradi.
@ hranice objektu uz je zadand v

poradi,

@ Pouziva deque a bézi v linedrnim Case.

@ nepotrebujeme obecny hull nad
neusporadanymi body,

O(n)

pro tento specialni vstupni model.

@ chceme linearni algoritmus.

Didakticka pointa

Nejde jen o obecny problém, ale i o to, jak moc
strukturovany vstup dostavame.
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Srovnani algoritmi konvexni obalky

Algoritmus Slozitost Hlavni idea Kdy je zajimavy

Jarvis march O(nh) gift wrapping kdyz je h malé

Graham scan O(nlog n) sort + scan klasicky vyukovy stan-
dard

Monotone chain O(nlog n) upper/lower hull praktickd implementace

Divide-and-conquer O(nlogn) rekurze + tecny elegantni  algoritmické
paradigma

Quickhull avg. O(nlogn), worst farthest-point recursion  prakticky rychly

o(n?)
Chan O(nlog h) output-sensitive hybrid  teoreticky velmi dillezity
Melkman O(n) deque na polyline specidlni  uspofadany

vstup

Radek Richtr
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Lifting na paraboloid

e Bod (x,y) zobrazime na paraboloid
(x,¥) = (x,5,x* + y?).

@ Delaunay triangulace v roviné odpovida
projekci dolniho konvexniho obalu lifted N
bodi.

Proc je to krasné
Tim se Cisté planarni problém prevadi na problém

konvexniho obalu v R3. )

Didakticka pointa

Delaunay neni jen kombinatoricka triangulace,
ale i stin vyssi-dimenzionalni konvexni struktury.
v
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exni obalka a Delaunay: pro¢ to patfi do jedné prednasky

@ Konvexni obalka je sama o sobé zakladnfi
problém.

Pedagogicka pointa

Hull neni izolované téma, ale soucast

@ Pres lifting ale zaroven pfimo vysvétluje: S : e
Vvets( sité dualit a algoritm.

e pro¢ Delaunay funguje,

e pro¢ je Voronoi jeho dual,

o jak planarni problém prevést na vyssi
dimenzi.

Hlavni vazba

Delaunay v R?  +—  dolni convex hull v R3
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Power diagram a regular triangulation

@ Pokud bodlim ptiradime vahy, dostavame
misto Voronoi diagramu power diagram.

Rozsitujici téma

@ Jeho dualem je regular triangulation. Vel J2 wieainy mest i

@ weighted nearest neighbors,
@ alpha shapes,
Voronoi—Delaunay dualita neni izolovany jev, ale

@ anisotropickym metrikam,
Clen Sirsi rodiny dualit mezi:

@ vyssim dimenzim.

@ rozklady prostoru,

@ a triangulacemi/komplexnimi grafy
sousednosti.

N\
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Jak Voronoi diagram konstruovat?

Primé geometrické konstrukce Hlavni pointa

@ priinik polorovin pro kazdou bunku, Voronoi diagram lze ziskat nékolika zcela
@ lokalni konstrukce os tsecek, odlisnymi pohledy:
o vhodné hlavn& didakticky. @ jako priinik geometrickych omezeni,

@ jako dynamicky sweep,

@ jako dual triangulace,
@ Fortunelv sweep line, @ jako projekci vyssi-dimenzionalni
o divide-and-conquer, struktury.

@ konstrukce pres Delaunay dual,

A

o lifting / convex hull.
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1. Prima konstrukce bunky jako priinik polorovin

@ Pro zvoleny bod p; vezmeme pro kazdy jiny N
bod p; osu tsecky pip;.

@ Ta urcuje polorovinu bodi blizsich k p; nez
k Pj-

@ Voronoi bunka je priinik vsech téchto
polorovin.

Velmi Cista definice a skvély didakticky zaklad.

R

Nevyhoda

Neni to nejefektivnéjsi globalni konstrukce pro
celé velké diagramy.
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2. Fortuneiiv sweep-line algoritmus

@ Sweep line postupuje rovinou shora dold.

o Klicovy objekt je beach line tvorena

parabolickymi oblouky. /m
swge e
o Udalosti: :

e site event — prichazi novy bod,
e circle event — mizi oblouk a vznika
Voronoi vrchol.

Jde o elegantni O(nlog n) konstrukci Voronoi
diagramu.

Radek Richtr
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3. Divide-and-conquer

@ Body rozdélime na levou a pravou polovinu.

@ Rekurzivné spocteme dva Voronoi diagramy.

@ Pak je spravné spojime.

L, o
Vyhoda

Elegantni algoritmické paradigma a také
O(nlog n).

.

Nevyhoda

Slucovani obou diagrami je koncepéné i
implementacné méné primocaré.

\,
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4. Konstrukce pres Delaunay dual

@ Nejprve spo¢teme Delaunay triangulaci.

@ Potom z ni ziskdme Voronoi diagram jako
dualni strukturu.

@ Prakticky je to velmi vyhodné:

e triangulace se dobre uklada,
e Voronoi Ize odvozovat podle potreby.

Misto pfimé konstrukce Voronoi nékdy dava
smysl stavét nejprve Delaunay.
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5. Lifting a konvexni obal

e Body (x,y) liftujeme na paraboloid:
(x:x) = (% y, X% + y2).

@ Dolni konvexni obal lifted bod( urluje
Delaunay triangulaci.

@ Z ni pak opét odvodime Voronoi diagram.

Spojuje Voronoi/Delaunay s velkym tématem
konvexnich obald.

Radek Richtr

Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality
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Srovnani konstrukci Voronoi diagramu

Metoda Hlavni princip Silna stranka Slabsi stranka

Prinik polorovin definice bunky didakticka cistota ne globalné nejpraktic-
tejsi

Fortune sweep sweep line + beach line elegantni O(nlog n) slozitéjsi implementace

Divide-and-conquer rekurze 4+ merge klasické paradigma merge faze je subtilni

Ptes Delaunay dual nejdfiv triangulace velmi praktické nepfimo  pres jinou
strukturu

Lifting prevod na convex hull hluboky  geometricky konceptudlné narocCnéjsi

pohled
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Jak Delaunay triangulaci konstruovat

Inkremetalni vkladani

Divide and conquer

@ priddvame body jeden po druhém, @ rozdél body,
@ opravujeme konfliktové trojahelniky, @ spocti rekurzivng,
o |okalné retriangulujeme. | @ spoj dvé triangulace.
Edge flips Dual / lifting pFistup
@ zac¢neme libovolnou triangulaci, @ pres Voronoi dual,
@ nelegalni hrany preklapime, @ nebo pres convex hull lifted bodi.

@ dojdeme k Delaunay triangulaci.
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Lokalni legalita hrany a flip

@ U cCtyf bodi tvoricich konvexni Ctyfahelnik
existuji dvé mozné diagonaly.

@ Hrana je ilegalni, pokud protéjsi bod lezi
uvnitf opsané kruznice sousedniho
trojahelniku.

o Flip diagonaly lokalné zlepsuje triangulaci
smérem k Delaunay.

Didakticka pointa

Delaunay Ize chapat jako triangulaci, ve které uz
7adna hrana nechce byt preklapéna.
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Euclidean Minimum Spanning Tree (EMST)

o Uplny eukleidovsky graf nad body ma ©(n?)
hran.

@ EMST je minimaln{ kostra tohoto
geometrického grafu.

@ Zasadni fakt:

EMST(P) C DT(P)

Disledek

Nemusime hledat MST v Gplném grafu, stadi
hledat MST na hranach Delaunay triangulace.

Algoritmicka pointa

Delaunay triangulace ma jen O(n) hran, takze
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Gabriel graph a Relative Neighborhood Graph

Graf Definice hrany (p, q) Vztah
Gabriel graph disk nad pg jako primérem je prazdny podgraf Delaunay
RNG zadny bod neni bliz k obéma nez p,q podgraf Gabriel graphu
navzajem
EMST minimaln{ kostra eukleidovského Gplného  podgraf RNG
grafu

Retézec inkluzi

EMST C RNG C Gabriel C Delaunay
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Gabriel vs. RNG vs. EMST vs. Delaunay
Delaunay
bohaty graf pfirozenych sousedi EMST C RNG C Gabriel C DT

Didakticka pointa

Jde o postupné Fidnuti grafu, ale stale
s geometrickym vyznamem.

primérovy disk

jesté prisnéjsi sousednost podle luny

uz jen minimum hran potfebnych ke spojeni
vsech bodl s minimalni celkovou délkou
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Degenerace

@ Pokud jsou Ctyfi body soukruznicové, Delaunay triangulace nemusi byt jednoznacna.

@ Pokud jsou body kolinearni, triangulace se rozpada na degenerovany pfipad.
@ V implementacich je potreba fesit:
e numerickou robustnost,

e symbolické perturbace,
e exact predicates / filtered kernels.

Praktickd poznamka

Geometrické algoritmy jsou ¢asto méné omezené teorii nez plovouci desetinnou aritmetikou.
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Dalsi souvisejici

Primo navazujici

@ constrained Delaunay triangulation, nearest neighbor a proximity queries,

e weighted / regular triangulations, mesh generation,
@ power diagrams, interpolation a natural neighbors,

@ alpha shapes. vyssi dimenze.
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Hlavni zavér

geometrie. Nejde jen o dva ekvivalentni pohledy na stejna data, ale o centrum celé rodiny
struktur: grafl blizkosti, EMST, konvexni obalky pres lifting, weighted variant i meshingovych
algoritm.

@ Voronoi: ,rozdéleni prostoru podle vlivu"
@ Delaunay: , graf pfirozenych sousedd”
@ Convex hull: ,, geometrické pozadi liftingu"

e EMST: ,fidky optimalni podgraf uvnitf Delaunay”
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Take-away slide

Voronoi déli prostor.
Delaunay propojuje sousedy.
Convex hull vysvétluje lifting.

EMST vybira to nejnutnéjsi.

Ctyfi pohledy na stejnou geometrii.
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Prechod z 2D do 3D

e Ve 2D: . TR
. , - Didakticka pointa
e Voronoi = rozklad roviny na polygonalni
buiiky, 2D intuice zistava spravna, ale:
o Delaunay = triangulace. @ kombinatorika je bohatsi,
o Ve 3D: e algoritmy jsou sloZit&jsi,
e Voronoi = rozklad prostoru na polyedrické . v v,
buiiky @ degenerace jsou Castéjsi a
o Delaunay = tetrahedralizace. neprijemné&jsi. )

Hlavni zména

Vsechny dimenze objektli se posunou o jedna:
@ hrana — faseta,
@ trojuhelnik — tetraedr,
@ polygonalni bunka — polyedricka burka.
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3D Voronoi diagram

@ Pro mnozinu bodii P C R? je Voronoi
bunika bodu p; mnozina vSech bodi
prostoru, které jsou k p; nejblize.

o Kazda bunka je konvexni polyedr.

@ Dvé sousedni bunky sdileji Voronoi fasetu.

Lokalni prvky Ve_3D uz,bodu neprl_s|u5| polygon, ale
= _ objemova oblast vlivu.
@ bunka = 3D oblast vlivu,

@ faseta = rozhrani dvou bunék,

@ hrana = prilinik dvou faset,

@ vrchol = bod stejné vzdaleny typicky od
Ctyt generatord. )

30. brezna 2026
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3D Delaunay tetrahedralizace

@ Dualem 3D Voronoi diagramu je Delaunay
tetrahedralizace.

@ Misto triangulace roviny dostavame rozklad

konvexniho obalu bod(i na tetraedry. 3D obdoba
e Plati 3D analogie empty circle property: Trojahelnik — tetraedr
o kazdy tetraedr ma opsanou sféru, kruznice — sféra.
e uvnitf této sféry nelezi Zadny dalsi bod
mnoziny.

V 3D uz nenfi vSe tak pékné planarni:

@ grafové intuice jsou slabsi,

o lokalita je slozité&jsi,

v

@ pocet tetraedril miize byt vyrazné vétsi.

Radek Richtr Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality 30. bfezna 2026



3D dualita Voronoi—Delaunay

Voronoi v 3D Delaunay v 3D Vyznam

burika (3D) vrchol oblast vlivu jednoho bodu

faseta (2D) hrana dva body jsou sousedé

hrana (1D) trojihelnikova sténa tfi body sdileji spole¢nou dualitu
vrchol (0D) tetraedr &tyfi body leZi na prdzdné opsané sfére

Kli¢ova pointa
V 2D: Voronoi vrchol <+ Delaunay trojihelnik.
V 3D: Voronoi vrchol <> Delaunay tetraedr.
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3D empty sphere property

@ Ve 2D byl rozhodujici pojem prazdna
kruznice.
. L. L GPrazdna sféra,
@ Ve 3D je analogii prazdna sféra.
o Cty¥i body tvo¥i Delaunay tetraedr pravé
tehdy, kdyz existuje sféra prochazejici
témito Ctyfmi body bez dalSich bodd uvnitt.

Na obrazku je jen projekéni ndznak —
Didakticka pointa skuteény objekt je 3D.

Velka Cast teorie se prenasi doslova, jen:

kruznice — sféra
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Lifting ve 3D

. . . 3
e Ve 2D liftujeme (x, y) na paraboloid v R>: eyl et

To je presné ten moment, kdy je vidét,
ze:
e Ve 3D liftujeme (x,y, z) do R*: o Voronoi,

(x,y) = (X, ¥, x>+ y?).

(x,y,2) = (x,y, 2, x>+ y? + 22). @ Delaunay,
@ a convex hull
@ 3D Delaunay tetrahedralizace odpovida jsou soucdst jedné hlub geometricks

projekci dolniho konvexniho obalu v R%. rodiny.

.

Hlavni myslenka

3D Delaunay neni jen prostorova
tetrahedralizace, ale stin vyssi-dimenzionaln{
konvexni struktury.

30. brezna 2026
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Jak 3D Voronoi / Delaunay konstruovat

Prakticka poznamka

@ inkrementalni vkladani, Ve 3D jsou algoritmy:

@ divide-and-conquer, @ kombinatoricky bohatsi,

o lifting + convex hull, @ implementacné vyrazné citlivéjsi,

o flip-based pfristupy. @ silné zavislé na robustnich predikatech.

Didakticka pointa

Nejde o Gplné nové paradigma — spis o
stejnou teorii v dimenzi, kde se vSechny
potize zesiluji.
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Co se zhorsuje

Vv

komplikovanéjsi kombinatorika,
vice typl degeneraci,
slozitéjsi data structures,

vétsi naroky na robustnost,

tézsi vizualizace i ladéni.

Co zlstava

@ dualita Voronoi—Delaunay,
@ empty circle/sphere intuition,
@ lifting na paraboloid,

@ vyznam pro nearest-neighbor a meshing.

3D je krasné, ale mnohem méné

,odpousti*:
@ teorii,
@ implementaci,

@ numeriku.

Radek Richtr Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality
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3D aplikace

tetrahedral meshing,

Most k dalsim tématim

eoscience a modelovani poli, -
& P 3D Delaunay otevira cestu k:

@ constrained / conforming

tetrahedralizacim,

o

o

@ rekonstrukce objemovych dat,

@ nearest-neighbor a spatial analysis,
o

simulace a FEM.

@ weighted 3D diagramim,

Dtivod relevance @ alpha complexes,

Pravé ve 3D se Voronoi a Delaunay ¢asto stavaji @ higher-dimensional geometry. )
nejen hezkou teorii, ale opravdu pracovnim

nastrojem.
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2D vs. 3D: rychlé srovnani

Aspekt 2D 3D

Voronoi prvek polygonalni bunka polyedrickd bunka

Delaunay objekt trojihelnik tetraedr

Empty property  prazdna kruznice prazdna sféra

Dualita vrcholu  Voronoi vrchol < trojahelnik Voronoi vrchol < tetraedr

Lifting do R3 do R*

ObtiZnost velmi dobfe zvladnutelna intuici vyrazné tézsi kombinatoricky i imple-
mentacné
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Kam bych 3D cast vepsal do prednasky

@ nejprve vystavét Cistou 2D intuici,
@ potom ukéazat dualitu a lifting,
© nasledné rict: ,vSechno to jde zobecnit do 3D, ale za vyssi cenu®,

@ a teprve pak ukézat tetrahedralizaci, polyedrické buriky a lifting do R*.

Didakticka pointa

3D je idealni jako rozsiveni, ne jako vychozi bod.
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3D konvexni obalka: definice

@ Pro mnozinu bodii P C R3 je konvexni
obalka nejmensi konvexni mnozina
obsahujici vsechny body.

@ Ve 3D je vysledkem konvexni polyedr.

@ Jeho hranice se sklada z:

e vrchold,
e hran,
o faset.

Ve 2D jsme kolem bodii natahli gumicku. Ve 3D
si miZeme predstavit ,, smrstujici se folii“, ktera
body obali zvenku.

Diilezita vazba
Radek Richtr

30. brezna 2026
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Jak se 3D hull lisi od 2D hullu

Aspekt 2D 3D

Vysledek konvexni polygon konvexni polyedr
Hrani¢ni prvky vrcholy, hrany vrcholy, hrany, fasety
Kombinatorika relativné jednoducha vyrazné bohatsi
Vizualizace snadna obtiznéjsi
Implementace  pomérné primocara podstatné slozitéjsi

Didakticka pointa

Ve 3D se neménf definice, ale dramaticky roste:

@ kombinatoricka slozitost,
@ pocet pripadi,
@ néro¢nost merge/incremental kroki,

@ citlivost na degenerace.

.
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3D konvexni obalka: viditelné fasety

@ Ve 3D hraje zasadni roli pojem visible
facets.

@ Kdyz priddvame novy bod p, nékteré fasety
obdlky jsou z p viditelné.

o Tyto fasety odstranime a novy bod spojime
s tzv. horizonem.

Horizon je uzavreny fetéz hran mezi:
o viditelnou casti obalky,

@ a neviditelnou Casti obalky.

\,

To je zakladni geometricka intuice pro
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Konstrukce 3D konvexni obalky: hlavni pfistupy

Incremental / randomized incremental

@ priddvame body postupné,
@ hledame viditelné fasety,

@ vytvarime nové fasety pres horizon.

Divide-and-conquer
@ rozdél body na dvé Casti,
@ spocti dvé obalky,

@ slouc je nalezenim spolecného obalu.

Radek Richtr

Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality

@ prakticky oblibeny pristup,
@ podobna intuice jako ve 2D,

@ ale vyrazné slozitéjsi prace s fasetami.

Triangulation-based / dynamic
o CGAL vyslovné uvadi i plné dynamicky
vypocet pres triangulaci,
@ vhodné, kdyZ se body méni nebo
pridavaji online.

A
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Divide-and-conquer ve 3D

@ Ve 2D merge znamenal nalezeni horni a
dolni teCny.

@ Ve 3D je merge mnohem tézsi:

e spojujeme dva polyedry,

o hleddme jejich spole¢ny ,bridge" /
supporting structure,

e kombinatorika je vyrazné bohatsi.

Klasicky divide-and-conquer 3D convex hull
dosahuje O(nlog n), pokud je merge linedrni. To
zdhraznuji i waterlooska skripta.
:contentReference[oaicite:1]index=1

Didakticka pointa
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Randomized incremental 3D hull

@ Za¢neme malou neplanarni obalkou, typicky
tetraedrem.

Klicové pojmy

v i 4 , , v 1 @ visible facets
@ Body priddvame v ndhodném poradi.
@ Pro novy bod: @ horizon
@ najdeme viditelné fasety,

@ urdéime horizon,

© vytvorime nové fasety. Didaktick pointa
Je to krasny priklad toho, jak se lokalni
geometricky princip prevadi na efektivni
algoritmus.

@ conflict graph

Proc randomizace pomaha

Zjednodusuje analyzu a Casto vede na velmi
dobré ocekavané chovani. Vyukové materialy o
3D hull explicitné stavi randomized incremental
na konfliktovych grafech.
:contentReference|oaicite:2]index=2
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Quickhull ve 3D

@ 3D Quickhull rozsifuje 2D intuici:

e vybereme pocateéni simplex, . — - —
e pro fasety drzime body , pred nimi*, Quickhull je Casto spi$ prakticky

o vybirdme vzdélené body a rozsitujeme inzenyrsky vitéz nez nejcistsi
obalku. teoreticky algoritmus.

Poznamka

Vyhody
+ prakticky velmi pouzivané,
+ silnd geometricka intuice,
+ dobre funguje v mnoha realnych datech.

— horsi worst-case,

— citlivost na degenerace a numeriku,

v o 7 . o s v
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Staticky vs. dynamicky vypocet

Rezim Charakteristika Kdy je vhodny

Staticky 3D hull spocitame jednou nad pevnou mno-  offline geometrie, davkovy vypocet
zinou bodi

Incremental / dynamic body Ize pfidavat a strukturu pri- interaktivni a ménici se data
bézné udrzovat

Praktickd poznamka

CGAL explicitné uvadi dva zpisoby vypoctu 3D convex hulls: static algorithm a fully dynamic
computation using a triangulation. :contentReference[oaicite:3]index=3
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Velikost a slozitost 3D obalky

@ Pro mnozinu n bodii v R3 je obalka polyedr.

@ Pokud ma h vrchold na obélce, pak hranice
obalky tvofi planarni graf.

@ Pocet hran a faset je tedy linearni v h.

Dilezity kontrast

Ve 3D je vystup stale ,rozumné velky", ale
algoritmicky je problém vyrazné tézsi nez ve 2D
kvali merge, visible facets a degeneracim.
Vyukové slidy to shrnuji presné takto.
:contentReference[oaicite:4]index=4

Didakticka pointa

Slozitost problému neni dana jen
velikosti vystupu, ale i tim, jak tézké je
ho udrzet a aktualizovat.
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3D konvexni obalka a Delaunay tetrahedralizace

e V 2D lifting ved| na dolni convex hull v R3.

. . 4

© Ve 3D liftujeme do R™. _ _ _ Hull vypada jako jiné téma, ale ve

@ 3D Delaunay tetrahedralizace je projekci skute€nosti vysvétluje, pro¢ Delaunay
dolniho convex hullu lifted bodi. ve vy&ich dimenzich funguje.

Jedna véta do vykladu

Proc je to dilezité
3D convex hull tedy neni jen samostatné téma,
ale pfimo:
o geometrické pozadi Delaunay
tetrahedralizace,

@ most mezi convex geometry a proximity
strukturami.
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Shrnuti 3D konvexnich obalek

Hlavni zavér

Ve 3D je konvexni obélka polyedr a jeji vypocet se opira o stejné principy jako ve 2D, ale s
vyrazné bohatsi kombinatorikou. Nejvyznamnéjsi algoritmické pohledy jsou:

o divide-and-conquer,
@ randomized incremental,
@ Quickhull,

@ a dynamicka adrzba pres triangulacni struktury.

Nejdlezitéjsi vazba

3D Delaunay tetrahedralizace +—  dolni convex hull v R*
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