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Proč jsou Voronoi a Delaunay tak důležité?

Patří mezi nejzákladnější struktury výpočetní geometrie.
Přirozeně modelují blízkost, vliv a sousednost.
Objevují se v:

meshingu a FEM,
interpolaci a rekonstrukci povrchů,
nearest-neighbor úlohách,
GIS a navigaci,
proximity grafech a geometrických algoritmech.

Hlavní idea
Voronoi říká: „kdo vládne které části prostoru“.
Delaunay říká: „kdo je s kým přirozeně soused“.
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Mentální mapa tématu

Množina bodů P ⊂ R2

Voronoi diagram Delaunay triangulace Konvexní obálka Grafy blízkosti

Konstrukce Voronoi Flipy / inkrementální build Lifting / convex hull EMST, Gabriel, RNG
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Voronoi diagram: definice

Mějme body P = {p1, . . . , pn} ⊂ R2.
Voronoi buňka bodu pi je množina bodů
roviny, které jsou k pi alespoň tak blízko
jako ke všem ostatním bodům.

V (pi) = {x ∈ R2 | d(x , pi) ≤ d(x , pj), ∀j ̸= i}

Intuice
Každému bodu přiřadíme oblast jeho „vlivu“.

Vlastnosti
Voronoi buňky jsou konvexní
polygonální oblasti.
Hrana odděluje dva body.
Vrchol bývá stejně vzdálený od tří
bodů.
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Voronoi diagram: lokální prvky

Prvek Význam Geometrická interpretace

Buňka oblast vlivu bodu body bližší danému generátoru než ostatním
Hrana rozhraní dvou buněk osa úsečky mezi dvěma body
Vrchol setkání hran bod stejně vzdálený typicky od tří generátorů

Obecná poloha
Pokud nejsou čtyři body soukružnicové, Voronoi vrcholy mají stupeň 3 a Delaunay triangulace je
jednoznačná.
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Delaunay triangulace: definice

Delaunay triangulace je triangulace bodů P,
která splňuje empty circle property.
Každý trojúhelník má opsanou kružnici, v
jejímž vnitřku neleží žádný další bod
množiny.

Intuice
Delaunay propojuje body, které jsou „přirozenými
sousedy“.

Ekvivalentní charakterizace
Hrana (pi , pj) je Delaunay hrana právě
tehdy, když existuje kružnice
procházející body pi , pj , která uvnitř
neobsahuje žádný další bod.
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Delaunay: proč je užitečná

Výhody
+ dobrá kvalita trojúhelníků,
+ vyhýbá se velmi ostrým úhlům,
+ přirozená vazba na Voronoi diagram,
+ obsahuje EMST jako podgraf.

Nevýhody
– degenerace při soukružnicových bodech,
– vynucená triangulace nemusí respektovat

omezení hran,
– pro některé aplikace je třeba constrained

variant.

Klíčová vlastnost
Max-min angle: mezi triangulacemi
stejné množiny bodů preferuje Delaunay
ty, které se vyhýbají malým úhlům.

Klíčová vlastnost
Rendering: je ideální pro renderovací
pipeline kvůlí normálám ve vrcholech a
lokálním informacím.
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Voronoi a Delaunay jsou duální

Každému bodu Voronoi odpovídá vrchol
Delaunay.
Každé Voronoi hraně odpovídá Delaunay
hrana.
Každému Voronoi vrcholu odpovídá
Delaunay trojúhelník.

Přesněji
dvě Voronoi buňky sousedí ⇐⇒ odpovídající
body spojuje Delaunay hrana,
Voronoi vrchol je střed opsané kružnice
příslušného Delaunay trojúhelníku.
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Dualita: tabulka korespondencí

Voronoi Delaunay Význam

buňka vrchol oblast vlivu jednoho bodu
hrana hrana dva body jsou přirození sousedé
vrchol trojúhelník tři body sdílejí prázdnou opsanou kružnici

Důsledek
Mnoho tvrzení lze dokazovat dvěma způsoby:

v primalu na Delaunay triangulaci,

nebo v dualu na Voronoi diagramu.
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Konvexní obálka: definice

Konvexní obálka množiny bodů P ⊂ R2 je
nejmenší konvexní množina obsahující
všechny body.
Lze ji chápat jako:

průnik všech konvexních množin
obsahujících P,
nebo polygon tvořený extrémními body.

Intuice
Kdybychom kolem bodů natáhli gumičku a
pustili ji, výsledný obrys je konvexní obálka.
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Konvexní obálka: základní pojmy

Pojem Význam Intuice

Extrémní bod bod, který leží na obálce nelze jej vyjádřit jako konvexní kom-
binaci jiných bodů

Vnitřní bod neleží na obálce je „uvnitř gumičky“
Horní/dolní obálka horní a dolní řetěz polygonu důležité pro monotone chain
Podpůrná přímka přímka dotýkající se obálky z jedné

strany
lokální charakterizace extrémních
bodů
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Jak konvexní obálku konstruovat?

Klasické přístupy
Jarvis march (O(nh))
Graham scan (O(n log n))
monotone chain (O(n log n))
divide-and-conquer (O(n log n))

Další důležité přístupy
Quickhull
Chanův algoritmus (O(n log h))
Melkmanův algoritmus pro uspořádaný
vstup

Algoritmická pointa
Různé algoritmy optimalizují jiný trade-off:
jednoduchost, asymptotiku, závislost na
počtu vrcholů obálky h, nebo speciální
vstupní strukturu.
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Jarvis march (gift wrapping)

Začneme bodem, který jistě leží na obálce.
V každém kroku vybíráme bod s nejvíce
proti-směrným natočením.
Obálku doslova „obalujeme“ bod po bodu.

Složitost

O(nh)

kde h je počet vrcholů obálky.

Výhody / nevýhody
+ velmi intuitivní,
+ output-sensitive,
– v nejhorším případě O(n2).
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Grahamův scan

Vybereme jistý bod obálky.
Ostatní body seřadíme podle polárního úhlu.
Poté je lineárně procházíme a udržujeme
zásobník vrcholů obálky.

Složitost

O(n log n)

Sort je dominantní krok.

Výhody / nevýhody
+ klasický a velmi čistý algoritmus,
+ dobře vysvětluje orientační testy,
– vyžaduje globální třídění.
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Monotone chain / horní a dolní obálka

Body seřadíme podle x -ové souřadnice.
Zvlášť konstruujeme dolní a horní obálku.
Obě části pak spojíme.

Složitost

O(n log n)

Stejně jako Graham, ale implementačně bývá
často praktičtější.
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Divide-and-conquer pro konvexní obálku

Body rozdělíme na levou a pravou polovinu.
Rekurzivně spočteme dvě konvexní obálky.
Výsledek získáme nalezením horní a dolní
tečny a slepením obou polygonů.

Složitost

O(n log n)

Výhody / nevýhody
+ elegantní rekurzivní pohled,
+ dobře se napojuje na jiné geometrické D&C

algoritmy,
– merge fáze je koncepčně náročnější.
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Quickhull

Podobná intuice jako quicksort:
najdeme extrémní body,
rozdělíme data podle podpůrné přímky,
rekurzivně hledáme body nejdál od hrany.

Často bývá rychlý v praxi.

Složitost
Průměrně často kolem O(n log n), ale v
nejhorším případě může být O(n2).

Výhody / nevýhody
+ velmi praktický algoritmus,
+ jednoduchá geometrická intuice,
– slabší worst-case garance.
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Chanův algoritmus

Kombinuje výhody:
Graham-like lokálních obálek,
a Jarvis-like output-sensitive wrapping.

Je asymptoticky optimální v rovině:

O(n log h)

kde h je počet vrcholů obálky.

Didaktická pointa
Krásný příklad algoritmu, který kombinuje dvě
pomalejší myšlenky do asymptoticky lepšího
celku.

Proč je důležitý
ukazuje význam parametru h,
je výborný jako příklad
output-sensitive algoritmu,
propojuje teorii a návrh algoritmů.
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Melkmanův algoritmus

Speciální algoritmus pro body zadané jako
jednoduchá polyline nebo polygon v pořadí.
Používá deque a běží v lineárním čase.

Složitost

O(n)

pro tento speciální vstupní model.

Didaktická pointa
Nejde jen o obecný problém, ale i o to, jak moc
strukturovaný vstup dostáváme.

Kdy se hodí
hranice objektu už je zadaná v
pořadí,
nepotřebujeme obecný hull nad
neuspořádanými body,
chceme lineární algoritmus.
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Srovnání algoritmů konvexní obálky

Algoritmus Složitost Hlavní idea Kdy je zajímavý

Jarvis march O(nh) gift wrapping když je h malé
Graham scan O(n log n) sort + scan klasický výukový stan-

dard
Monotone chain O(n log n) upper/lower hull praktická implementace
Divide-and-conquer O(n log n) rekurze + tečny elegantní algoritmické

paradigma
Quickhull avg. O(n log n), worst

O(n2)
farthest-point recursion prakticky rychlý

Chan O(n log h) output-sensitive hybrid teoreticky velmi důležitý
Melkman O(n) deque na polyline speciální uspořádaný

vstup
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Lifting na paraboloid

Bod (x , y) zobrazíme na paraboloid

(x , y) 7→ (x , y , x2 + y2).

Delaunay triangulace v rovině odpovídá
projekci dolního konvexního obalu lifted
bodů.

Proč je to krásné
Tím se čistě planární problém převádí na problém
konvexního obalu v R3.

Didaktická pointa
Delaunay není jen kombinatorická triangulace,
ale i stín vyšší-dimenzionální konvexní struktury.
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Konvexní obálka a Delaunay: proč to patří do jedné přednášky

Konvexní obálka je sama o sobě základní
problém.
Přes lifting ale zároveň přímo vysvětluje:

proč Delaunay funguje,
proč je Voronoi jeho dual,
jak planární problém převést na vyšší
dimenzi.

Hlavní vazba

Delaunay v R2 ←→ dolní convex hull v R3

Pedagogická pointa
Hull není izolované téma, ale součást
větší sítě dualit a algoritmů.
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Power diagram a regular triangulation

Pokud bodům přiřadíme váhy, dostáváme
místo Voronoi diagramu power diagram.
Jeho dualem je regular triangulation.

Pointa
Voronoi–Delaunay dualita není izolovaný jev, ale
člen širší rodiny dualit mezi:

rozklady prostoru,
a triangulacemi/komplexními grafy
sousednosti.

Rozšiřující téma
Tohle je vhodný most k:

weighted nearest neighbors,
alpha shapes,
anisotropickým metrikám,
vyšším dimenzím.
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Jak Voronoi diagram konstruovat?

Přímé geometrické konstrukce
průnik polorovin pro každou buňku,
lokální konstrukce os úseček,
vhodné hlavně didakticky.

Algoritmické přístupy
Fortuneův sweep line,
divide-and-conquer,
konstrukce přes Delaunay dual,
lifting / convex hull.

Hlavní pointa
Voronoi diagram lze získat několika zcela
odlišnými pohledy:

jako průnik geometrických omezení,
jako dynamický sweep,
jako dual triangulace,
jako projekci vyšší-dimenzionální
struktury.
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1. Přímá konstrukce buňky jako průnik polorovin

Pro zvolený bod pi vezmeme pro každý jiný
bod pj osu úsečky pipj .
Ta určuje polorovinu bodů bližších k pi než
k pj .
Voronoi buňka je průnik všech těchto
polorovin.

Výhoda
Velmi čistá definice a skvělý didaktický základ.

Nevýhoda
Není to nejefektivnější globální konstrukce pro
celé velké diagramy.
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2. Fortuneův sweep-line algoritmus

Sweep line postupuje rovinou shora dolů.
Klíčový objekt je beach line tvořená
parabolickými oblouky.
Události:

site event — přichází nový bod,
circle event — mizí oblouk a vzniká
Voronoi vrchol.

Pointa
Jde o elegantní O(n log n) konstrukci Voronoi
diagramu.

sweep line
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3. Divide-and-conquer

Body rozdělíme na levou a pravou polovinu.
Rekurzivně spočteme dva Voronoi diagramy.
Pak je správně spojíme.

Výhoda
Elegantní algoritmické paradigma a také
O(n log n).

Nevýhoda
Slučování obou diagramů je koncepčně i
implementačně méně přímočaré.
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4. Konstrukce přes Delaunay dual

Nejprve spočteme Delaunay triangulaci.
Potom z ní získáme Voronoi diagram jako
duální strukturu.
Prakticky je to velmi výhodné:

triangulace se dobře ukládá,
Voronoi lze odvozovat podle potřeby.

Pointa
Místo přímé konstrukce Voronoi někdy dává
smysl stavět nejprve Delaunay.
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5. Lifting a konvexní obal

Body (x , y) liftujeme na paraboloid:

(x , y) 7→ (x , y , x2 + y2).

Dolní konvexní obal lifted bodů určuje
Delaunay triangulaci.
Z ní pak opět odvodíme Voronoi diagram.

Výhoda
Spojuje Voronoi/Delaunay s velkým tématem
konvexních obalů.
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Srovnání konstrukcí Voronoi diagramu

Metoda Hlavní princip Silná stránka Slabší stránka

Průnik polorovin definice buňky didaktická čistota ne globálně nejpraktič-
tější

Fortune sweep sweep line + beach line elegantní O(n log n) složitější implementace
Divide-and-conquer rekurze + merge klasické paradigma merge fáze je subtilní
Přes Delaunay dual nejdřív triangulace velmi praktické nepřímo přes jinou

strukturu
Lifting převod na convex hull hluboký geometrický

pohled
konceptuálně náročnější
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Jak Delaunay triangulaci konstruovat

Inkremetální vkládání
přidáváme body jeden po druhém,
opravujeme konfliktové trojúhelníky,
lokálně retriangulujeme.

Edge flips
začneme libovolnou triangulací,
nelegální hrany překlápíme,
dojdeme k Delaunay triangulaci.

Divide and conquer
rozděl body,
spočti rekurzivně,
spoj dvě triangulace.

Dual / lifting přístup
přes Voronoi dual,
nebo přes convex hull lifted bodů.

Radek Richtr Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality 30. března 2026 32 / 64



Lokální legalita hrany a flip

U čtyř bodů tvořících konvexní čtyřúhelník
existují dvě možné diagonály.
Hrana je ilegální, pokud protější bod leží
uvnitř opsané kružnice sousedního
trojúhelníku.
Flip diagonály lokálně zlepšuje triangulaci
směrem k Delaunay.

Didaktická pointa
Delaunay lze chápat jako triangulaci, ve které už
žádná hrana nechce být překlápěna.
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Euclidean Minimum Spanning Tree (EMST)

Úplný eukleidovský graf nad body má Θ(n2)
hran.
EMST je minimální kostra tohoto
geometrického grafu.
Zásadní fakt:

EMST(P) ⊆ DT(P)

Důsledek
Nemusíme hledat MST v úplném grafu, stačí
hledat MST na hranách Delaunay triangulace.

Algoritmická pointa
Delaunay triangulace má jen O(n) hran, takže
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Gabriel graph a Relative Neighborhood Graph

Graf Definice hrany (p, q) Vztah

Gabriel graph disk nad pq jako průměrem je prázdný podgraf Delaunay
RNG žádný bod není blíž k oběma než p, q

navzájem
podgraf Gabriel graphu

EMST minimální kostra eukleidovského úplného
grafu

podgraf RNG

Řetězec inkluzí
EMST ⊆ RNG ⊆ Gabriel ⊆ Delaunay

Radek Richtr Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality 30. března 2026 35 / 64



Gabriel vs. RNG vs. EMST vs. Delaunay

Delaunay
bohatý graf přirozených sousedů

Gabriel
silnější filtr — hrana jen pokud je prázdný
průměrový disk

RNG
ještě přísnější sousednost podle luny

EMST
už jen minimum hran potřebných ke spojení
všech bodů s minimální celkovou délkou

EMST ⊆ RNG ⊆ Gabriel ⊆ DT

Didaktická pointa
Jde o postupné řídnutí grafu, ale stále
s geometrickým významem.
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Degenerace

Pokud jsou čtyři body soukružnicové, Delaunay triangulace nemusí být jednoznačná.
Pokud jsou body kolineární, triangulace se rozpadá na degenerovaný případ.
V implementacích je potřeba řešit:

numerickou robustnost,
symbolické perturbace,
exact predicates / filtered kernels.

Praktická poznámka
Geometrické algoritmy jsou často méně omezené teorií než plovoucí desetinnou aritmetikou.
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Další související témata

Přímo navazující
constrained Delaunay triangulation,
weighted / regular triangulations,
power diagrams,
alpha shapes.

Širší souvislosti
nearest neighbor a proximity queries,
mesh generation,
interpolation a natural neighbors,
vyšší dimenze.
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Shrnutí

Hlavní závěr
Voronoi diagram a Delaunay triangulace tvoří jednu z nejdůležitějších dualit výpočetní
geometrie. Nejde jen o dva ekvivalentní pohledy na stejná data, ale o centrum celé rodiny
struktur: grafů blízkosti, EMST, konvexní obálky přes lifting, weighted variant i meshingových
algoritmů.

Voronoi: „rozdělení prostoru podle vlivu“
Delaunay: „graf přirozených sousedů“
Convex hull: „geometrické pozadí liftingu“
EMST: „řídký optimální podgraf uvnitř Delaunay“
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Take-away slide

Voronoi dělí prostor.
Delaunay propojuje sousedy.
Convex hull vysvětluje lifting.
EMST vybírá to nejnutnější.

Čtyři pohledy na stejnou geometrii.
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Přechod z 2D do 3D

Ve 2D:
Voronoi = rozklad roviny na polygonální
buňky,
Delaunay = triangulace.

Ve 3D:
Voronoi = rozklad prostoru na polyedrické
buňky,
Delaunay = tetrahedralizace.

Hlavní změna
Všechny dimenze objektů se posunou o jedna:

hrana → faseta,
trojúhelník → tetraedr,
polygonální buňka → polyedrická buňka.

Didaktická pointa
2D intuice zůstává správná, ale:

kombinatorika je bohatší,
algoritmy jsou složitější,
degenerace jsou častější a
nepříjemnější.

Radek Richtr Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality 30. března 2026 41 / 64



3D Voronoi diagram

Pro množinu bodů P ⊂ R3 je Voronoi
buňka bodu pi množina všech bodů
prostoru, které jsou k pi nejblíže.
Každá buňka je konvexní polyedr.
Dvě sousední buňky sdílejí Voronoi fasetu.

Lokální prvky
buňka = 3D oblast vlivu,
faseta = rozhraní dvou buněk,
hrana = průnik dvou faset,
vrchol = bod stejně vzdálený typicky od
čtyř generátorů.

buňka

Intuice
Ve 3D už bodu nepřísluší polygon, ale
objemová oblast vlivu.
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3D Delaunay tetrahedralizace

Dualem 3D Voronoi diagramu je Delaunay
tetrahedralizace.
Místo triangulace roviny dostáváme rozklad
konvexního obalu bodů na tetraedry.
Platí 3D analogie empty circle property:

každý tetraedr má opsanou sféru,
uvnitř této sféry neleží žádný další bod
množiny.

Pozor
V 3D už není vše tak pěkně planární:

grafové intuice jsou slabší,
lokalita je složitější,
počet tetraedrů může být výrazně větší.

3D obdoba
Trojúhelník → tetraedr,
kružnice → sféra.

Radek Richtr Delaunay triangulace, Voronoi diagramy a duality 30. března 2026 43 / 64



3D dualita Voronoi–Delaunay

Voronoi v 3D Delaunay v 3D Význam

buňka (3D) vrchol oblast vlivu jednoho bodu
faseta (2D) hrana dva body jsou sousedé
hrana (1D) trojúhelníková stěna tři body sdílejí společnou dualitu
vrchol (0D) tetraedr čtyři body leží na prázdné opsané sféře

Klíčová pointa
V 2D: Voronoi vrchol ↔ Delaunay trojúhelník.
V 3D: Voronoi vrchol ↔ Delaunay tetraedr.
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3D empty sphere property

Ve 2D byl rozhodující pojem prázdná
kružnice.
Ve 3D je analogií prázdná sféra.
Čtyři body tvoří Delaunay tetraedr právě
tehdy, když existuje sféra procházející
těmito čtyřmi body bez dalších bodů uvnitř.

Didaktická pointa
Velká část teorie se přenáší doslova, jen:

kružnice −→ sféra

prázdná sféra

Pozor
Na obrázku je jen projekční náznak —
skutečný objekt je 3D.
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Lifting ve 3D

Ve 2D liftujeme (x , y) na paraboloid v R3:

(x , y) 7→ (x , y , x2 + y2).

Ve 3D liftujeme (x , y , z) do R4:

(x , y , z) 7→ (x , y , z , x2 + y2 + z2).

3D Delaunay tetrahedralizace odpovídá
projekci dolního konvexního obalu v R4.

Hlavní myšlenka
3D Delaunay není jen prostorová
tetrahedralizace, ale stín vyšší-dimenzionální
konvexní struktury.

Pedagogická pointa
To je přesně ten moment, kdy je vidět,
že:

Voronoi,
Delaunay,
a convex hull

jsou součást jedné hlubší geometrické
rodiny.
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Jak 3D Voronoi / Delaunay konstruovat

Přístupy
inkrementální vkládání,
divide-and-conquer,
lifting + convex hull,
flip-based přístupy.

Praktická poznámka
Ve 3D jsou algoritmy:

kombinatoricky bohatší,
implementačně výrazně citlivější,
silně závislé na robustních predikátech.

Didaktická pointa
Nejde o úplně nové paradigma — spíš o
stejnou teorii v dimenzi, kde se všechny
potíže zesilují.
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Proč je 3D těžší než 2D

Co se zhoršuje
komplikovanější kombinatorika,
více typů degenerací,
složitější data structures,
větší nároky na robustnost,
těžší vizualizace i ladění.

Co zůstává
dualita Voronoi–Delaunay,
empty circle/sphere intuition,
lifting na paraboloid,
význam pro nearest-neighbor a meshing.

Shrnutí
3D je krásné, ale mnohem méně
„odpouští“:

teorii,
implementaci,
numeriku.
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3D aplikace

tetrahedral meshing,
geoscience a modelování polí,
rekonstrukce objemových dat,
nearest-neighbor a spatial analysis,
simulace a FEM.

Důvod relevance
Právě ve 3D se Voronoi a Delaunay často stávají
nejen hezkou teorií, ale opravdu pracovním
nástrojem.

Most k dalším tématům
3D Delaunay otevírá cestu k:

constrained / conforming
tetrahedralizacím,
weighted 3D diagramům,
alpha complexes,
higher-dimensional geometry.
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2D vs. 3D: rychlé srovnání

Aspekt 2D 3D

Voronoi prvek polygonální buňka polyedrická buňka
Delaunay objekt trojúhelník tetraedr
Empty property prázdná kružnice prázdná sféra
Dualita vrcholu Voronoi vrchol ↔ trojúhelník Voronoi vrchol ↔ tetraedr
Lifting do R3 do R4

Obtížnost velmi dobře zvládnutelná intuicí výrazně těžší kombinatoricky i imple-
mentačně
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Kam bych 3D část vepsal do přednášky

1 nejprve vystavět čistou 2D intuici,
2 potom ukázat dualitu a lifting,
3 následně říct: „všechno to jde zobecnit do 3D, ale za vyšší cenu“,
4 a teprve pak ukázat tetrahedralizaci, polyedrické buňky a lifting do R4.

Didaktická pointa
3D je ideální jako rozšíření, ne jako výchozí bod.
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3D konvexní obálka: definice

Pro množinu bodů P ⊂ R3 je konvexní
obálka nejmenší konvexní množina
obsahující všechny body.
Ve 3D je výsledkem konvexní polyedr.
Jeho hranice se skládá z:

vrcholů,
hran,
faset.

Intuice
Ve 2D jsme kolem bodů natáhli gumičku. Ve 3D
si můžeme představit „smršťující se fólii“, která
body obalí zvenku.

Důležitá vazba
3D konvexní obálka není jen samostatné téma,
ale přímo souvisí s liftingem a tedy i s Delaunay
tetrahedralizací.
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Jak se 3D hull liší od 2D hullu

Aspekt 2D 3D

Výsledek konvexní polygon konvexní polyedr
Hraniční prvky vrcholy, hrany vrcholy, hrany, fasety
Kombinatorika relativně jednoduchá výrazně bohatší
Vizualizace snadná obtížnější
Implementace poměrně přímočará podstatně složitější

Didaktická pointa
Ve 3D se nemění definice, ale dramaticky roste:

kombinatorická složitost,

počet případů,

náročnost merge/incremental kroků,

citlivost na degenerace.
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3D konvexní obálka: viditelné fasety

Ve 3D hraje zásadní roli pojem visible
facets.
Když přidáváme nový bod p, některé fasety
obálky jsou z p viditelné.
Tyto fasety odstraníme a nový bod spojíme
s tzv. horizonem.

Horizon
Horizon je uzavřený řetěz hran mezi:

viditelnou částí obálky,
a neviditelnou částí obálky.

Pointa
To je základní geometrická intuice pro
incremental 3D convex hull.

horizon
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Konstrukce 3D konvexní obálky: hlavní přístupy

Incremental / randomized incremental
přidáváme body postupně,
hledáme viditelné fasety,
vytváříme nové fasety přes horizon.

Divide-and-conquer
rozděl body na dvě části,
spočti dvě obálky,
slouč je nalezením společného obalu.

Quickhull v 3D
prakticky oblíbený přístup,
podobná intuice jako ve 2D,
ale výrazně složitější práce s fasetami.

Triangulation-based / dynamic
CGAL výslovně uvádí i plně dynamický
výpočet přes triangulaci,
vhodné, když se body mění nebo
přidávají online.
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Divide-and-conquer ve 3D

Ve 2D merge znamenal nalezení horní a
dolní tečny.
Ve 3D je merge mnohem těžší:

spojujeme dva polyedry,
hledáme jejich společný „bridge“ /
supporting structure,
kombinatorika je výrazně bohatší.

Složitost
Klasický divide-and-conquer 3D convex hull
dosahuje O(n log n), pokud je merge lineární. To
zdůrazňují i waterlooská skripta.
:contentReference[oaicite:1]index=1

Didaktická pointa
Je to jedna z prvních situací, kde studenti
opravdu cítí, že 3D není jen „o dimenzi víc“, ale
kvalitativně náročnější problém.
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Randomized incremental 3D hull

Začneme malou neplanární obálkou, typicky
tetraedrem.
Body přidáváme v náhodném pořadí.
Pro nový bod:

1 najdeme viditelné fasety,
2 určíme horizon,
3 vytvoříme nové fasety.

Proč randomizace pomáhá
Zjednodušuje analýzu a často vede na velmi
dobré očekávané chování. Výukové materiály o
3D hull explicitně staví randomized incremental
na konfliktových grafech.
:contentReference[oaicite:2]index=2

Klíčové pojmy
visible facets
horizon
conflict graph

Didaktická pointa
Je to krásný příklad toho, jak se lokální
geometrický princip převádí na efektivní
algoritmus.
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Quickhull ve 3D

3D Quickhull rozšiřuje 2D intuici:
vybereme počáteční simplex,
pro fasety držíme body „před nimi“,
vybíráme vzdálené body a rozšiřujeme
obálku.

Výhody
+ prakticky velmi používané,
+ silná geometrická intuice,
+ dobře funguje v mnoha reálných datech.

Nevýhody
– horší worst-case,
– citlivost na degenerace a numeriku,
– ve 3D už je správa faset a konfliktů výrazně

složitější.

Poznámka
Quickhull je často spíš praktický
inženýrský vítěz než nejčistší
teoretický algoritmus.
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Statický vs. dynamický výpočet

Režim Charakteristika Kdy je vhodný

Statický 3D hull spočítáme jednou nad pevnou mno-
žinou bodů

offline geometrie, dávkový výpočet

Incremental / dynamic body lze přidávat a strukturu prů-
běžně udržovat

interaktivní a měnící se data

Praktická poznámka
CGAL explicitně uvádí dva způsoby výpočtu 3D convex hulls: static algorithm a fully dynamic
computation using a triangulation. :contentReference[oaicite:3]index=3
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Velikost a složitost 3D obálky

Pro množinu n bodů v R3 je obálka polyedr.
Pokud má h vrcholů na obálce, pak hranice
obálky tvoří planární graf.
Počet hran a faset je tedy lineární v h.

Důležitý kontrast
Ve 3D je výstup stále „rozumně velký“, ale
algoritmicky je problém výrazně těžší než ve 2D
kvůli merge, visible facets a degeneracím.
Výukové slidy to shrnují přesně takto.
:contentReference[oaicite:4]index=4

Didaktická pointa
Složitost problému není dána jen
velikostí výstupu, ale i tím, jak těžké je
ho udržet a aktualizovat.
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3D konvexní obálka a Delaunay tetrahedralizace

V 2D lifting vedl na dolní convex hull v R3.
Ve 3D liftujeme do R4.
3D Delaunay tetrahedralizace je projekcí
dolního convex hullu lifted bodů.

Proč je to důležité
3D convex hull tedy není jen samostatné téma,
ale přímo:

geometrické pozadí Delaunay
tetrahedralizace,
most mezi convex geometry a proximity
strukturami.

Jedna věta do výkladu
Hull vypadá jako jiné téma, ale ve
skutečnosti vysvětluje, proč Delaunay
ve vyšších dimenzích funguje.
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Shrnutí 3D konvexních obálek

Hlavní závěr
Ve 3D je konvexní obálka polyedr a její výpočet se opírá o stejné principy jako ve 2D, ale s
výrazně bohatší kombinatorikou. Nejvýznamnější algoritmické pohledy jsou:

divide-and-conquer,
randomized incremental,
Quickhull,
a dynamická údržba přes triangulační struktury.

Nejdůležitější vazba

3D Delaunay tetrahedralizace ←→ dolní convex hull v R4
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Reference I

CGAL.
2D Voronoi Diagram Adaptor.
https://doc.cgal.org/latest/Voronoi_diagram_2/index.html

CGAL.
Delaunay_triangulation_2.
https://doc.cgal.org/latest/Triangulation_2/classCGAL_1_1Delaunay__triangulation__2.html

CGAL.
2D Convex Hulls and Extreme Points.
https://doc.cgal.org/latest/Convex_hull_2/index.html

D. Mount.
Voronoi Diagrams and Delaunay Triangulations.
University of Maryland lecture notes.

MIT 6.046J.
Convex Hull and Delaunay/Paraboloid View.
Lecture notes.
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Reference II

F. Aurenhammer.
Voronoi Diagrams — A Survey of a Fundamental Geometric Data Structure.
ACM Computing Surveys, 1991.
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