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Uvod

V tomto textu budeme zkoumat matematickou logiku jakozto vyjadfovaci a dii-
kazovy aparat matematiky, potazmo informatiky. Zakladem tohoto aparitu je
dosti jednoduchy formalni jazyk, ve kterém se formuluje vSe potifebné pro ma-
tematickou praxi. Chceme Ctenéfe nejprve presvédcit, ze prozkouméni zaklada
matematickych metod, jazykem pocinaje, je uziteéné i potiebné.

Jazyk matematiky Pfedné, pro¢ viibec néjaky formalni jazyk zavadét? Vét-
Sinou mluvime pfirozenym jazykem (tfeba Cesky), a zjevné s tim dobfe vysta-
¢ime. Pro¢ by tomu v matematice mélo byt jinak?

Relativné nedévno bylo bézné zavést matematicky pojem tieba témito slovy:

Je-li ddna néjakd posloupnost redlnyjch cisel ay,as, ..., apn, Gnt1,-- -,
uvaZme soubor vsech redlnijch cisel x s tou vlastnosti, Ze zvolime-li
jakékoli redIné ¢islo od uvaZovaného ¢isla x svou velikosti se byt jen
nepatrné lisici, pak za kazZdym ¢&islem z dané posloupnosti, libovolné
daleko se vyskytujicim, najde se v dané posloupnosti jesté néjaké
p0zdéjsi, které se bude od uvaZovaného cisla x lisiti jesté€ méné.

Takto naptiklad muze znit definice hromadnych boda posloupnosti. Ctenf ta-
z dobrych duvodi, které vedly ke vzniku forméalniho jazyka matematiky: uspor-
nost vyjadieni. Vskutku, sou¢asnym epsilon-delta jazykem analyzy a teorie mno-
7in vyjadiime totéz vyrazem {z € R; (Ve > 0)(Vm € N)(In > m)|a, — x| < €}.

Pfirozeny jazyk je bohaty a mmnohozna¢ny. To ale muze byt i pfekazkou,
pokud se naopak potfebujeme vyslovit tak, aby nemohlo byt zadnych pochyb
o tom, co presné jsme méli na mysli. Zaroven jsou pfirozenému jazyku vlastni
rizné nepravidelnosti a vyjimky — od toho je formalni jazyk symbola oprostén.

Nejpodstatnéjsi diivod, pro¢ zavést pro ucely matematického vyjadifovani
néjaky specialni jazyk, odliSny od pfirozeného jazyka, kterym bézné mluvime,
je ale to, Ze pfi neopatrném zachazeni nas muze sam jazyk svést na scesti.
Pfipomenme znamy Berryho paradoz, ve kterém se definuje nejmensi pfirozené
¢islo, které nelze definovat méné nez trindcti slovy ceského jazyka, ale pravé jsme
ho ,,definovali“ dvanéacti slovy.

K takovym paradoxtm vede pouziti jazyka, ktery muaze ,,mluvit sdm o sobé.
Tentyz jazyk, ve kterém je ,definice vedena, vystupuje zaroven jako metajazyk,
ktery hovoii o definicich, kdyZz pouziva takové pojmy jako ,nelze definovat.“ Od
jazyka matematiky oCekdvame uzite¢ny prostiedek vyjadfovani, nikoli nastroj
paradoxnich tvrzeni o sobé. Pfirozeny jazyk vSak podobné tiskoky umoznuje.



Matematika pouZiva mnohem jednodussi forméalni jazyk, ve kterém lze podéa-
vat definice, formulovat teorie, vést dukazy, atd. Pfirozeny jazyk zustane v roli
metajazyka, kterym budeme neformalné mluvit o definicich, ditkazech, atd.

Popis tohoto jazyka rozdélime do dvou tradi¢nich kroki: nejprve popiseme
jazyk vgrokovgch spojek, ktery zkouma wvyrokovd logika, a pozdéji tento jazyk
zjemnime zavedenim kvantifikdtori a relacnich symboli pii studiu predikdtové
logiky. Tvrzeni vyjadiena v tomto formalnim jazyce se nazyvaji formule.

Co je to dukaz? Co piesné obnasi dokdzat n&jaké (matematické) tvrzeni?
Lze pojem dikazu zavést presné, abychom korektni dikazy efektivné rozpoznali
a mohli je podrobné zkoumat matematickymi prostfedky?

Ctenar jisté ma intuitivni pfedstavu o tom, co by mél ,diukaz* byt: vychazi
z né&jakych ocividné pravdivych nebo vyslovné pfijatych predpokladi, kazdy
jeho krok je oc¢ividné korektni, a po koneén& mnoha takovych krocich dospé&je
k zavére¢nému tvrzeni, které je tim prokidzano nade vSechnu pochybnost. Jako
ukazku predkladame ¢tenafi k posouzeni nasledujici argument — je to ,,dikaz“?

Bud < né&jaka binarni relace spliujici

(i) pro kazdé z < y a y < z je také z < z;
(ii) pro zadné x neni z < x.

Potom pro zadné x < y neni zaroven y < x.

V takovém piipadé je totiz pro néjaké x,y zaroven x < y a y < x.
Pak ale diky podmince (i) je také x < x. To vSak neni mozné, diky
podmince (ii). Tedy takovéa x,y nemohou existovat.

Matematicka logika zavadi pojem formdlniho dikazu: je to kone¢na posloup-
nost formuli, ve které kazda formule je budto pfedem vyslovné uvedenym azio-
mem, nebo ji 1ze z néjakych diive jiz dokdzanych formuli odvodit pomoci nékte-
rého z pfedem vyslovné danych odvozovacich pravidel. Je samoziejmé otéazka,
které axiomy a jaka pravidla by to méla byt. Popiseme Hilbertiv systém pro
predikatovou logiku, ktery je zavedenym standardem.

Vyse uvedeny argument neni formalnim ditkazem v tomto smyslu, ostatné
neni to viibec posloupnost formuli. Je to tzv. neformdini dikaz, jaky matematik
bézné predkladé. S trochou usili jej vSak 1ze do formalniho dikazu pfepsat.

Je dulezité si uvédomit, Ze ve formélnim diikkaze nehraje ,,vyznam® symbolu
< zadnou roli. Jedna se o pouhou manipulaci se symboly, tedy ¢isté syntakticky
postup, ktery neni zavisly na tom, jakou presné relaci symbol < oznacuje a co
tedy ,znamenaji“ podminky (i) a (ii). Ctenaf obeznameny s pojmem uspora-
dané mnoziny si jisté v8imne, Ze takova relace je ostrym uspofadanim, a praveé
jsme dokazali, Ze je antisymetrickd. Korektnost formalniho dikazu ale nestoji na
tomto (ani Zadném jiném) porozuméni — muZe byt ovéfena zcela mechanicky.

Mizeme se zaroven ptat, zda je mozné rozhodnout o dokazatelnosti jesté
predtim, nez za¢neme né&jaky dikaz hledat. Uvidime, ze ve vyrokové logice je
to mozné, v predikatové logice nikoli. Vime-li nicméné o néjaké dané formuli
predem, Ze je dokazatelna, miZzeme né&jaky jeji dukaz efektivné nalézt.

Syntax a sémantika Jazyk predikatové logiky, tak jako kazdy jazyk, pfiro-
zeny €i umély, ma svou syntax a svou sémantiku.



Syntax stanovuje gramatickd pravidla: které vyrazy povazujeme vibec za
slova a véty (termy a formule), a jakymi zptisoby mtizeme z jednoduchych vyrazi
Syntaktické otazky jsou ¢isté formalni: zabyvaji se vyrazy jazyka jen jako fetézci
symboli. Specielné formalni dikazy, jakozto jisté posloupnosti formuli, jsou ¢isté
syntaktické dtvary.

Sémantika dava vyrazam jazyka vyznam, a taZe se po pravdivosti formuli. To
je sty¢ny bod logiky s filozofii, ze které vzesla: v jistém jazyce (logos), k tomu
vytvoreném, se snazime zachytit pravdu — alesponn o objektech matematiky.

Zakladni otazky, které si pak logika klade, jsou: Je to pravda? Da se to
dokéazat? Jaky je mezi témito dvéma vécmi vztah?

Ukézeme, ze Hilbertiv systém je korektni a uplny. To znamené, ze kazda
v ném dokazatelna formule je pravdiva, a naopak ke kazdé pravdivé formuli
existuje dikaz. Tedy pravdivost a dokazatelnost si odpovidaji nejlepsim moznym
zpusobem. Takovy systém je pak dobrym formalnim rdmcem matematiky.

Logika jako metamatematika Kazdy obor méa néjaké své objekty zajmu a
néjaky jazyk, kterym o nich mluvi. Analyza se zabyva realnymi éisly, posloup-
nostmi, limitami, a vyjadiuje se o nich znAmym epsilon-delta formalismem. Li-
nearni algebra se zabyva vektorovymi prostory, linedrnimi operatory, maticemi,
a pouZiva k tomu opét jisty formalni jazyk, dosti odlisny od jazyka analyzy. Cim
se tedy zabyva matematicka logika, jakozto samostatna disciplina?

Samotnym jazykem a metodami matematiky. Vyjadiovaci a dokazovaci pro-
stfedky, tento zékladni spoleény aparat, je nyni pfedmétem zajmu. Formule,
teorie, definice, véty, diukazy, modely, tedy b&Zné nastroje matematiky, stéavaji
se v logice zkoumanymi objekty. Budeme se napiiklad zajimat o vztah dua-
sledku mezi formulemi, tak jako se tfeba aritmetika zajimé o vztah délitelnosti
mezi Cisly; budeme studovat dikazy, tak jako tfeba algebra studuje polynomy.
V tomto smyslu je matematicka logika metamatematikou.

Zéroven je logika sama ¢asti matematiky, a zkouma objekty svého zajmu
matematickymi prostfedky: bohaté cerpa z algebry, teorie mnozin, teoretické
informatiky a topologie. Ostatni matematiku naopak obohacuje zkoumanim upl-
nosti ¢i rozhodnutelnosti raznych algebraickych teorii, bezespornosti rozliénych
mnozinovych ¢i topologickych principi, sloZitosti rozhodovacich a jinych algo-
ritmi, atd. Pfinos je oboustranny, a v pritbéhu dvacatého stoleti vedl k mnoha
hlubokym vysledkiim — jakoZz i k tézkym, dosud nezodpovézenym otézkam.

Logika a teorie mnozin PopiSeme jazyk predikatové logiky proniho tddu,
ktery umoziuje kvantifikovat jednotlivé objekty (,kazdé prvocislo vétsi nez 2¢),
ale nikoli mnoZiny objektu (,kaZda omezena podmnozina“, ,kazda komutativni
podgrupa®) ¢ jejich vlastnosti (,kazd4 unarni relace®). To je mozné az v logi-
kach vyssich fadi, jejichz jazyk obsahuje specidlni symboly pro mnoziny nebo
prirozend ¢isla. V jazyce vyssiho fadu lze potom kvantifikovat systémy mnozin,
systémy takovych systémi, atd. Predikatova logika prvniho fadu pfesto plné
postacuje k vybudovani ,,bézné* matematiky.

Je to mozné prostiednictvim teorie mnozin, kterd vznikala ve stejné dobé

jako formalni logika. I jeji postaveni v matematice je podobné dvojaké: je sa-
mostatnou disciplinou, ktera mé své vlastni témata a problémy, ale zaroven ma



i metamatematicky vyznam. Brzy se totiz ukizalo, Ze na elementarnim pojmu
nalezeni do mnoziny lze ,,uvniti* teorie mnozin vybudovat ostatni pojmy bézné
matematiky, jako ¢islo, relace, funkce, vystavét algebru jako studium relaci a
funkei na mnozinach, matematickou analyzu, obecnou topologii jako studium
jistych systémt mnozin a funkci na nich, funkcionalni analyzu jako topologii na
mnozinach funkei, atd. Objekty bé&zné matematiky (¢isla, funkce, prostory, ... ),
potazmo informatiky (grafy, stromy, jazyky, databaze, ... ), 1ze pak nahlizet jako
mnoziny opatfené néjakou strukturou.

Jazyk matematiky postavené na teorii mnozin lze potom redukovat do ja-
zyka predikatové logiky prvniho fadu: kvantifikace jednotlivych objekti — totiz
mnozin — umoziuje zaroven kvantifikaci mnozin objekti, které samy jsou opé&t
jednotlivymi objekty — totiZ mnozinami.

Zaklady axiomatické teorie mnozin popiSeme v kapitole 3. U ¢&tenafe pied-
poklddame jen znalost elementarnich mnozinovych pojmai.

Co vynechavame Nebudeme se zaobirat filozofickymi kotfeny logiky ani jejim
historickym vyvojem. Pomineme aristotelské sylogismy, stoickou skolu starého
Recka i stFedovekou scholastiku. Nag zédjem o logiku zacina na prelomu deva-
tenactého a dvacéatého stoleti, kdy se matematickd logika spolu se soubézné
vznikajici teorii mnozin stava zdkladem moderni matematiky.

Pomineme i vSechny neklasické logiky: modalni logiku, logiky s vice nez
dvéma pravdivostnimi hodnotami, jazyky s nekoneéné dlouhymi formulemi ¢
nestandardnimi kvantifikatory (,existuje nespoetné mnoho*), fuzzy logiku, atd.



Kapitola 1
Vyrokova logika

Vyrokova logika zkouma jazyk matematiky jen na trovni vgrokovych spojek:
- negace, A konjunkce, V disjunkce, — implikace, <+ ekvivalence.

Smyslem téchto symbola je zachytit ve formalnim jazyce matematiky obraty
pfirozeného jazyka, vytvofené pomoci spojek ne, a, nebo, pokud—pak, prdavé
kdyZz. Vnitini strukturu jednotlivych promluv, které takto spojujeme, vyrokové
logika dale nezkouma. V analogii s pfirozenym jazykem muzeme takovy pohled
chapat jako analyzu souvéti, pii které dale nerozebirame jednotlivé véty.

1.1 Formule vyrokové logiky

1.1.1 Definice. Bud A né&jaka neprazdna mnoZzina, jejiz prvky nazveme prvotns
formule nebo vgrokové proménné. Potom vyrokovd formule nad A je kazdy fe-
tézec symbolu ziskany aplikaci nasledujicich pravidel v kone¢né mnoha krocich.
(i) Kazda prvotni formule z A je formule. (ii) Jsou-li ¢, formule, pak také
(=), (p AY), (p V), (p = ), (¢ <> ) jsou formule. Kazdy podietézec dané
formule, ktery je sam formuli, je jeji podformule.

Formule vytvofené pomoci vyrokovych spojek jako vySe ¢teme postupné:
sneplati “, o a ¥“, ,p nebo ¥“, ,pokud ¢, pak ¥* (téZ , implikuje ¥*) a
»p prave kdyz o (téz ,,p je ekvivalentni s 1*).

Povahou prvotnich formuli se vgrokovd logika nezabyva. Vychazime z ptfed-
stavy, Ze prvotni formule jsou n&jaka zakladni (pravdiva ¢i nepravdiva) tvrzeni
naseho jazyka, jako ,v8echna prvocisla jsou licha,* nebo néjakého formalniho
jazyka, jako (Vx)(Vy)(zy = yz). Jejich vnitini strukturu ale nebudeme zkou-
mat. Zajimame se prozatim jen o zpusob, jakym se pomoci vyrokovych spojek
skladaji do vyrokovych formuli. Budeme tedy jako prvotni formule pouzivat
tfeba pismena A, B,C'..., P,Q, R, ..., pfipadné s indexy A;, Az, As,... apod.
P1i studiu predikdtové logiky, ktera zkoumé jazyk matematiky podrobnéji, pak
budeme zkoumat i vnitini strukturu téchto prozatim nerozbornych vyrazu.

1.1.2 Priklad. ((AA(=B)) = (((=C)VD) < (=E))) je vyrokova formule: A je
prvotni formule; B je prvotni formule, takze (—B) je formule, nacez (AA(—B)) je
formule; zaroven C' je prvotni formule, takze (—C') je formule, nadez ((—=C)VD) je
formule; déle E je prvotni formule, tedy (—F) je formule, a (((=C)V D) + (-FE))



je formule; tedy ((A A (=B)) — (((=C) V D) < (—=E))) je formule. Viechny
pfedchozi formule jsou jeji podformule, zatimco Fetézec — (((—C' formuli neni.

Vsimnéme si zasadni konecnosti formuli: jedna se o konecny fetézec, ve kte-
rém se vyskytuje kone¢né mnoho prvotnich formuli a kone¢né mnoho spojek. To
je dilezité vlastnost klasické logiky, kterou se odlisuje od jinych moznych logik,
ve kterych se zkoumaji nekone¢né dlouhé konjunkce apod.

1.1.3 Cviceni. (a) Definice formule vyzaduje striktni uzévorkovani; pfisné
vzato, AA B neni formule, tou je teprve (AA B). Je ov8em b&Znou praxi nékteré
zévorky vynechavat. Pravidla, podle kterych se nékteré spojky vdzi ke svym ope-
randtm silnéji nez jiné, a neni proto nutné je zavorkovat, jsou analogii operator
precedence raznych programovacich jazyka nebo aritmetickych operaci. Napii-
klad 73 + 5 obvykle ¢teme jako (7 % 3) + 5, nikoli jako 7* (3 + 5). Zformulujte
co nejpohodlnéjsi pravidla takové precedence pro vyrokové spojky.

(b) Pfijméme obvyklou konvenci, podle které vazebni sila vyrokovych spo-
jek postupné klesa v poradi -, {A,V}, —, +>; tedy konjunkce a disjunkce maji
stejnou vazebni silu. Dopliite pfi této konvenci zavorky do A A =B — C' < D.
Ve formuli ((AV (BAC)) < (((mA) A B) V ((-C) — D))) naopak vynechte
v8echny zavorky, které vynechat lze.

1.1.4 Definice. Je-li ¢ vyrokova formule, ve které se vyskytuji jen vyrokové
proménné Ai,..., A,, budeme nékdy obsirngji psat ¢(A1,...,A,). Jsou-li po-
tom 11, . .., ¥, libovolné jiné formule, vyrazem ¢(11, ..., ¢, ) oznaé¢ime formuli,
ktera vznikne z formule ¢ nahrazenim vSech vyskyti proménné A; formuli
1;, pro v8echna i < n. Formuli ¢(11,...,1,) pak nazyvame instanci formule
o(A1, ..., Ay), ktera vznikla substituct formuli ¥; za vyrokové proménné A;.

1.1.5 Cviceni. Jsou néasledujici formule instancemi (=Z — Y) V (X « Z)?
(A - A VA A CFA->Y)V(X & A, (A —=Y)V (X & 04,
A= Y)V(X < Z), (A = B)V(C < —A4), (A = B)V (C + —A),
(=Z 2 Y)AN(X & Z), (n(AVB) - (B + C)V((BAN-A) < (AV B)),
(#(A—=B)=> (B+ C))V((BAN-A) + (mAV B)).

1.1.6 Cvic€eni. Syntax vyrokovych formuli zavedena v 1.1.1 se nazyva infixni —
spojka je ,uvniti mezi operandy. Analogicky miiZeme zavést prefizni a postfixni
syntax, ve které jsou formulemi naptiklad vyrazy V—AB resp. A—BV.

(a) Zformulujte rekurzivni definici formule v prefixni a postfixni notaci.!
Vsimnéte si, Ze prefixni a postfixni notace nevyzaduje zadné zavorky. (b) Zapiste
formuli ((A — B) A (—=((AV B) < ())) v prefixu, formuli A - AB— <> VABC
v postfixu a formuli AB — ABV C < —A v infixu.

1.1.7 Cviceni. (a) Syntaktickou strukturu formule lze pfirozené zachytit bi-
ndrnim stromem. Nakreslete takovy strom pro predchozi formuli. (b) Imple-
mentujte parser vyrokovych formuli, tj. program, ktery ¢te vyrokové formule
a rozeznava jejich strukturu; specielné tedy rozpozna, zda je vstup vyrokovou
formuli ¢i nikoli. Pro jednoduchost pouzijte symboly - pro negaci, + pro dis-
junkci, . pro konjunkci, > pro implikaci, = pro ekvivalenci; jako proménné ro-
zeznéavejte tfeba latinské kapitalky (tim omezujeme slozitost formuli na 27 pro-
ménnych). Naptiklad (-((A>(B+C))=((A.B)>C))) je potom zépisem formule

IPrefixni notace, zavedena J. Lukasiewiczem ([T}, str. 39), se té% nazyva ,polska“.



(=((A—= (BVC)) & ((AAB) — ())). (c) Implementujte metody, které dokazi
¢ist a psat formule v prefixnim, infixnim i postfixnim tvaru. (d) Implementujte
metodu, kterd pro dvé dané formule rozpozna, zda prvni je instanci druhé.

1.2 Sémantika vyrokové logiky

Vyrokové formule jsou syntaktické atvary: retézce jistého tvaru. Nyni popiSeme
sémantiku vyrokové logiky, ktera prifazuje vyrokovym formulim pravdivostni
hodnoty. Ukézeme, jak se pravdivost formule odviji z pravdivosti podformuli, a
zavedeme vztah disledku mezi formulemi.

Pravdivostni ohodnoceni Prvotni formule jsou z pohledu vyrokové logiky
néjaka blize neurcend zékladni tvrzeni. O kazdém z nich predpokladame, ze je
budto pravdivé nebo nepravdivé, ale nemame 7adny zamér (ani moznost) o
jejich pravdivosti rozhodovat — musi tedy byt dana ,zvenci“.

1.2.1 Definice. Zobrazeni v z mnoZiny vyrokovych formuli do mnoziny {0,1}
se nazyva pravdivostni ohodnocent, pokud pro kazdé formule ¢ a 1) plati:2

v(—p) = 1 pravé kdyz v(¢) =0
v(ip A) =1 pravé kdyz v(p) =1 av(y) =1
v(p V) =1 pravé kdyZ v(p) = 1 nebo v(¢)) =1
v(p — ) =1 pravé kdyz v(p) = 0 nebo v(y)) =1
v(p > ) = 1 prave kdyz v(p) = v(¢)

Pro formuli ¢ je v(y) jeji pravdivostni hodnota p¥i ohodnoceni v. Je-li v(p) = 1,
fekneme, Ze ¢ je splnéna pii ohodnoceni v, nebo zZe v spliiuje .

Pravdivostni hodnota vyrokové formule zfejmé zavisi pouze na ohodnoceni
téch vyrokovych proménnych, které se v ni vyskytuji. Toto o¢ividné tvrzeni nyni
dokazeme, abychom piedvedli dikaz indukci podle sloZitosti formule.

1.2.2 Lemma. Bud ¢ vyjrokovd formule, budte A1, As, ..., A, prvotni formule,
které se ve @ vyskytuji. Budte v a w dvé pravdivostni ohodnocend, kterd se shoduji
na A;,i <n, to jest v(A;) = w(A;) proi < n. Pak v(p) = w(p).

Diikaz. (i) Pro prvotni formuli ¢ je tvrzeni trividlni. (i) Je-li ¢ tvaru —¢) a
tvrzeni plati pro ¢, pak v(p) = v(-9) =1 —v(¥) = 1 —w) = w(-yY) = w(y).
(iii) Je-li ¢ tvaru ¥ A a tvrzeni plati pro ¥ a ¥, pak v(p) = v(p AJ) = 1 prave
tehdy, kdyz v(v¥) = 1 = v(¥), coz je pravé tehdy, kdyz w(¢) =1 = w(d), coZ je
pravé tehdy, kdyz w(¢ A ¥) = w(p) = 1. (iv) Je-li ¢ tvaru ¢ V¢ a tvrzeni plati
pro ¢ a ¥, pak v(p) = v(y) V) = 1 pravé tehdy, kdyz v(¢)) = 1 nebo v(¥) = 1,
coz je pravé tehdy, kdyz w(y)) = 1 nebo w(d¥) = 1, coz je pravé tehdy, kdyz
w(y VI) = w(p) = 1. Zbylé piipady pro formuli ¢ tvaru (v) implikace ¢ — ¢
a (vi) ekvivalence ¢ <> ¥ prenechavame ¢tenari. O

2Definice pravdivostnich hodnot v zavislosti na syntaktickém tvaru formule je samoziejmé
volena tak, aby zachycovala nage pfirozené porozuméni spojkam ,a“, ,nebo*“ a dalsim, tak
jak je pouzivame v béZném jazyce. Disjunkci pouzivame v obvyklém ,nevylucovacim® smyslu,
tedy formule A V B je splnéna, pokud je splnéna formule A nebo formule B, v¢etné pFipadu,
kdy jsou splnény obé zaroven. Sémantika spojky — se nékdy nazyva materidlni implikace:
pravdivost formule A — B pfi daném ohodnoceni znamené pravé a jen tolik, ze pokud je
pravda A, je pravda i B — tim se netvrdi, Ze je mezi nimi né&jaka , pri¢inna souvislost®.
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Stejnym zpusobem se dokaze, ze kazdé ohodnoceni prvotnich formuli se pravé
jednim zpusobem rozsifuje na ohodnoceni v8ech formuli. To jest, pro kazdé zob-
razeni u z mnoZiny prvotnich formuli do {0, 1} existuje pravé jedno pravdivostni
ohodnoceni, které se shoduje se zobrazenim u na prvotnich formulich.

Pravdivostni tabulky Pravé zavedené pravdivostni ohodnoceni vyrokovych
spojek lze kompaktné vyjadrit pomoci nasledujici pravdivostni tabulky.

A|B|-A|ANB|AVB|A—B| A= B
o(o[ 1] o 0 1 1
o1 1] o 1 1 0
1{of o] o 1 0 0
1|1 o] 1 1 1 1

Podle 1.2.2 skutecné zalezi jen na ohodnoceni téch vyrokovych proménnych,
které se v dané formuli vyskytuji. Takovych je kone¢né mnoho, jelikoz formule
je koneény vyraz; staci tedy uvazit koneéné mnoho ohodnoceni. Pravdivostni
tabulku Ize tedy rekurzivné sestavit pro kazdou vyrokovou formuli.

1.2.3 Cviceni. Napiste tabulku pravdivostnich hodnot pro vyrokovou formuli
(AA-B)— (—=CV D). Kolik ohodnoceni je potfeba vySetfit?

1.2.4 Cvic¢eni. Komise ma tii ¢leny, A, B, C. Napiste formuli, ktera plati pravé
tehdy, kdyz vétsina hlasuje pro.

1.2.5 Cvi€eni. Ukazte, ze kazda pravdivostni tabulka (o 2" fadcich) je prav-
divostni tabulkou néjaké vyrokové formule nad n vyrokovymi proménnymi.

1.2.6 Cvic€eni. S pomoci svého vyrokového parseru napiste program, ktery
vypiSe pravdivostni tabulku dané formule.

Programéator si vSimne, Ze popisujeme jisté bitové operace: na vstupech 0
nebo 1 vracime hodnotu 0 nebo 1. Néktefi pfimo pisi “A, A&B, A|B misto —A,
AN B, AV B. Zavedenim t&chto operaci je na mnoZzinu {0, 1} uvalena jista alge-
braicka struktura. Ve skutecnosti jsme jednoduché vlastnosti této struktury jiz
pouzili, kdyZ jsme v diikaze 1.2.2 psali stru¢né v(—1) = 1 —v(1)). Algebraickymi
souvislostmi vyrokové logiky se budeme zabyvat pii studiu Booleovijch algeber.

Tautologie Pravdivost vyrokové formule zavisi na ohodnoceni prvotnich for-
muli, které se v ni vyskytuji. U nékterych formuli v8ak na ohodnoceni nezalezi.

1.2.7 Definice. Vyrokova formule ¢ je (i) tautologie, je-li splnéna pii viech
ohodnocenich; piSeme pak = ¢; (ii) splnitelnd, je-li splnéna p¥i ngjakém ohod-
noceni; (iii) kontradikce, neni-li splnéna pii zadném ohodnoceni.

Naptiklad A — A je tautologie a BA—B je kontradikce; A — B je splnitelna,
ale neni tautologi{ ani kontradikci. Kazda tautologie je splnitelné, a kontradikce
jsou pravé nesplnitelné formule; negace tautologie je kontradikce a naopak.

Vyrokové tautologie jsou pravdivé bez ohledu na to, o ¢em mluvi: jsou prav-
divé diky svému tvaru, nefikaji nic specifického. Napiiklad je-li kaZdd posloup-
nost konvergentni, pak kazZdd posloupnost je konvergentind je jisté pravdivé tvr-
zeni, totiz tautologie tvaru A — A, ale o konvergenci nefik4 ve skute¢nosti nic.
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1.2.8 Cvi€eni. Ovéite, Ze nasledujici ekvivalence (tzv. deMorganovy zdkony)
jsou tautologie: =(A A B) +» (mAV —=B), =(AV B) + (A A -B).

1.2.9 Cviceni. Zjistéte, které z nasledujicich formuli jsou tautologie, kontra-
dikce, a splnitelné formule. -A — (A — B); A —» (A — —-A); A = (B — —A);
~(A—B) > A; (A—- B)V(B — A); "AAN(B — A); (A< B) A (B — —A);
(A= B)A(B—=C)N(C — D)) — (A— D).

1.2.10 Cviceni. Ovéite, Ze nasledujici ekvivalence jsou tautologické.

——A e A (ANA) « A (AVA) & A (AANB) « (BANA); (AVB) + (BVA);
(ANB)ANC < AN(BAC); (AVB)VC < AV (BVC); AN(AV B) < A;
AV(AAB) <> A; AN(BVC) < (AANB)V(ANC); AV(BAC) <+ (AVB)A(AVC);
(A= B)«< (mAVB); A—- (BAN-B) < -A; A— (B—C) < (AANB) = C;
(A (B+C)+ (A B)«0).

V dalsim budeme béZné psat jen (AA B A C A D) misto formalné spravného
(AN (BA(CAD))) apodobné — podle predchoziho cvi¢eni na uzavorkovani
nezalezi. Rikame, ze spojky A a V jsou asociativni. Spojka <> je rovnéZz asoci-
ativni, nicméné zkratkou A <> B <> C se obvykle mysli nikoli A <+ (B + C)
resp. (A < B) <+ C, nybrz (A < B) A (B < (), a podobné pro delsf fetézce.?

1.2.11 Cviéeni. Které z nasledujicich formuli jsou tautologie? A — (B — A),
(A-(B—-0C)—((A—=B)—(A—-C(C)), (-B——-A) = (A— B).

1.2.12 Cvi€eni. Bud ¢; formule (A — B) — A, a bud ¢, formule ¢, — A.
Pro ktera n € N je p, tautologie?

1.2.13 Priklad. Pro nékteré formule lze o tautologi¢nosti rozhodnout efektiv-
néji nez vysetfenim v8ech moznych ohodnoceni.

(a) Formule (A - (B — C)) = ((A — B) — (A — (C))) je sestavena
jen z implikaci. Tautologi¢nost takové formule lze ovérit vySetfenim ,,nejhorsiho
mozného pripadu‘. Totiz ohodnoceni v, pfi kterém tato implikace neplati, musi
nutné spliovat v(A — (B — C)) =1 av((A = B) = (A — C)) = 0. Tedy
v(A—= B)=1av(A— C)=0;atedy v(4) =1av(C)=0;a tedy v(B) = 1.
Pfi tomto ohodnoceni je ale v(A — (B — C)) = 0, tedy cela formule je splnéna.

(b) Formule sestavena z vyrokovych proménnych jen pomoci spojky < je
tautologii pravé tehdy, kdyz pocet vyskytu kazdé vyrokové proménné je sudy.

1.2.14 Definice. Jsou-li ¢, dvé vyrokové formule, fekneme, ze ¥ je logickym
disledkem ¢, nebo ze ¢ vyplyvd z ¢, pokud kazdé ohodnoceni, které spliiuje
formuli ¢, splituje také formuli . V takovém piipadé piseme* ¢ = 1. Pokud
plati zaroveii ¢ |= ¥ 11 = @, fekneme, Ze formule @ a 1) jsou logicky ekvivalentns,
a piSeme v takovém piipads ¢ H1.

Pokud z formule ¢ vyplyva formule 1, fikdme také, ze ¢ je postacujici pod-
minkou pro ¥, a naopak ze ¥ je nutnou podminkou pro .

Snadno nahlédneme zéakladni vlastnosti vztahu vyplyvani: (i) ¢ | ¢ prave
tehdy, kdyz ¢ — ¢ je tautologie. (ii) ¢ H1 pravé tehdy, kdyz ¢ < ¢ je tau-
tologie. (iii) Kazdé dvé tautologie (i kazdé dvé kontradikce) jsou ekvivalentni.
(iv) Je-li ¥ tautologie, pak pro kazdou formuli ¢ je o H (o A 9). (v) Je-li &
kontradikce, pak pro kazdou formuli ¢ je ¢ H (¢ V &).

3Napiiklad v analyze b&zng fikame, Ze x > 0 pravé kdyz 23 > 0 pravé kdyz =® > 0.
4Specielné pro tautologii 1 odpovida notace = 1) tomu, Ze v plati pii kazdém ohodnocent.
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1.2.15 Cviceni. (a) Je formule BV C disledkem (AV B) A (mAV C)?
(b) Je (A— B)A (B —= C)A(C — A) ekvivalentni s A + C?

1.2.16 Cviceni. Pro kazdou dvojici formuli z nasledujicich soubort rozhodnéte,
zda jedna je logickym dusledkem druhé, pfipadné naopak:

(a) (ANB) - C,(AVB) > C,(A—-C)AN(B—=C),(A—=C)Vv(B— ()
(b)A—-(BANC),A—- (BV(C),(A->B)ANA—=C),(A-B)V(A—-C)

1.2.17 Cvi€eni. Budte ¢ a 1) vyrokové formule, bud ¢ n&jaka tautologie a &

néjaka kontradikce. Pak ¢ = oV, ¥ = oV, oAb E o, oAb E W, E € — o,
’ZQD_>?97 ':SD/\ﬁH(p7':(PV19<_>’§a ':SDA£H§7 ’:SDV§<_><P7 ):’19<_>_'£

1.2.18 Cviceni. Kolik vzajemné neekvivalentnich formuli existuje nad koned¢-
nou mnozinou vyrokovych proménnych {Ay,..., A,}? Navod: pouzijte 1.2.5.

1.2.19 Cviceni. Kolik existuje vzdjemné neekvivalentnich formuli ¢ v jazyce
{4, B,C}, pro které je ~A = ¢V B.

1.2.20 Cvicéeni. Budte g a 1)y dvé logicky ekvivalentni formule. Je-li ¢y pod-
formule formule ¢, a formule 1 vznikne z formule ¢ nahrazenim vSech vyskyta
podformule ¢q ekvivalentni formuli ¢y, pak formule ¢ a 1/ jsou opét ekvivalentni.

1.2.21 Priklad. Bud ¢ vyrokova formule.
(a) Je-li ¢ tautologie, pak i kazd4 jeji instance je tautologie.
(b) Je-li ¢ kontradikce, pak i kazda jeji instance je kontradikce.

(¢) Pokud ¢ neni ani tautologii ani kontradikei, pak pro kazdou pravdivostni
tabulku existuje néjaka instance formule ¢ s touto pravdivostni tabulkou.
(Tim je zesileno tvrzeni z 1.2.5.) Specialné tedy néjaka instance formule
 je tautologii a néjaka jina instance je kontradikei.

Pokud totiz ¢(Ay, ..., A,) neni tautologii ani kontradikei, pak pro néjaké ohod-
noceni f je f(¢) = 0 a pro né&jaké ohodnoceni ¢ je t(p) = 1. Pro kazdé
i < n bud ¥;(X) n&jaka formule, ktera pfi hodnoceni v(X) = 0 ma hodnotu
v(1;(X)) = f(A;) a pfi ohodnoceni w(X) = 1 ma hodnotu w(v; (X)) = t(A,).
Potom instance ¢(11(X),...,1¥,(X)) formule ¢ je ekvivalentni s formuli X.
Je-li nyni dana libovolna pravdivostni tabulka, bud ¢ né&jaka formule s pre-
depsanymi hodnotami (podle 1.2.5 takova formule existuje). Potom formule
(1 (9), ..., () je instanci formule ¢ a mé predepsané hodnoty.

1.2.22 Cviceni. Najdéte instanci formule A; — (A V —A43), ktera (i) je tau-
tologif; (ii) je kontradikef; (iii) ma pravdivostni tabulku 00:1, 01:0, 10:0, 11:1.
1.3 Normalni tvar

V tomto oddilu prozkoumame vyjadiovaci silu jednotlivych vyrokovych spojek.

Ukazeme, ze jazyk vyrokové logiky lze riznymi zpiisoby redukovat, a ze kazdou
vyrokovou formuli 1ze ekvivalentné vyjadrit v tzv. normdlnim tvaru.
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Vyjadrovaci sila spojek Jazyk vyrokové logiky od zac¢atku budujeme pomoci
spojek =, A, V, — a <». Tyto spojky zachycuji nejbéznéjsi obraty jazyka, kterym
mluvime, a chceme je tedy zachytit i ve formélnim jazyce matematiky.

Dalsi obraty prirozeného jazyka jsme se zatim nepokouseli ve formalnim
jazyce zachytit. PFipomenme alesponi znamou vylucovaci disjunkci, tedy obrat
»jedno nebo druhé, ale ne oboje.“ Pro ten mtizeme zavést spojku AAB (ezclusive
or neboli zor) s hodnotami definovanymi jako u formule (A A =B) V (B A —A).
Pro¢ jsme ji do jazyka logiky nepfijali hned na zacatku?

Takovy jazyk by rozhodné byl redundantni: spojku A lze ekvivalentné vy-
jadrit pomoci ostatnich spojek, a neni tedy tfeba ji zarazovat do zakladniho
jazyka — muzeme ji povazovat za uzitec¢nou zkratku, ale obejdeme se i bez ni.
Podobné oviem muzeme A <+ B povazovat za zkratku pro (A — B)A (B — A).

Stejnou otazku si nyni muzeme polozit i u ostatnich spojek. Pfirozeny po-
zadavek na uspornost jazyka nas vede ke zjisténi, Ze nékteré spojky lze vy-
jadrit pomoci ostatnich, a zakladni jazyk vyrokové logiky lze tedy redukovat.
Vgechny klasické vyrokové spojky lze napiiklad ekvivalentné vyjadrit jen spoj-
kami - a A, nebot (AV B) < —(-AA-B), (A —- B) & =(AA-B) a
(A+ B) & (=(AA-B)A—(BA-A)) jsou tautologie.

Rekneme, 7e mnozina C vyrokovych spojek je univerzdlni, pokud ke kazdé
vyrokové formuli existuje ekvivalentni formule obsahujici vyhradné spojky z C.
Pravé jsme tedy ukazali, Ze {—, A} je univerzalni mnozina spojek.

1.3.1 Cvi€eni. (a) Ukazte, Ze mnoziny spojek {—,V} a {—,—} jsou univer-
zalni. Redukci jazyka vyrokové logiky na spojky — a — pozdéji zahdjime vy-
stavbu formélniho odvozovaciho systému. (b) Uvazte binarni vyrokovou spojku
L (false), pro kterou pravdivostni hodnota formule A LB je 0 pii kazdém ohod-
noceni. UkaZte, Ze 1 mnoZina spojek {1, —} je univerzalni. (¢) Napiste formuli
(AAN-B) = ((-CV D) + —FE) ekvivalentné v jazycich {—, A}, {—,V} a {-,—=}.
(d) Ukazte, ze — nelze ekvivalentné vyjadfit spojkami — a <. Tedy mnoZina
{=, <>} neni univerzalni. (e) Ukazte, ze vyrokova formule, ktera vznikne jen po-
uzitim A a V, neni ani tautologie ani kontradikce. Tedy mnozina spojek {A,V}
nen{ univerzalni. (f) UkaZte, Ze ani {A,V, —, <>} neni univerzalni.

1.3.2 Cviceni. Krajnim piipadem univerzalni mnoziny spojek je situace, kdy
v8echny formule lze vyjadfit pomoci jediné univerzdini spojky. (a) UkaZte, Ze
spojky A1 B (nand) a A | B (nor), s hodnotami definovanymi jako u formulf
—(A A B) a =(AV B), jsou univerzalni. (b) Pro ktera ohodnoceni je splnéna
formule (A1 B) 4 C) 1 D) L E)1 F) L G) 1 H) ?

1.3.3 Lemma. 71 a | jsou jediné univerzdlni spojky.

Diikaz. Bud A ¢ B univerzalni spojka. Pak pfi ohodnoceni u(A) = 1 = u(B)
musi byt u(A ¢ B) = 0: kdyby totiz u(A ¢ B) = 1, pak by uz kazda formule
sestavena z A, B jen pomoci ¢ méla pfi tomto ohodnoceni hodnotu 1 (coz se
snadno ukaZe indukci); pak by ovSem ¢ nemohla byt univerzalni. Podobné se
ukaze, 7e pfi ohodnoceni v(A) = 0 = v(B) je nutné v(A ¢ B) = 1. Viimnéme
si, Ze obé univerzalni spojky 1 a | tyto vlastnosti skute¢né maji. Zbyva vysSetiit
hodnotu A ¢ B pfi ohodnocenich w(A) = 0,w(B) =1 a z(A) =1,2(B) = 0.

V avahu pfichézeji ¢ty moznosti. Jejich probirkou zjistime, Ze spojka Ao B
se celkem chova budto jako 1 nebo |, ¢imz je ditkaz hotov, nebo jako —A ¢i —B,
o kterych se ale snadno presvédéime, Ze nejsou univerzalni. O
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Jako dusledek ziskavame, Ze univerzalni mnoziny {—,A}, {—,V}, {—,—},
{1, —} z pfedchoziho jsou navic minimdlni, tj. nelze je dale redukovat.

1.3.4 Cviceni. Po zavedeni spojek A, T, |, L se miZeme ptat, co viechno méame
povazovat za spojku. Abstraktné lze na binarni vyrokovou spojku pohlizet jako
na néjaké zobrazeni z {0,1} x {0,1} do {0, 1}. Takovych ,spojek* potom exis-
tuje tolik, kolik je vSech zobrazeni z 22 do 2, tedy 22° = 16. Napiste jejich
pravdivostni tabulky a popiste je pomoci dosavadnich spojek.

Normalni tvar formuli Vidéli jsme, Ze kazdou vyrokovou formuli 1ze ekviva-
lentné vyjadfit v razné redukovanych jazycich. Nyni budeme navic pozadovat,
aby se povolené spojky uplatnily pfi vystavbé formule ve zvoleném poradi.

1.3.5 Definice. Vyrokové formule je
@

(ii) implikant, pokud je konjunkei literala;

literdl, pokud je prvotni formuli nebo negaci prvotni formule;

)

)

(iii) klauzule, pokud je disjunkei literald;

(iv) v disjunktivnim normdlnim tvaru (DNT), pokud je disjunkei implikant;

(v) v konjunktivnim normdlnim tvaru (KNT), pokud je konjunkei klauzuli.
)

(vi) v dplném disjunktivnim (konjunktivnim) tvaru, pokud se vSech jeho im-
plikantech (klauzulich) vyskytuji vSechny pouzité vyrokové proménné. Ta-
kové implikanty (klauzule) jsou potom jeho mintermy (maztermy).

Tedy napiiklad —A, B, —~C,—D jsou literaly, (A A =B A =C) je implikant,
(BV-CVD) je klauzule, (AA-B)V(-AAC) je v disjunktivnim normalnim tvaru,
a (BV-C)A(AVC) je v konjunktivnim tvaru; formule (AA—-BAC)V(=AABAC)
je v uplném disjunktivnim tvaru, ktery sestéva ze dvou minterm.?

Bez Gjmy na obecnosti muzeme zarovei pozadovat, aby normalni tvar neob-
sahoval zadné tautologie ¢i kontradikce, jako tfeba (A V —B) A (C' VvV =C') nebo
(AN-B)V (CA-C), zadné duplicitni implikanty ¢i klauzule, a zadné duplicitni
literaly jako tfeba A A—~B A A nebo BV BV —-C.

Smérujeme k existencni vété, podle které ma kazda vyrokova formule ekvi-
valentni vyjadfeni v tiplném normaéalnim tvaru. PopiSeme nejprve nékolik stan-
dardnich obrati, pomoci kterych Ize k takovému tvaru dospét.

1.3.6 Cviéeni. (a) KaZzdou vyrokovou formuli lze ekvivalentné vyjadiit v tako-
vém tvaru, kde se negace vyskytuji pouze v literdlech. To lze dokézat rekurziv-
nim pouZitim téchto tautologii: ~(AAB) <> (mAV-B), =(AV B) < (mAA-DB),
(A — B) < (AAN-B), 7(A < B) <+ (AN-B)V (BA-A), ~—A < A. Pfe-
pisu formule do tohoto tvaru budeme v dalsim stru¢né fikat propagace negace
k literalam. (b) Propagujte negaci k literalam ve formulich =(4 — (B — C);
(A< (BA(C — D))); =(AV (B — (CAD))).

5Nazvy minterm a mazterm pouzivame proto, ze takové formule odpovidaji minimalnim a
maximalnim prvkam jistych usporadani, jak uvidime v kapitole o Booleovych algebrach.
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Pro zkraceni nékterych dalsich zépist pfijmeme nasledujici tmluvu: zédpisem
© = (YAY) myslime, ze ¢ je formule tvaru (Y AJ). Tedy = je symbol metajazyka,
kterym zde hovofime o formulich, nikoli novy symbol jazyka vyrokové logiky.

V nékolika pfedchozich situacich figurovaly spojky A a V ve velmi podobnych,
navzajem dudlnich rolich. Pfedvedeme nyni nékolik projevi této duality, véetné
duality mezi konjunktivnim a disjunktivnim tvarem.

1.3.7 Lemma (princip duality). Pro vgrokovou formuli ¢, kterd obsahuje pouze
spojky —, A\, V, bud ©* formule, kterd vznikne z ¢ nahrazenim kaZdého viskytu
spojky N spojkou V, nahrazenim kazZdého viskytu spojky V spojkou A, a nahra-
zenim kazdého literdlu opacnygm literdlem. Pak @* je ekvivalentni —p.

Diikaz. Je-li ¢ sama literdlem, je tvrzeni trivialni. Pokud tvrzeni plati pro for-
mule ¢ a ¢, pak pro formule z nich slozené mame: (—)* = —(*) H—~(—9)
pro negaci, (¢ A 9)* = (Y* VI*)H(—y vV -9)H=(¥ A 9) pro konjunkei a
(W Vo) = @W* AN¥)H (- A—9) H-(¢ VI) pro disjunkei. O

1.3.8 Cviceni. Bud ¢ vyrokova formule, a bud'te ¢4 a ¢ formule v disjunktiv-
nim resp. konjunktivnim tvaru, pro které o Hpq Hpr. Potom (pq)* a (pr)* je
v konjunktivnim resp. disjunktivnim norméalnim tvaru, a = H (¢a)* H (©r)*.

1.3.9 Cvi€eni. Ukazte indukci, Ze pro formuli v (aplném) konjunktivnim tvaru
vede disledna distribuce jednotlivych klauzuli (maxtermit) na ekvivalentni for-
muli v (aplném) disjunktivnim tvaru. Napiiklad z formule (AV =B) A (=C'V D)
takto vznikne ekvivalentni formule (AA-C)V (AAD)V (-BA-C)V (-BAD).
Analogické tvrzeni plati pro distribuci (iplného) disjunktniho tvaru.

1.3.10 Véta (o normalnim tvaru). KaZdou vyrokovou formuli lze ekvivalentné
vyjddrit v uplném disjunktivnim a v uplném konjunktivnim normdinim tvaru. To
jest, pro formuli ¢ existuje formule g v dplném disjunktivnim tvaru a formule
k. v Uplném konjunktivnim tvaru tak, Ze o Hpqa a ¢ H k.

Diikaz. Je-li formule ¢ literdlem, je v uplném normalnim tvaru. Je-li slozena
z formuli ¢ a 9, najdeme jeji disjunktivni norméalni tvar ¢4 indukei za predpo-
kladu, Ze jiz zname g, ¥, ¥4, Ui. Postup nalezeni ¢y je diky dualité analogicky.
(m) Pro ¢ = (—¢) je o H (—¢)k H (Yx)* = wa podle 1.3.8.
(V) Pro o = (¢ v 9) je o H (Ya V Va) = @a.
(A) Pro ¢ = (¢ A 9) ziskdme g4 distribuci ¢y A ¥y, podle 1.3.9.
(=) Prop = (¢ = 9) je pH 9 VIH (¥r)" Vag = pa podle (=) a (V).
(63) Pro g = (1 ) je ¢ (4 AD)a V (~ A —d)g = g dle (), (V), (A).
Od normaélniho tvaru k dplnému normélnimu tvaru pak dojdeme pouzitim
tautologii A <» (AAX)V(AA-X)a A+ (AVX)A(AV-X), pokud v nékterém
z implikantt ¢i klauzuli chybi proménna X. O

1.3.11 Priklad. Pravé podany dikaz je konstruktivni, tj. dava pfimo navod,
jak normalni tvar rekurzivné nalézt. Pfedvedeme tento postup na néasledujici
formuli. Ze vznikajici disjunkce prubézné odstranujeme kontradikce a duplicity;
nakonec doplnime chybéjici literély.

(AN=(B—=0))«< (D—=0)
(AN=(B—=C)AND—=C)V(~(AN=(B—=C))A=(D—(C))
((ANBA-C)N(-DVC))V ((mAV =BV C)AN(DA=C))
(ANBA-CA-D)V(mAANDAN-C)V (=BADA-C)
(AABA-CA-D)V(=AANBADA-C)V(mAAN-BADA-C)V(AAN-BADA-C)
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1.3.12 Cviceni. (a) Najdéte uplny disjunktivni a tplny konjunktivni tvar pro
A— (BANC), A= (BVC(C),(AANB)—=C,(AVB)—=C, (A= B)AN(A—= (),
A=-B)VA-OC),A->C)AN(B—=0),(A— C)Vv (B — (). (b) Napiste
pravdivostni tabulky téchto formuli: mintermy tplného disjunktivniho tvaru od-
povidaji pravdivostnim ohodnocenim, pfi kterych je formule splnéna. To plati
obecné, jak se snadno nahlédne pifimo z definice splitovani pro disjunkci, kon-
junkei a negaci. Uplny disjunktivni normalni tvar dané formule tedy nese stej-
nou informaci, jako jeji pravdivostni tabulka.® Kterym ohodnocenim odpovidaji
maxtermy tplného konjunktivniho tvaru? (d) Uplny disjunktivni i konjunktivni
tvar dané formule je jednozna¢ny az na pofadi mintermt/maxtermi a literala.

1.3.13 Cvi€eni. (a) Budte ¢ a ¢ vyrokové formule, budte ¢4 a ¥4 jejich aplné
disjunktivni tvary. Potom ¢ = ¢ plati pravé tehdy, kdyz kazdy minterm z ¢4
je obsazen i v 14. Zformulujte a dokazte dualni tvrzeni pro konjunktivni tvary.
(b)JeA— (-BAC)EB— (A—=C), (A= (BV-C)) E—-((AVB) — =C),
(~(E—-D)NAE(A— (DV-E)) = (CAN-(A— B))?

Minimalizace Popsali jsme zptsob, jak dojit k aplnému normélnimu tvaru
vyrokové formule. Nyni ukdZeme na prikladech, jak norméalni tvar naopak mini-
malizovat. Minimalni normalni tvar je uziteény v technickych aplikacich.

1.3.14 Priklad. Nasledujici formule je v uplném disjunktivnim tvaru:
(AAN=BA=C)V (mAAN-BA-C)V(AANBAC)V(AANBA-C)V (~AABA-C).
Neékteré dvojice mintermi se navzajem lisi pravé v jednom literalu, napiiklad
(AN=BA-C) a (mAN-BA-C). Kazdy takovy par lze s pouzitim distribu¢niho
zékona zapsat jako jeden kratsi implikant, v tomto p¥ipadé (=B A—C'). Podobné
misto (A A BA-C)V (A A B A —-C) miuzeme ekvivalentné psat (B A —C).
Piepiseme-li potom (-B A ~C) V (B A =C) na —~C, dojdeme nakonec k formuli
(A A B)V—C, kterou uz nelze popsanym zptsobem dale zjednodusit.
Mintermy s opa¢nymi literaly mtizeme ovSem sjednocovat i jinak: slouc¢ime-li
napfiklad prvni dva skrze A,—A a druhé dva skrze C,—=C, dojdeme k formuli
(=-BA-C)V (AAB)V (AN BA-C). Ani tu uz nelze popsanym zpiisobem
misto t¥i, navic kratsi. Zalezi tedy na tom, jak pfesné mintermy slucujeme.
1.3.15 Priklad. Elektricky obvod lze zachytit nasledujicim diagramem.

A B A

1 1 —1
———©O o———o 0 o

C
1 -B
:A 1 1 1
e} O O o—

Obvod je sestaven jen z pfepinaci,’ a kaZdym z nich tede proud pravé kdyz
je splnéna piislusna formule. Obvodem vlevo pak tece proud pravé kdyz plati
(AAB)V((AVC)A—B). Tu lze podobné jako vyse zkratit na formuli AV(CA-B),
ktera odpovida obvodu vpravo; ten je jednodussi, pfitom funkéné ekvivalentni.

6Tim se trivializuje 1.2.5
7C. E. Shannon, A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits, Trans. AIEE 57:12
(1938), 713-723
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Rekneme, ze disjunktivni norméalni tvar je minimdlng, pokud zadny ekviva-
lentni normalni tvar nema méné implikanti nebo méné literalu.

Vyrokova formule miiZze mit vice minimalnich tvart, a vSechny lze odhalit
hrubou silou: normalnich tvart nad kone¢né mmnoha prvotnimi formulemi je
kone¢né mnoho, a systematickou probirkou vSech miiZzeme zjistit, které z nich
jsou minimalni. Takovy postup by ale zFejmé nebyl piili§ efektivni.

1.3.16 Piiklad (Quine-McCluskey). Pfredvedeme algoritmus,® ktery slucuje
mintermy tplného disjunktivniho tvaru vSemi moznymi zpusoby; tim odhali
nejkratsi mozné implikanty, a z nich sestavi minimélni disjunktivni tvar.

Misto se samotnymi mintermy pracuje algoritmus s jejich bitovymi kody,
pfi n&jaké zvolené korespondenci mezi bitovymi pozicemi a symboly pro prvot-
nich formule. Napiiklad 1101 koduje A A B A =C A D. Uplny disjunktivni tvar
lze potom zadat vyc¢tem pritomnych mintermd, resp. jejich dekadickych kodi;
napft. vyraz »_ m(0,2,5,6,7,8,10,12,13,14,15) urcuje tplny normani disjunk-
tivni tvar formule se ¢tyfmi proménnymi (feknéme A, B, C, D), ktery obsahuje
minterm ~AA-BA-C A—-D, kodovany jako 0000=0, a deset dalsich minterm.
Predvedeme Quine-McCluskey algoritmus na této formuli.

Najit vSechny pary mintermi, které se lisi pravé jednim opaénym literdlem,
znamené najit vSechny pary odpovidajicich ¢tyrbitovych kodi, které se 1isi prave
na jedné pozici. K tomu nejprve seskup kédy mintermii podle pocétu pozitivnich
bitth — takové pary potom vzejdou vzdy ze sousednich skupin. To je provedeno
ve druhém sloupci tabulky nize.”

Nyn{ slu¢uj mintermy vSemi moznymi zptsoby. Pri hledani kandidati na
parovani s danym kodem staci vzdy projit bezprostfedné nasledujici skupinu.
Napftiklad jedinymi kandidaty na slouceni s 0000 jsou 0010 a 1000. Oznaé&
takto vzniklé dvojice kodem se znakem - na piislusné bitové pozici. Napiiklad
slou¢enim 0000 a 0010 je 00-0; v norméalnim disjunktivnim tvaru se disjunkce
(mAAN=BA-CA-D)V(-mAAN-BAC A-D) zkracuje na ekvivalentni podformuli
(mA A =B A —=D). Viechny takové pary jsou sepsany v dalsim sloupci. Nadale
plati, Ze k6dy z kazdé skupiny maji pfedepsany pocet pozitivnich biti.

0 | 0000 (O) 00-0 (0,2) -0-0 (0,2,8,10)
-000 (0,8) -0-0 (0,8,2,10)
1| 0010 (2) -010 (2,10) --10 (2,10,6,14)
0-10 (2,6) --10 (2,6,10,14)

1000 (8) 1-00 (8,12) 1--0 (8,12,10,14)
10-0 (8,10) 1--0 (8,10,12,14)
2 | 0101 (5) -101 (5,13) -1-1 (5,13,7,15)

01-1 (5,7) -1-1 (5,7,13,15)
0110 (6) -110 (6,14) -11- (6,14,7,15)
011- (6,7) -11- (6,7,14,15)

1010 (10) | 1-10 (10,14)
1100 (12) | 11-0 (12,14) | 11-- (12,14,13,15)
110- (12,13) | 11-- (12,13,14,15)
3| 0111 (7) -111 (7,15)
1101 (13) | 11-1 (13,15)
1110 (14) | 111- (14,15)
4 | 1111 (15)

8E. J. McCluskey, Minimization of Boolean Functions, BSTJ 35 (1956), 1417-1444
9Uvadime pro nazornost i dekadické hodnoty, bez kterych se samotny algoritmus obejde.
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Stejné potom slucuj dvojice do étvefic, napiiklad 00-0 a 10-0 do -0-0;
disjunkce (FAA-BA-D)V(AA—-BA-D) se tak zkrati na (—BA—D). N&které
takové implikanty mohou vzniknout vice zpisoby, napiiklad -000 a -010 se
rovnéz slucuji na -0-0. Takové duplicity vSak miZeme ignorovat: v normalnim
tvaru odpovidaji slouceni tychz implikantd v jiném poradi.

Pokracuj stejnym zptusobem déle a sdruzuj ¢tverice do osmic atd., dokud ne-
dojdes ke kédtm, které uz dale slu¢ovat nelze. To jsou minimdini implikanty za-
dané formule.'® Jeji minimalni tvar bude sestavat vyhradné z takovych: snadno
se nahlédne, ze jinak by nebyl minimalni.

Tim kon¢i prvni faze algoritmu. Ve druhé fazi se rozhodne, které z mini-
malnich implikanti zaradit do vysledného minimalnim tvaru. Disjunkce vSech
je jisté disjunktivni tvar ekvivalentni se zadanou formuli, ale neni nutné mini-
malni: nékteré implikanty pokryvaji stejné mintermy.

6 2 5 6 7 8 10 12 13 14 15
-0-0 | * % * *
--10 *
1--0 * *
-1-1 * *
-11- *
11-- * *

Nékteré mintermy pokryva jediny implikant, napfiklad -0-0 jako jediny po-
kryva 0=0000, a -1-1 jako jediny pokryva 5=0101. Takové implikanty jsou esen-
cidlni: ve hledaném minimalnim tvaru musi figurovat. To znamena, ze kazdy mi-
nimalni tvar bude obsahovat (=B A—D)V (B A D). Tim jsou pokryty mintermy
0,2,5,7,8,10,13,15. Zbyva najit néjaké minimalni pokryti ostatnich.

12 14
--10 | * *
1--0 * *
-11- | * *
11-- * *

Pokryti zbylych mintermii nejsou navzajem nezavisla: kazdy implikant, ktery
pokryva 6 nebo 12, pokryva zaroven 14. Rikame, 7e mintermy 6 a 12 dominuji
minterm 14. Pfi hledani minimalniho pokryti to znamené, Ze minterm 14 po-
kryvat nemusime, sta¢i pokryt 6 a 12. Pfitom kazdy z minterma 6 a 12, ktery je
pokryt implikantem --10, je zaroven pokryt implikantem -11-, a také naopak.
Stejny vztah plati i mezi implikanty 1--0 a 11--. Rik{une, ze takové implikanty
se dominuji navzajem. P¥i hledani minimélniho pokryti sta¢i z kazdé mnoziny
vzajemné se dominujicich implikanti zvolit jeden; zvolme tieba prvni. Odpovi-
dajicim minimélnim tvarem je pak (wBA—-D)V(BAD)V(CA-D)V(AA-D).

V krajnim ptipadé, kdy v8echny implikanty jsou esencidlni, je minimalni tvar
urc¢en jednozna¢né. Zde naopak volbami vzajemné se dominujicich implikanti
dojdeme k minimalnim tvaram (=B A —-D)V (BA D)V (C AN-D)V (AA B),
(-BA=D)V(BAD)V(BAC)V(AN-D), (-BA-D)V(BAD)V(BAC)V(AAB).

10V nagem piikladé vznikly vSechny minimalni implikanty slou¢enim pravé &yt pivodnich
mintermi — obecn& mohou byt slouenim riznych podmnozin riznych velikosti 2.
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1.3.17 Cviéeni (Karnaughovy mapy). Uplny disjunktivni tvar lze zachytit
bitmapou, a je-li vhodné indexovana bitovymi posloupnostmi jako vyse, lze ji
pouZit k minimalizaci normélniho tvaru.!' Vhodna indexace spo&ivi v tom, Ze
indexy sousednich poli se lisi pravé v jednom bitu. To je pro étyfi proménné
mozné napftiklad takto:

0000 | 0001 | 0011 | 0010
0100 | 0101 | 0111 | 0110
1100 | 1101 | 1111 | 1110
1000 | 1001 | 1011 | 1010

Pozice vyplnéné hodnotou 1 pak odpovidaji mintermtm tplného disjunktiv-
nfho tvaru, tedy spliujicim ohodnocenim. Karnaughova mapa tedy nese stejnou
informaci jako pravdivostni tabulka. Napiiklad formule z 1.3.16 ma pfi zvolené
indexaci tuto mapu:

=1

0
1
1
0

(=1l N

| | |

Slu¢ovani mintermi, které jsme provadéli v 1.3.16, odpovida v mapé sluc¢ovani
sousednich pozic. Pfitom ,,sousedni* jsou i pozice 0=0000 a 2=0010 nebo 8=1000
a 10=1010, totiz lisi se pravé v jednom bitu. Implikanty odhalené piredchozim
algoritmem odpovidaji potom v mapé maximélnim blokim sousednich pozi-
tivnich poli velikosti 2¥; napf¥iklad implikantu --10 odpovida pravy sloupec a
implikantu -0-0 ¢tvefice rohovych poli. Miniméalni tvary pak odpovidaji mini-
malnim pokrytim pomoci takovych maximalnich bloka.

(a) Odhalte v mapé vySe implikanty formule z 1.3.16. VSimnéte si zv1asté
pozice esecialnich implikanti. (b) Nakreslete Karnaughovu mapu formule z pii-
kladu 1.3.14. VSimnéte si, Ze implikanty maji rtizné velikosti. NapiSte mini-
malni tvar. (¢) Najdéte viechny minimalni disjunktivni tvary vyrokové formule
s mapou y_m(0,1,5,7,8,10,14,15). (d) Popiste né&jakou indexaci Karnaughovy
mapy pro pét proménnych, a obecné pro dany koneény podcet proménnych.

1.3.18 Cviceni. Je-li ¢ minimalni disjunktivni tvar formule 1, je ¢* minimaln{
konjunktivni tvar formule —), a podobné naopak.

1.4 Splnitelnost

V tomto oddile se budeme zabyvat splnitelnosti vyrokovych formuli a vyroko-
vych teorii. Otazka splnitelnosti formule je pro nas pfilezitosti ilustrovat sou-
vislost matematické logiky a teoretické informatiky pomoci zndmého SAT pro-
blému. PopiSeme rezolu¢ni metodu, ktera efektivné rozhoduje o splnitelnosti
kone¢nych vyrokovych teorii, a dokdzeme vétu o kompaktnosti, kterd popisuje
splnitelnost nekone¢nych teorii.

M. Karnaugh, The map method for synthesis of combinatorial logical circuits, Trans.
AIEE 72 (1953), 593-598
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SAT Problem Vyplnit pravdivostni tabulku je procedura,'? ktera rozhoduje
o splnitelnosti vyrokovych formuli. Pravdivostni tabulka pro formuli s n vyro-
kovymi proménnymi vSak ma 2" radku, takze metoda pravdivostnich tabulek
neni prili§ efektivni: slozitost vypoctu roste exponencialné rychle vici velikosti
vstupu. Je pfirozené se ptat, zda existuje néjaky efektivnéjsi zptisob.

Rozhodnout o kazdé dané vyrokové formuli, zda je splnitelna, je rozhodovaci
dloha znaméa jako SAT; algoritmus, ktery tuto dlohu fesi, je pak SAT solver.
Zatim zname dva: vyplnéni tabulky a nalezeni uplného normalniho tvaru. Nyni
se ptame, jak efektivni muze SAT solver byt. Je zde patrny pfesun zajmu:
zatimco tesitelnost otédzky po splnitelnosti vyrokové formule je trividlni, otazka
po sloZitosti FeSent je zajimava.

D4 se ukézat, ze SAT je NP-1iplng problém.'3 T¥idu sloZitosti NP tvoii tilohy,
které lze v polynomialnim case feSit nedeterministickym Turingovym strojem.
Cookova véta fiké, Ze kazdou takovou tlohu lze pomoci deterministického Tu-
ringova stroje v polynomialnim ¢ase redukovat na SAT; feSeni SAT pak dava i
feSeni puvodni tlohy. Sam SAT tedy musi byt vypocetné velice naro¢na tloha:
alespon tak naroc¢né, jako kterakoli tiloha z NP.

T¥idu slozitosti P tvoii ulohy, které lze algoritmicky TesSit pomoci determi-
nistického Turingova stroje v polynomiédlnim case. Je tedy P C N P. Otazka po
rovnosti P = NP je znama pod nazvem PNP Problem, a je vSeobecné povazo-
vana za jednu z nejdilezitéjsich otevienych otazek informatiky.

Disledkem Cookovy véty je, Ze pokud existuje deterministicky, polynomialné
slozity SAT solver (tj. pokud SAT patii do P), pak uz takové feSeni existuje i
pro v8echny ostatni ulohy z NP, a tedy P = N P. To znamena, ze PNP Problem
1ze redukovat na existenci deterministického polynomiélniho SAT solveru.

Rezolu¢ni metoda Rozsifime nyni zakladni pojmy vyrokové logiky z jednot-
livych formuli i na mnoziny formuli, tj. vyrokové teorie, a popiSeme algoritmus,
ktery rozhoduje o splnitelnosti konec¢nych vyrokovych teorii. Pfitom splnit ko-
necnou teorii ¢1, . . ., ¢, znamena pravé tolik, jako splnit konjunkei @1 A---Ap,,.
Rezoluéni metoda je tedy dalsi SAT solver.

1.4.1 Definice. Vyrokovd teorie je jakdkoli mnozina vyrokovych formuli. Teorie
T je splnéna pfi ohodnoceni v, pokud v spliiuje v8echny formule z T'. Pokud
takové ohodnoceni existuje, fekneme, ze T je spinitelnd.

1.4.2 Definice. Bud T vyrokova teorie a ¢ vyrokova formule. Rekneme, ze
formule ¢ vyplyvd z teorie T, nebo Ze je disledkem teorie T, a piSeme T | ¢,
pokud kazdé ohodnoceni spliiujici T" spliwje také formuli ¢. Obecnéji, jsou-li S
a T dvé vyrokové teorie, fekneme, Zze T vyplyvd z S, a piSeme S | T, pokud
kazdé ohodnoceni spliujici teorii .S spliuje také teorii 7. Pokud plati zaroven
SETIiTES, fekneme, ze teorie S a T jsou ekvivalentni, a piSeme S HT.

Pro teorii T a formuli ¢ je zfejmé T = ¢ pravé tehdy, kdyz T U {—¢} nent
splnitelna. Teorie S a T jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz pro kazdou formuli
v je T | ¢ pravé kdyz S | ¢. Jinymi slovy, ekvivalentni jsou takové teorie,
které maji tytéz dusledky.

120dvolavame se zatim jen na vagni predstavu procedury & algoritmu; zaujaty ctenaf takovy
algoritmus implementoval ve cviceni 1.2.6.

13S. A. Cook, The complezity of theorem-proving procedures, Proc. of the Third ACM Sym-
posium on Theory of Computing (1971), 151-158
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1.4.3 Cvigeni. Jsou vyrokové teorie {AV-B,CV-A, A} a {C,B — C, AV-C}
ekvivalentni? Jsou teorie {AV B,—~AV C} a {A — C,BV C} ekvivalentni?

1.4.4 CviCeni. Je-liT E AV B, je nutné T = A nebo T = B?

1.4.5 Cviceni. Vyrokova teorie T je nezdvisld, pokud zadna formule ¢ z T neni
dusledkem teorie T\ {¢}; jinymi slovy, pokud pro kazdou ¢ z T je teorie T, —p
splnitelna. Ukaizte, Ze (a) kazd4a kone¢né teorie mé nezavislou ekvivalentni pod-
mnozinu; (b) nekone¢na teorie nemusi mit nezavislou ekvivalentni podmnozinu;
(c) ke kazdé teorii existuje ekvivalentni nezavisla teorie.

Rezoluéni metoda rozsifuje danou kone¢nou teorii T do jisté ekvivalentni te-
orie R(T), o jejiz splnitelnosti lze rozhodnout trivialng. Z oddilu o normélnich
tvarech vime, Ze kazdou vyrokovou formuli, a tedy i kone¢nou vyrokovou teorii,
lze ekvivalentné vyjadrit v konjunktivnim normélnim tvaru. Bez Gjmy na obec-
nosti hledime tedy na predlozenou vyrokovou teorii jako na mnozinu klauzuli,
a na tyto klauzule jako na mnoziny literélu.

Jsou-li (AVByV---VBy,)a(mAVCV---V(Cp) dvé klauzule, pak formule
(B1V---VB,VC1V---VC,,) je jejich rezolventa. Rezolventa muze byt i prazdna,
napiiklad klauzule A a =A maji prazdnou rezolventu; tu budeme znacit | a
nazyvat ji kontradikce, jak je zvykem. Snadno se ovéri, Ze rezolventa je logickym
dtsledkem klauzuli, ze kterych vzesla.

1.4.6 Lemma. Pokud néjaké pravdivostni ohodnoceni spliiuje vijrokové formule
(AVB1V---VB,) a (=AVC1V- - -VCy,), pak spliiuje i (B1V- - -VB,VC1V---VCp,).

Je-li T mnoZina klauzuli, ozna¢me jako R(T") sjednoceni 7' s mnoZinou viech
moznych rezolvent dvojic klauzuli z T'. Z¥ejmé T' C R(T"), pfitom R(T") obsahuje
vyhradné disledky teorie T', takZe teorie T' a R(T) jsou ekvivalentni. Navic pro
T konec¢nou je R(T) kone¢na. Polozme RO(T) =T a R"*1(T) = R(R"(T)); pak

T=RT)CRNT)C...CRY(T)CR"™NT)C...

je rostouci posloupnost koneénych teorii. Pfitom nad kone¢né mnoha literaly
z T existuje jen kone¢né mnoho navzajem ruznych klauzuli. Pro néjaké n € N je
tedy R"(T) = R"*1(T). Tuto mnozinu klauzuli budeme nazyvat rezolucni obal
teorie T' znadit ji R(T'). Teorie T a R(T) jsou opét ekvivalentni; specielné T je
splnitelna pravé kdyz R(T') je splnitelna.

1.4.7 Pi¥iklad. Pro koneénouT = {AVB,B — C,C — D,D — E} je R%(T) =
{AV B,-BVvVC,-CV D,-DVE}, R(T)=R(T)U{AVC,-BVvV D,-CV E}
a R*(T) = R(T)U{AV D,-~BV E,AV E}. Systematickou probirkou viech
dvojic klauzuli se snadno ovéid, ze R?(T) = R*(T) = R(T).

1.4.8 Vé&ta (o rezoluci). Koneénd mnoZina klavzuli T je splnitelnd prdvé tehdy,
kdyz jeji rezolucéni obal R(T') neobsahuje kontradikcs.

Diikaz. Jeden smér je trivialni: pokud R(T") obsahuje kontradikei, pak je nespl-
nitelné, a ekvivalentni teorie T' rovnéZz. V opa¢ném sméru ukaZzeme, Ze pokud
R(T) neobsahuje kontradikci, pak je splnitelné, takze i T C R(T) je spluitelna.

Bud Ai,..., A jazyk teorie T, tedy seznam vSech prvotnich formuli, které
se vyskytuji v klauzulich z T'. Induke{ zkonstruujeme ohodnoceni v téchto vyro-
kovych proménnych, které splni teorii R(7'). Je-li A; prvni dosud neohodnocena
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vyrokova proménné (ve zvoleném oéislovani), definujeme v(A;) takto: pokud né-
jaka klauzule z R(T') sestava vyhradné z —A; a z literalt ohodnocenych opacné
nez pii dosavadnim ohodnoceni, bud v(4,) = 0; jinak bud v(4,) = 1.

Pokud takové ohodnoceni v nesplituje ngjakou klauzuli ¢ z R(T), znamené
to, ze ¢ obsahuje vyhradné literdly ohodnocené opacéné nez pii ohodnoceni v;
v takovém piipadé bud j < k nejmensi mozné éislo, pro které jsou vSechny
vyrokové proménné z néjaké takové klauzule ¢ obsazeny mezi A;,...,A;. To
neznamena, ze se ve ¢ vyskytuji nutné vSechny, ale proménnd A; ve ¢ figurovat
musi, jinak zvolené j nebylo nejmensi mozné. PopiSeme pfipad, kdy ¢ obsahuje
literal A; — opac¢ny pifpad, kdy ¢ obsahuje ~A;, je analogicky.

Mame tedy v(A4;) = 0, jinak je klauzule ¢ splnéna. Podle definice ohod-
noceni v to znamené, ze né&jaka klauzule ¢ z R(T) sestava vyhradné z —A; a
literal ohodnocenych opa¢né nez proménné Ai,...,A;_;. Pritom proménna
Aj; se v ¢ musi vyskytovat, jinak zvolené j < k nebylo nejmensi mozné; tedy
obsahuje literal = A ;. Pak ale rezolventa klauzuli ¢ a 9, pfitomna v obalu R(T'),

obsahuje vyhradné literaly ohodnocené opa¢né nez proménné A, ..., A;_;. To
je spor s minimalitou zvoleného j < k. Zbyva jen moZnost, kdy tato rezolventa
je prazdna. Podle piedpokladu ale R(T) kontradikci neobsahuje. O

1.4.9 Priklad. Je teorie {PAQ — R, RAP,—QV R} splnitelna? Rezoluce se
stabilizuje bez kontradikce, navic mezi rezolventami je =@, tedy mezi disledky
jsou jiz v8echny literaly: P, =@, —R. To je jediné spliiujici ohodnoceni.

1.4.10 Cviceni. (a) Je teorieT = {A — (BVC),E — (CVD),—~C} splnitelna?
Je formule ¢ = (=B A =D) — (A A =E) jejim dusledkem? Jako v kazdém
kone¢ném piipadé lze odpovédét s pomoci pravdivostnich tabulek — to v8ak
znamend vyset¥it 2° rtznych ohodnoceni pro &tyii rtzné formule. Ptejme se
ekvivalentné, zda je teorie T, ¢ splnitelna.

1.4.11 Cviceni. Je {BAD — E,BAC — F,EV F — A,~C — D, B} |= A?
Je (BAD — E,BAC — F,EVF — A,C — D,B} E A?

1.4.12 Cviceni. Politicka strana Prdce a mir potifebuje vysekat svého ministra
z zaloby pro korupci. To vyzaduje budto zastrasit svédka A nebo podplatit
soudce B. Na zastraSeni svédka A je potieba uvéznit osobu C. Pro uplaceni
soudce B je potfeba obsadit firmu F' a ziskat pro ni zakdzku E. Uvéznéni osoby
C i prevzeti firmy F vyZzaduje zabit osobu D. Potfebuje Prdce a mir zabit D?

1.4.13 Cviceni (Davis—Putnam). Rozhodnéte o splnitelnosti resp. disledku
v predchozich cvi¢enich pomoci nésledujicicho algoritmu. Vstupem je kone¢né
vyrokova teorie T' v konjunktivnim normalnim tvaru, tedy mnozina klauzuli.
Vystupem je informace o tom, zda T je ¢i neni splnitelna.

/* 1. propagace literald */
dokud T obsahuje literaly {
pro kazdy literdal L v T {
odstrail z T vSechny klauzule obsahujici L
odstran opacény literal ze vSech klauzuli, které jej obsahuji
}
pokud je nyni T prazdna, vrat true
pokud T obsahuje prazdnou klauzuli, vrat false
}
/* 2. splitting (rekurzi) */

23



zvol néjaky literal L z néjaké zbylé klauzule
je-1i T,L splnitelnd, vrat true

je-1i T,not(L) splnitelnd, vrat true

jinak vrat false

1.4.14 Cvieni. Pro formuli ¢ a jeji prvotni podformuli A bud (% formule,
ktera vznikne z formule ¢ nahrazenim kazdého vyskytu A symbolem L, a po-
dobné bud ¢} formule, kde je A nahrazena symbolem T. P¥itom symboly L, T
povazujeme za nularnf spojky s hodnotami 0 resp 1. Ozna¢me jako ¢ formuli
o5 V k. Potom (i) ¢ | ¢%; (i) je-li ¥ formule, ktera neobsahuje A, a je-
i ¢ = 9, je také % = ; (iii) ¢ je splnitelna pravé kdyz ¢ je splnitelna.
Formule ¢ je nejsilngjsi mozny dtsledek formule ¢, ktery nepouziva A.

1.4.15 Cviceni. Bud ¢ | ¢. Potom existuje formule ¢, pro kterou ¢ = 9 = v,
a ktera pouziva jen ty promeénné, jez se vyskytuji ve formuli ¢ i ve formuli .
Rikame pak, Ze formule 9 interpoluje vatah ¢ = 1.

Kompaktnost Pro kone¢nou vyrokovu teorii T' = {1, ..., p,} se otdzka po
splnitelnosti redukuje na splnitelnost formule p; A --- A ¢, kterou dokazeme
zodpovédét dokonce algoritmicky. Pro nekone¢nou teorii 7' jsou vSak takové me-
tody nepouzitelné. V tomto paragrafu dokazeme vétu o kompaktnosti vyrokové
logiky, ktera popisuje splnitelnost nekone¢nych teorii.

1.4.16 Cviéeni. (a) V jazyce prvotnich formuli {A,,; n € N} uvazte nekone¢né
teorie S = {—A, ¢ Apio;n €N aT = {-4, < (A1 V Apie);n € N}L Pro
kazdou z nich rozhodnéte, zda je splnitelné, a pokud ano, popiste vSechna spl-
nwjici ohodnoceni. (b) UkaZte, Ze ani jedna z teorii S a T nevyplyva z druhé.
(¢) Pro nekone¢nou teorii T' je pfirozené se ptat, zda existuje n&jaka kone¢na
cast Tp C T tak, ze T HTp. Otéazku splnitelnosti teorie T' 1ze potom redukovat
na otézku splnitelnosti kone¢né teorie Ty. UkaZte, Ze teorie S a T vySe nemaji
zédnou kone¢nou ekvivalentni ¢ast.

1.4.17 Cviceni. Popiste néjakou vyrokovou teorii 7', ktera neni splnitelné, ale
(i) kazda formule z T je splnitelna; (ii) kazda dvouprvkova S C T je splniteln;
(ii) kazda tfiprvkova S C T je splnitelna.

1.4.18 Vé&ta (o kompaktnosti vyrokové logiky). Virokovd teorie je splnitelnd
prdaveé tehdy, kdyz je splnitelnd kaZdd jeji konecnd cdst.

Véta je zajimava jen pro nekonecné teorie. Zaroven jeden smér tvrzeni je
trivialni: ohodnoceni spliiujici danou teorii spliiuje i kazdou jeji ¢ast.

Uvedeme dva dikazy véty o kompaktnosti: nejprve pro specialni pripad spo-
Cetného jazyka, ve kterém vysta¢ime s matematickou indukci. V ramci dikazu
budeme pouzivat pojem konecéné splnitelnd teorie, to je takova, jejiz kazda ko-
necné Cast je splnitelnad. Mame ukézat, Zze takova teorie je ve skute¢nosti splni-
telna. K dikazu budeme potfebovat nasledujici pozorovani.

1.4.19 Lemma. Bud T konecné splnitelnd virokovd teorie, bud @ vyrokovd
formule. Pak alespori jedna z teorit TU{p} nebo TU{—¢} je konecné spinitelnd.

Diikaz. Pokud ne, pak existuji néjaké konecné ¢asti To C T a T C T tak, ze
ani teorie Ty U {p} C T'U{p}, ani teorie T} U{—p} C T'U{—p} neni splnitelna.
Pak ale To UT; C T je nesplnitelna koneéné ¢éast teorie T O
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Diikaz véty o kompaktnosti. Bud T n&jakd konecné splnitelnd vyrokova teorie.
Hledame ohodnoceni, které splni celou teorii T. Pfedpokladame, Ze jazyk je
spocetny, takze v8echny vyrokové formule lze o¢islovat pfirozenymi ¢isly a v né-
jakém poradi {p,;n € N} je projit indukei.

Budujeme postupné vyrokovou teorii U, kterd rozsifuje teorii 7. Polozme
Up = T. Zname-li koneéné splunitelnou teorii U,, bud U, +1 = U, U{¢,}, pokud
je konecné splniteln4; jinak bud U, 1 = U, U{—¢, }. Kazdopadné U, 11 je op&t
kone¢né splnitelna, podle pfedchoziho lemmatu. Nakonec polozme U = | U,.

Teorie U je kone¢né splnitelna: konecéna ¢ast U je jiz ¢asti nékteré U,, a ta
je konecné splnitelna. Zaroven pro kazdé dvé vyrokové formule ¢, v plati:

(i) ¢ € U pravé kdyz ¢ ¢ U. Oba piipady nastat nemohou, jelikoz U
je kone¢né splnitelna. Naopak kazda formule ¢ mé svij index v oéislovani ,,,
takZe nejpozdéji v U, 11 se ocitne budto ¢ nebo —p.

(il) ¢ A € U prave kdyz p,¢ € U. Kdyby totiz p Ay € U, ale p ¢ U
nebo ¢ ¢ U, pak by podle (i) bylo ¢ € U nebo - € U, a tedy {—p, ¢ A}
nebo {—, o A} by byl nesplnitelny koneény fragment teorie U. Je-li naopak
e, €U, ale p Ap ¢ U, pak podle (i) je ~(¢ A¢) € U, nacez {p,¢, = (0 Ap)}
je nesplnitleny kone¢ny fragment.

(iii) ¢ V¢ € U pravé kdyz ¢ € U nebo ¢ € U. Je-li totiz o Vip € U, ale
v, ¢ U, pak je =p,—p € U podle (i), a tedy {¢ V ¥, ~¢, -} je konetny
nesplnitelny fragment. Podobné naopak.

(iv) ¢ = ¥ € U pravé kdyz - € U nebo ¢ € U. Je-li totiz (¢ — ) € U,
ale —p, 9 ¢ U, pak je ¢,—p € U podle (i), nadez {¢, o — 1, )} je konetny
nesplnitelny fragment. Podobné naopak.

(v) p <> ¢ € U pravé kdyz ¢, ¢ € U nebo —p, mp € U. Je-li totiz p <> ¢ € U,
ale naptiklad ¢ € U a ¢ ¢ U, pak = € U podle (i), nacez {¢ < ¥, ¢, )} je
kone¢ny nesplnitelny fragment. Podobné naopak.

Polozme koneéné v(p) = 1 pravé kdyz ¢ € U. Podle vySe uvedenych vlast-
nosti se jedna o pravdivostni ohodnoceni podle 1.2.1: respektuje negace, kon-
junkce, atd. Pfi ohodnoceni v jsou splnény pravé vSechny formule z U, tedy
specielné v8echny formule z 7" C U. Tedy T je splnitelné. O

Zbyva vétu o kompaktnosti dokézat pro jazyk A libovolné mohutnosti. Pred-
vedeme obecny dikaz, ktery nepredpokladé spocetnost jazyka — neobejdeme
se ale bez jistych topologickych pojmii.

Diikaz véty o kompaktnosti. Bud T néjaki konecné splnitelnd vyrokova teorie.
Pro kazdou kone¢nou &ast S C T oznaéme jako sat(S) mnozinu téch ohodnoceni
v : A — 2, ktera spliiuji konec¢nou teorii S. Podle pFedpokladu je mnozina sat(S)
pro kazdou kone¢nou S C T neprazdna. Snadno se nahlédne, Ze je uzaviena
v topologickém soucinu 24. Zaroven systém S = {sat(S);S C T kone¢na} je
centrovany, nebot prinik sat(S1)N---Nsat(S,) obsahuje neprazdnou mnozinu
sat(S1 U---US,). Mame tedy centrovany systém S neprazdnych uzavienych
mnozin v topologickém prostoru 24, ktery je podle Tichonovovy véty kompaktni.
Tedy prinik (S je neprazdny. Kazdé ohodnoceni v € (S # 0 spliiuje vSechny
kone¢né fragmenty S C T zéaroveii, specielné spliiuje kazdou formuli z 7. O

Poznamenejme, Ze predvedeny dikaz je €isté existencni: ukazali jsme, Ze né-
jaké spliujici ohodnoceni existuje, ale Zzadné konkrétni takové jsme neptedvedli.

147 duraziiujeme, Ze jsme oéislovali viibec viechny formule daného jazyka, ne jen teorii 7.
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1.4.20 Disledek. Pro vgrokovu teorii T' a vgrokovou formuli ¢ je T = ¢ prdvé
tehdy, kdyz To | ¢ pro néjaky konecny fragment To C T.

Diikaz. T | ¢ pravé kdyz T, —p je nesplnitelna. Podle véty o kompaktnosti
tedy jiz pro n&jakou kone¢nou Ty C T je Tp, ~¢ nesplnitelna; tedy To = . O

1.5 Dokazatelnost

Dosud jsme se v riznych podobéch zabyvali sémantikou vyrokové logiky, tj.
zkoumali jsme otazky pravdivosti, splnitelnosti a diusledku. Nyni popiSeme dru-
hou tvar vyrokové logiky, jeji formdlni odvozovaci systém. Zavedeme pojem for-
mdlniho dikazu a budeme se ptat, které formule jsou dokazatelné, at uz v sa-
motné logice nebo z jinych formuli. DokéZeme vétu o dedukci, ktera podstatné
zkracuje a zjednodusuje argumenty o dokazatelnosti, a predvedeme uplnost vy-
rokové logiky, podle které jsou pojmy pravdivosti a dokazatelnosti vyrokovych
formuli v nejlep$im mozném souladu.

Formalni odvozovaci systém Pii vystavbé formalniho odvozovaciho sys-
tému vyrokové logiky potfebujeme nejprve popsat jazyk, ktery budeme pouzi-
vat. Nékteré formule tohoto jazyka pak zvolime za axiomy, ze kterych budeme
odvozovat vSe ostatni, a stanovime odvozovaci pravidla, kterd popisuji jediné
povolené zpiisoby takového odvozovani. Je témér filozofickou otézkou, které axi-
omy a jaka pravidla zvolit, a rizné formélni systémy nabizeji rizné odpovédi.
Systém navrzeny D. Hilbertem je vSeobecné povazovan za standardni.

Hilbertav systém Jazykem Hilbertova systému je jazyk vyrokové logiky re-
dukovany na spojky — a —. Smyslem této redukce je tispornost vyjadieni: vime
z 1.3.1, ze {—, =} tvofi minimalni univerzalni mnozinu spojek. Axiomem je
kazda instance kazdé z nasledujicich formuli.

Hl: A— (B— A)

H2: (A5 (B—C))—= ((A—B)— (A—0C))

H3: (-B — -A4) » (A — B)
Jedinym odvozovacim pravidlem je modus ponens neboli pravidlo odloucens:
MP: Z formuli ¢ a ¢ — ¢ odvod formuli 1.

Je H1-H3 vhodnym zakladem pro stavbu vyrokové dokazatelnosti? Zachy-
cuje pravé modus ponens zpusob, kterym rozum spéje od znamého k novému?
Témito otazkami se zabyvat nebudeme, ponechame je filozofii matematiky.

1.5.1 Cvic€eni. Hilbertiv systém nema tii axiomy, nybrz nekonecné mnoho
axiomu t¥i typi. (a) Které z nasledujicich formuli jsou axiomy, a kterého typu?
(b) S pomoci 1.1.7 implementujte proceduru, kterda rozpoznava, zda vstupni
formule je hilbertovskym axiomem, a kterého typu.

(A= B) = ((-C+ (DANE)) = (A— B))

(A= B) = ((-C+ (DANE)) = (A— (AV B)))

(A= ((BA-C)—= D))= ((A—= (BA-C)) = (A— D))
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(A= ((BAN-C)—= D)) = (A= (BA-C)) = D)
(~(AAB) = (CV D))= (-(CVD)— (AAB))
(~(AAB) - ——(CV D))= (=~(CVD)—= (AANB))

1.5.2 Definice. Kone¢na posloupnost vyrokovych formuli o1, ..., @, je dikaz
formule ¢ ve vyrokové logice, pokud kazda formule ¢; je bud'to axiom, nebo je
z nékterych predchéazejicich formuli odvozena pravidlem modus ponens, a ¢, je
formule ¢. Pokud existuje néjaky dikaz formule @, fekneme, ze ¢ je dokazatelnd
ve vyrokové logice, a piSeme - .

Pojem formalniho dikazu zachycuje to, co od néj v matematice ocekavame:
vychazi z predem vyslovné danych predpokladii, pouziva kone¢né mnoho pfedem
danych pravidel, a je kdykoli znovu ovéritelny v kazdém ze svych kone¢né mnoha
kroktu. Toto ovéfeni miize byt dokonce mechanické, viz 1.5.6.

1.5.3 Priklad. Nasledujici posloupnost formuli je dikazem formule A — A ve
vyrokové logice. U kazdého kroku uvadime vyslovné, kterého axiomu ¢i odvozo-
vaciho pravidla je pravé pouzito.

Hl: (A— ((A— A) = A))

H2: (A- (A=A - A) (A= (A= A) = (A—A)
MP: (A= (A—>A) > (A= A)

Hl: (A— (A— A))

MP: (A — A)

Vsimnéme si, Ze pojem dikazu je Cisté syntakticky: formalni dikaz je jista
posloupnost formuli, tedy vyraziu jistého tvaru, ktera sama je jistého tvaru.
Jedn4 se vyhradné o manipulaci se symboly — otazka pravdivosti nehraje ve
formalnim dikaze Z4dnou roli.'?

Je snadné ovéfit, ze uvedena posloupnost je skuteéné dikazem. To ale nedava
zadny navod, jak jej nalézt. Pozdé&ji uvidime, Ze pro dokazatelnou formuli je i
nalezeni ditkkazu algoritmicky feSitelny problém, i kdyz vypocetné dosti naroc¢ny.

1.5.4 Cviceni. Ovéite podrobné, Ze nésledujici posloupnost formuli je for-
malnim dikazem.'® U kaZdého kroku uved'te, kterého axiomu & odvozujiciho
pravidla bylo pravé pouzito. Existuje néjaky kratsi diukaz?

-A— (=B — -A)

(-B — -A) —» (A— B)

(#B—-A)—> (A—B))—» (~A— ((-B—-4A) - (A— B)))

-A— ((-B — -A) —» (A— B))

(~A— ((-B—-A) - (A—B))) = (mA— (-B—-A)) - (-A— (A— B)))
(-A—= (-B—-A)) > (-A— (A— B))

-A— (A— B)

15Pozorny &tenaf se ziejmé pozastavi nad tim, ze i v tomto textu piedkladame ,dikazy,*
a nejsou to posloupnosti formuli (zatim kromé 1.5.3). Abychom tyto dv& trovné jazyka du-
sledné oddélili, mohli bychom dikazy v tomto textu nazyvat metadikazy nebo demonstrace.
Zustaneme vSak u dosavadni terminologie, a spoléhame na ¢tenare, ktery je schopen rozlisit
forméalni dikaz formule ve vgrokové logice od demonstraci vét o vyrokové logice, vedenych
v CeSting; ta hraje roli metajazyka, kterym zde mluvime o formulich, teoriich — a dukazech.

16Dokazovana formule je jednou z poudek starovéké logiky, a jako kazda takova ma své
latinské znéni: ex impossibili sequitur quodlibet, neboli z nemozného plyne cokoli.
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1.5.5 Cviceni. Je-li ¢1,...,p, formalni dikaz, budte Ay, ..., Ax vSechny pr-
votni formule, které se v ném vyskytuji. Bud'te dale 11, ..., libovolné vyro-
kové formule. Potom posloupnost ¢7, ..., ¢}, kde formule ¢} je instance formule
;i vznikld substituci formuli ¢; za proménné A;, je opét vyrokovym dikazem.
Strucné feceno, kazda ,instance dikazu“ je opét dikazem, takze dikaz libovolné
formule Ize snadno prepsat na dilkaz libovolné jeji instance.

1.5.6 Cviceni. Implementujte proof checker, tj. program, ktery na vstupu ¢te
kone¢nou posloupnost vyrokovych formuli (jedna formule na jednom fadku), a
pritom ovéruje, zda je tato posloupnost dikazem v Hilbertové systému.

1.5.7 Definice. Bud T vyrokova teorie, bud ¢ vyrokova formule. O posloup-
nosti vyrokovych formuli ¢1, ..., , fekneme, Ze je dikazem formule @ z pred-
pokladi T' (nebo Ze je dikazem ¢ v teorii T), pokud ¢, je formule ¢, a kazda
formule ¢; je budto axiom vyrokové logiky, nebo formule z T, nebo je z né-
jakych piredchozich ¢;, @) odvozena pravidlem modus ponens. Pokud né&jaky
takovy dikaz ¢ z T existuje, fekneme, Ze ¢ je dokazatelnd v T, a piSeme T - .

Zobecnéni je tedy v tom, Ze jako kroky dikazu pFipoustime i formule z mno-
ziny T. VySe zavedené notace - ¢ pak odpovida tomu, Ze ¢ je dokazatelna
z prazdné mnoziny predpokladi, tedy v samotné vyrokové logice.

Je zvykem psat strucnéji napiiklad B,—~A — - B F A misto formélnéjsiho
{B,—A — =B} I A. Podobné rozsifujeme-li teorii T o n&jaké dalsi pfedpoklady
© a1, je zvykem psat strucné T, ¢, misto T U {p, v} apod.

1.5.8 Cviceni. (a) Ovéite podrobné kroky formalniho dikazu formule A — B
z —A: ﬁA7 —-A— (ﬁB — ﬁA), -B — ﬁA, (ﬁB — ﬁA) — (A — B), A — B.
(b) Podejte ditkaz formule A — B z B a dikaz formule A z B,~A — —B.

1.5.9 Cvi€eni ([T]). Pro vyrokovou teorii T ozna¢me jako Thm(T) mnoZinu
téch formuli, které maji dikkaz v T. Rozhodnéte, zda plati néasledujici tvrzeni:

(a) T CThm(T)
(b) Thm(Thm(T)) = Thm(T)
(¢) S C T pravé tehdy, kdyz Thm(S) C Thm(T)

(e) Thm(SUT)=Thm(S)UThm(T)
(

)
)
)
(d) S C Thm(T) pravé tehdy, kdyz Thm(S) € Thm(T)
)
£) Thm(SUT) = Thm(SUThm(T)) = Thm(Thm(S) U Thm(T))
)

(g) Je-i T,, C T),41 pro kazdé n € N, pak Thm(JT,) = UThm(T,)

Korektnost a bezespornost Po zavedeni pojmu dikazu a dokazatelnosti je
prirozené se ptat, které formule jsou dokazatelné, resp. dokazatelné z danych
predpokladi. Ukadzeme nejprve, ze Hilbertiv systém je korektni a vyrokova lo-
gika je tudiz bezespornd.

1.5.10 Vé&ta (o korektnosti). Bud T wvijrokovd teorie a @ vgrokovd formule.
Potom pokud je ¢ dokazatelnd v'T, je logickym disledkem T. Specidlné vyrokovd
logika dokazuje vijhradné tautologie.
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Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme indukei podle délky diikazu. Bud totiz 1, @2, .., ¢n
ditkaz formule ¢ v teorii T'. Je-li ¢; axiom vyrokové logiky, je tautologii, jak jsme
overili v 1.2.11 a 1.2.21, a tedy T |= ¢;. Je-li ¢; prvkem T, je T = ; z definice.
Konecné je-li p; odvozena z néjakych predchozich formuli pomoci modus ponens,
stac¢i si uvédomit, ze pravdivostni ohodnoceni, které spliuje formule o a o — ¥,
splituje i formuli ¢; tedy modus ponens odvozuje z tautologii jen tautologie, a
z diisledkt teorie T' opét jen diisledky teorie T O

1.5.11 Definice. Vyrokova teorie je spornd, pokud z ni 1ze dokazat libovolnou
formuli; v opa¢ném piipadé je bezespornd. Rekneme, Ze sam formalni systém je
sporny, pokud prazdna teorie je sporna.

Podle véty o korektnosti tedy wvigrokovd logika je bezespornd: formule, které
nejsou tautologické, nelze v logice dokazat. Z véty o korektnosti také ziskavame:

1.5.12 Véta. KaZdd spinitelnd teorie je bezespornd.

Dikaz. Bud T dana teorie, bud v n&jaké spliujici ohodnoceni. Je-li T sporna,
dokazuje z definice kazdou formuli, tedy specielné néjakou ¢ a zérovein —.
Podle véty o korektnosti je potom zaroveir T' = ¢ a T = —¢. Ohodnoceni v
tedy spliuje jak ¢ tak —p, coz neni mozné. O

Pravé pouzita vlastnost sporné teorie, totiz dokazatelnost néjaké formule ¢
a —p soucasné, ve skutecnosti sporné teorie charakterisuje, a nékdy je pfijimana
jako definice. Podle 1.5.4 je totiz F —¢p — (¢ — ) pro kazdou formuli ¢, a
pokud je T F ¢ a T F =, mame dvojim pouzitim modus ponens také T F 1.

Véta o dedukci Piredvedeme dilezity technicky obrat, ktery mnohokrat vy-
uzijeme pii prokazovani dokazatelnosti: vétu o dedukci, kterd dikazy zpiehled-
fuje a zkracuje. S jeji pomoci pak dokdZeme nékolik jednoduchych formuli, které
budeme v dalsim bézné pouzivat.

1.5.13 Véta (o dedukci). Bud T wvijrokovd teorie, budte o, vyjrokové formule.
Potom je T+ ¢ — ¢ prdvé kdyz T, = 1.

Véta o dedukci je ospravedlnénim bézného obratu, ktery pouziviame pii di-
kazu néjaké implikace ¢ — 1: predpoklad ¢ pfidame k ostatnim predpokladim,
a v takto vzniklé teorii dokazujeme zavér . Takovy dikaz je typicky kratsi a
prihlednéjsi, nebot dokazujeme jednodussi formuli ze silngjsich predpokladi.

Demonstrace véty je konstruktivni: popisuje algoritmus, ktery pfepisuje di-
kaz formule v v teorii T, ¢ na dikaz formule ¢ — v v teorii T a naopak. Je
vedena indukci podle délky dikazu.

Dikaz. (i) Je-li T F ¢ — 9, bud ¥1,99,...,9, = (¢ — ¢) dikaz formule
@ — 1 v teorii T. Pridame-li k tomuto dikazu jesté formule ¢,, ziskdme
posloupnost 91, 9s, ..., (¢ = ¥), @, 1, kterd je dikazem formule ¢ v teorii T, ¢.
(ii) Je-li T, F ¢, bud ¥1,%s,...,9, = ¢ dikaz formule ¢ v teorii T, p.
Ukazeme postupné indukci pro i < n, ze pro kazdou formuli ¥; z dikazu je
T F ¢ — ¥;. Tim bude specielné pro i = n ukizano, ze T F ¢ — .
(a) Je-li ¥; axiom logiky, pak ¢;,9; — (¢ — 9;),p — ¥; je dikazem ¢ — ¥;.
(b) Je-li ¥; pfedpoklad z T', pak posloupnost z (a) je dikazem ¢ — ¢; z T.
(c) Je-li ¥; = o, mame ukazat T+ ¢ — . Podle 1.5.3 je dokonce F ¢ — .
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(d) Je-li ¥; odvozena z né&jakych piedchozich 9;,9; — ¥;, pak podle induké-
niho predpokladu je jiz T ¢ = ¥; a T+ ¢ = (¥; = 0;). Dikaz ¢ — ¥; z T
potom vznikne tak, Ze za dikazy formuli ¢ — ¥; a ¢ — (VJ; — ¥;) zafadime

H2: (o = (9; = i) = ((¢ = U;) = (¢ = )
MP: (¢ = 9;) = (¢ = ;)

Jiné pripady nez (a)—(d) nastat nemohou. Tim je véta dokazéana. O

1.5.14 Piiklad. PiepiSeme diikaz 1.5.8 formule A — B z formule = A na di-
kaz implikace A — (A — B) ve vyrokové logice. Nasledujeme konstruktivn{
demonstraci véty o dedukci: pro kazdou formuli 91, ¥s, V3, 94, Y5 ptivodniho di-
kazu, tj. A, "A — (-B — —-A), -B — -A, (-B —» -A) - (A — B), A — B,
sestrojime dukaz formule = A — ;.

(1) Formule 9, je samotna —A, p¥ipad 1.5.13 (c¢), pomoci 1.5.3.
-A = ((ﬁA — —A) — ﬁA))
— —\A)) — ((—\A — (—\A — —\A)) — (—\A — —\A))
— (RA — —A)

T
o
1
T
o
1
]
=

(2) Formule 95 je axiomem vyrokové logiky, pfipad 1.5.13 (a):

-A— (=B — —A)
(mA—= (B = -A)) - (mA = (mA = (mB = -4)))
—-A = (mA— (-B — —A))

(3) Formule 93 vznikla uzitim modus ponens na 9, a 92, pfipad 1.5.13 (d):

(ﬁA — (ﬁA — (ﬁB — ﬁA))) — ((ﬁA — ﬁA) — (ﬁA — (ﬁB — ﬁA)))
(mA — -A) - (mA — (-B — 0A))
-A— (-B — -A)

(4) Formule 94 je op&t axiomem logiky, pfipad 1.5.13 (a):
(=B = -A) - (A— B)
(#B—-A)—» (A— B))—» (mA— ((-B—-A) - (A — B)))
-A— ((-B — -A) —» (A— B))

(5) Formule 95 vznikla uzitim modus ponens na 93 a 94, piipad 1.5.13 (d):

(A= ((-B—-A)—- (A= B))) = (A= (-B—-4)) - (-A—= (A— B)))
(mA — (=B —> -A)) - (mA— (A — B))
-A— (A— B)

Formalni dikazy ziejmé rychle rostou do délky i pro jednoduché formule.'”
Véta o dedukci umoziuje predvést dokazatelnost bez nutnosti podat konkrétni
dikaz, a udrzet argumenty o dokazatelnosti na tinosné délce. Pfitom kazdé po-
uziti véty o dedukci lze eliminovat jako vyse, zcela mechanicky.

17Pravé zkonstruovany diitkaz je dosti neefektivni a lze jej podstatné zjednodusit: prvnich
jedenact krokii dokazuje instanci axiomu, ktery je navic pfitomen uz na Sestém kroku. Od-
stranénim takovych redundanci vznikne pravé dikaz 1.5.4.

30



1.5.15 Priklad. Formule (A — (B — C)) — (B — (A — ()) je dokazatelna.
Podle véty o dedukci jsou totiz nasledujici tvrzeni ekvivalentni

F(A—=-(B—(C)—(B—(A—0))
A—-(B—-C)FB—(A—C)
A—-(B—-C),BFA=C
A—-(B—=C),B,A+-C

a posledni ditkaz se snadno sestavi. Trojim pouzitim véty o dedukci jej potom lze
prepsat na dikaz puvodni formule. Podobné se predvede dokazatelnost formule
(A=-B)=>((B=0C)=(A=0)).

1.5.16 Cviceni. Rozsifte sviij proof checker o dikazovy preprocessor, ktery
bude pfijimat i argumenty pouzivajici vétu o dedukci, a vS8echna jeji pouziti
rozvine do skute¢ného formalniho dikazu, tak jako v 1.5.14.

Budeme vétu o dedukci v dalsim volné pouzivat pfi demonstracich doka-
zatelnosti né€kterych jednoduchych vét vyrokové logiky, které budeme pozdéji
potfebovat. Laskavy ¢tenar muze ve vybranych pfipadech vyzkouset, o¢ prac-
néjsi by bylo predlozit konkrétni ditkaz ve vyrokové logice, pfipadné muze takové
dtkazy pomoci 1.5.16 konstruovat.

1.5.17 Lemma. (i) F—-—A — A, (ii) H A —» —-—A.

Diikaz. S vyuzitim 1.5.4 a véty o dedukci mame
1.5.4: F =A — (24 — ==-A)

VD: ——AF (~A — ==-A)

H3: F (mA —» =——A) —» (——A — A)

MP: =——mAF-—-A— A

VD: ——AF A

VD: F-—-A— A

a
(i) F-—A—-A
H3: F (-——A = -A) = (A —» =—A)
MP: F A — ——A
O
1.5.18 Lemma. (i) - (A — B) —» (-B — —-A), (i) - A = (-B = -(4 — B))
Diikaz. S vyuZitim 1.5.17 a véty o dedukei méame (zapisujeme jiz strucénéji)
1.5.17, VD: ——AF A
MP: ——A, A — B+ B
1.5.17, MP: ==A, A — BF =B
VD: A—- B+ -—A— -—B
H3, MP: A—- B+ -B —-A
VD: + (A — B) —» (-B — —A)

a
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MP: A,A— B+ B
VD: A (A—B)— B

(i), MP: A+ —-B — —~(A — B)
VD: F A— (-B — —-(A — B))

1.5.19 Lemma. + (-4 — A) — A.

Diikaz. S vyuzitim 1.5.18 a véty o dedukci mame
MP: —A,~A = AF A
VD: “AF(mA—A)— A
1.5.18, MP: =AF -A — (A — A)
VD, VD: F -A — =(-A — A)
H3, MP: (A — A)— A
O

1.5.20 Cviéeni. (i) (A — —-B) = (B — —A), (i) (-4 —» B) = (-B = A).

S pomoci véty o dedukci a predchozich lemmat ziskdvame nasledujici cha-
rakterizaci dokazatelnosti. MuZeme ji povaZovat za formalizaci dikazu sporem.

1.5.21 Lemma. T+ ¢ pravé kdyZ T, —p je spornd teorie.

Diikaz. (i) Podle 1.5.4 je - = — (¢ — 1) a podle 1.5.15 pak - ¢ — (= — ¥).
Je-li tedy T F ¢, pak je T+ —¢p — 1, a podle véty o dedukci je T, —p F .

(ii) Je-li T, - sporné, pak dokazuje vSechny formule, specielné T, —¢ F ¢,
a podle véty o dedukei je T+ —¢ — . Pitom F (—¢ — ¢) — ¢ podle 1.5.19,
takze pomoci modus ponens dostavame T . O

Uvedené dikazy se tykaji jen spojek — a —, ve kterych je formulovana Hilber-
tova axiomatika. Uk4Zeme jeSté nékteré jednoduché ditkazy tykajici se ostatnich
spojek, které chapeme jako zkratky za pfislusné ekvivalenty v zakladnim jazyce.

1.5.22 Lemma. (i) AABF A, B, (ii) A, B+ AAB.

Diikaz. (i) A A B je zkratka za =(A — —B). Podle 1.5.4 je A — (A — B),
takZe z 1.5.17 a 1.5.18 pomoci modus ponens mame - —(A — =B) — A. Podle
véty o dedukei tedy -(A — —B)  A. Podobné mame =B — (A — —B) podle
H1, takze z 1.5.17 a 1.5.18 pomoci modus ponens opét + (A — —-B) — B.
(ii) Podle 1.5.17 je A, B+ ——B, a pomoci 1.5.18 mame A,-—BF =(A — —B).
Pomoci modus ponens tedy A, BF A A B. O

1.5.23 Disledek. Formule A <+ B je zkratka za (A — B) A (B — A), takze
(i) A BFA—-B; A<+ BFB— A

(i) A= B,B—>A+FA+ B

(iii) Je-li+ A < B, pak T + A prdvé kdyz T + B.

(iv) F(Ay = (A2 = ...(A, = B)...) & ((A1 ANAs---NA,) = B)
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1.5.24 Lemma (o ekvivalenci). Bud' ¢ formule, a bud ¢’ formule, kterd vznikne
z ¢ nahrazenim viech vyskytid podformuli o1, ..., ¢n podformulemi ¢}, ..., ¢l
Potom je-li b ¢; < ¢} pro kazdé i < n, je také b ¢ + ¢'.

Diikaz. Indukci podle slozitosti formule ¢. Je-li ¢ atomicki nebo nékteréd z ¢;,
neni co dokazovat. Je-li ¢ tvaru =1 a pro formuli 9 jiz mame F 1) <+ 1)/, je podle
1.5.23 také F ¢ — 4’, a podle 1.5.18 také - ¢’ — ; podobné pro opaénou
implikaci. Je-li ¢ tvaru ¢ — 9 a mame jiz - ¢ < ¢’ a 9 < 9, mame také
Fo' — ¢ ad . Pritom (¢ = ¢) = (v = 9) = (0 =9) = @ =)
je dokazatelna formule (skladani implikaci jako v 1.5.15), takZe dvojim pouZitim
modus ponens mame (¢ — ) — (¢’ — 9); podobné naopak. O

Uplnost vyrokové logiky Dokazeme vétu o tplnosti Hilbertova systému pro
vyrokovou logiku, ktera popisuje soulad mezi vyrokovou pravdivosti a dokaza-
telnosti: vyrokova logika dokazuje pravé a jen vSechny tautologie. Hilbertovské
axiomy a odvozovaci pravidla tedy plné charakterisuji pravdivost pomoci ¢isté
formélnich, syntaktickych prostiredkii.

1.5.25 Lemma (o neutralni formuli). Bud T vgrokovd teorie a budte ¢ a 1
vyrokové formule. Je-li T, 1 a zdroven T, —p - 1, pak je také T F 1.

Diikaz. 7 predpokladu T, —¢ F 1) mame podle 1.5.18 s pouzitim modus ponens
také T F - — ==y, a podle véty o dedukci tedy T, =) = =—p. Podle 1.5.17
tedy s pouzitim modus ponens mame 7', =) F ¢. Zarovei z predpokladu T, ¢ F 9
méme podle véty o dedukci T ¢ — 9. Dalsim pouzitim modus ponens tedy
T,—) F 1 a podle véty o dedukci je T F —) — . Pritom podle 1.5.19 je
F (=9 — ) — 1, takZe opét pomoci modus ponens koneéné mame T + . O

V dalsim vyuzijeme nasledujici znaceni. Je-li ¢ vyrokova formule a je-li v
né&jaké pravdivostni ohodnoceni, pak ¢¥ zna¢i budto formuli ¢, pokud v(p) = 1,
nebo formuli —¢, pokud v(¢) = 0. V kazdém pFipadé tedy v(p?) = 1.

1.5.26 Lemma. Bud ¢ vijrokovd formule a budte A, ..., A, prdvé viechny jeji
prvotnd podformule. Potom pro kaZdé ohodnoceni je AY,..., Al ov.

Diikaz. Je-li sama ¢ prvotni formule, je tvrzeni samoziejmé. Je-li ¢ tvaru —)
a pro ¢ je jiz tvrzeni dokdzano, uvazme dvé moznosti. Pokud v(¢) = 0, je ¢
formule -, a podle indukéniho pfedpokladu je AY,..., AV F —); pfitom - je
formule ¢¥. Pokud v()) = 1, je ¢¥ formule ¢ a podle indukéniho pfedpokladu
jiz mame AY,..., A? + 9. Podle 1.5.17 je - ¢p — ——1) a tedy pomoci modus
ponens mame A}, ..., AV F =—. Pritom ——1) je formule ¢v.

Koneéné je-li ¢ tvaru ¢ — 9 a pro formule ¢ a 9 je jiz tvrzeni dokazano,
rozlisime opét pripady podle hodnot v(¢)) a v(9). V pripadé v(¢) = 0 je ¢
formule =% a " je formule ¢p — . P¥itom podle 1.5.4 je pomoci véty o dedukci
—tp b1 — 9, takZe tvrzeni plyne z indukéniho pfedpokladu. V pripadé v(y) =
1 =wv(9) je v(p) = 1, takZe ¢ je formule ¢y — ¥. P¥itom podle prvniho axiomu
a véty o dedukci je ¥ -9 — ¢ a vlevo stoji 9. V piipadé v(v) = 1,v(d) =0 je
v(p) = 0, takze ¢V je formule -y, tj. formule —(¢p — ). Podle 1.5.18 a véty o
dedukci je 1, =9 F —(1p — ¥); pFitom vlevo stoji ¥ a ¥¥ a vpravo je ¢v. O

1.5.27 Véta (Post). Kazdd vjrokovd tautologie je dokazatelnd.
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Dikaz. Bud ¢ tautologie, budte Ay,..., A, vSechny jeji prvotni podformule.
Pro libovolné ohodnoceni v je podle pfedchoziho lemmatu Ay, ..., AY F . Bud
w pravdivostni ohodnoceni, které se shoduje s ohodnocenim v vSude kromé

proménné A,, kde dava opa¢nou hodnotu. I nyni mame AY, ..., AY F ¢, tj.
AV A, AY AR F . Je tedy zaroveil

AV A, LAY Ak

9 n—1»

A AS, . A AL E

a podle 1.5.25 mame A}, ..., AY_, - ¢. Nyni staéi tento postup n-krat zopako-
vat a ziskdme F ¢. O

1.5.28 Véta (o uplnosti vyrokové logiky). Pro vgrokovou formuli ¢ a vyrokovou
teoris T je T & ¢ prdve tehdy, kdyZ T = . Specielné virokovd logika dokazuje
pravé a jen tautologie.

Diikaz. Jeden smér je znénim véty o korektnosti. Bud naopak T' |= ¢. Podle véty
o kompaktnosti je Tp |= ¢ uz pro né&jakou konetnou Ty = {¢1,...,0n} C T.
To znamend, e formule ;1 — (w2 — ... (0 — ¢)...) je tautologie, a podle
Postovy véty je dokazatelna v logice. PouZijeme-li nyni n-krat vétu o dedukci,
dostavame @1, ..., @, = @, neboli Ty F ¢, a tedy také T+ . O

Dokazali jsme vétu, ktera popisuje souvislost mezi pravdivosti a dokazatel-
nosti ve vyrokové logice. Tato v&ta ma nékolik dusledki, resp. ekvivalenti.

1.5.29 Véta. Vyrokovd teorie je bezespornd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd.

Diikaz. Jeden smér je 1.5.12. Je-1i T nesplnitelna, pak podle véty o kompaktnosti
je nesplnitelna uz néjaka kone¢na {¢1,...,¢,} C T. Formule —p; V -+ V =g,
je tedy tautologie, ozna¢me ji ¢. Podle véty o dplnosti je - ¢, tedy i T+ ¢.
Zaroven T F ¢; pro kazdou ¢;, tedy podle 1.5.22 je i T F @1 A -+ A ;. Plitom
tato formule je ekvivalentni s =y, a podle 1.5.23 mame také T - —. O

V predchozim dilkaze jsme pouzili vétu o kompaktnosti, kterou naopak
snadno ziskdme jako disledek. Bud totiz T n&jakd nesplnitelnd teorie. Podle
predchozi véty je T je sporna. Dikaz sporu v T ale pouZiva jen néjakou konec-
nou ¢ast Ty C T', nebot ditkaz je kone¢né posloupnost. Tedy uZ koneéna Ty C T'
je sporné, a tedy nesplnitelna.

Zaroven predchozi véta dokazuje vétu o tplnosti: je-li T = ¢, je T, —p ne-
splnitelna, a tedy sporné. Tedy jiz néjaka kone¢na T, - je spornd, coz podle
1.5.21 znamena praveé tolik, ze Ty F .

Rozhodnutelnost vyrokové logiky Otazka po dokazatelnosti vyrokové for-
mule je podle Postovy véty totéz, jako otazka po jeji pravdivosti. Pfitom o
pravdivosti vyrokové formule dokdZeme efektivné rozhodnout. To znamena, Ze
existuje procedura, kterd efektivné rozhoduje o dokazatelnosti kazdé vyrokové
formule. Rikéme, Ze vyrokova logika je rozhodnutelnd.

V dalsi kapitole se budeme zabyvat predikatovou logikou, ktera také mé svou
vétu o uplnosti, ale rozhodnutelna neni. V predikatové logice neni k dispozici
zadna analogie pravdivostnich tabulek, kterd byla umozZnila ovérit pravdivost
formule pfi v8ech ohodnocenich.
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Alternativni systémy Popsali jsme Hilberttiv odvozovaci systém pro vyro-
kovou logiku, ktery je zavedenym standardem, a budeme jej v dalsim pouzivat.
Jako dodatek popiSseme nékolik dalsich formalnich systémi, ze kterych se Hil-
berttv systém postupné vytiibil.!®

1.5.30 Cvi¢eni. Ukaite, ze formalni systém vyrokové logiky'® s nasledujicimi
axiomy a odvozovacim pravidlem modus ponens je stejné silny jako Hilbertiv.

FL: o = (¢ = ¢)

F2: (o= (b = 9) = (¢ = ¥) = (¢ = 0))
F3: (o= (v = 9) = (¥ = (¢ = 9))

Fa: (o = ¢) = (¢ = —p)

F5: ¢ = =g

F6: =—¢p — ¢

1.5.31 Cvi¢eni. Ukaite, 7e formalni systém vyrokové logiky?® s nasledujicimi
axiomy a pravidlem modus ponens je stejné silny jako klasicka vyrokova logika.

Gl: o= (¥ = ¢)

G2: (p = (p = ¥) = (¢ = ¥)

G3: (p = (¥ = 9)) = (¥ = (¢ = 1))
Gd: (¥ = 0) = (¢ = ¥) = (¢ = V)
G5: ¢ = (mp — )

G6: (¢ = ) = ((mp = ¢) = 1)

1.5.32 Cviceni. (a) Vyrokova teorie T je nezdvisld, pokud pro kazdou vlastni
podmnozinu S C T existuje néjaka formule dokazatelna v 7', ktera neni doka-
zatelna v S. Ukazte, ze teorie T je nezavisla pravé tehdy, kdyz pro libovolnou
formuli ¢ z T je (T'\ {¢}) U {—¢} bezesporna teorie.

(b) Ukaite, 7Ze systémy F1-F6 a G1-G6 jsou zavislé.

(¢) Ukazte, ze axiomy H1-H3 jsou nezavislé. Z uplnosti a nezéavislosti plyne,
ze kdybychom ke klasické vyrokové logice pridali dals{ axiom nebo odvozovaci
pravidlo, vznikly systém by byl redundantni. Z vétsi mnoziny axiomt a pomoci
vice pravidel bychom snadnéji dokazovali véty ve vyrokové logice; s Gplnym ne-
zéavislym systémem naopak stru¢néji dokdzeme riuzné tvrzeni o vyrokové logice.

(d) Ukazte, 7e formalni systém vyrokové logiky?! s nasledujicimi axiomy a
odvozovacim pravidlem modus ponens je nezavisly, a stejné silny jako Hilbertiv.

LL: (¢ = ¢) = (¥ = 9) = (¢ = 7))
L2: (mp =) = ¢
L3: ¢ = (¢ = ¢)

1874jemce o historicky vyvoj odkazujeme na [T).

9G. Frege, Begriffsschrift, Halle, 1879

20D. Hilbert, Die logischen Grundlagen der Mathematik, Math. Annalen 88 (1923), 151-165
21]. Lukasiewicz, Elementy logiki matematycznej, Warszawa, 1929
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1.5.33 Cviceni. Uvazte formélni odvozovaci systém pro vyrokovou logiku, je-
hoz axiomy jsou hilbertovské formule H1-H3, pieloZené oviem do jazyka {—, V},
a jedinym odvozovacim pravidlem je pravidlo rezoluce: z formuli (Vi1 V- - -Viby,)
a(—pViV---Vi,) odvod formuli (1 V-V ih, VI V---Vi,). Korektnost
tohoto systému plyne z 1.4.6. Ukazte, ze tento systém je zéroven tplny.

1.5.34 Cviceni. Pfirozenym pozadavkem pii budovani formélniho odvozova-
ctho systému je dosdhnout co nejuspornéjsiho tvaru. Proto vystavba Hilbertova
systému zacina redukef jazyka na minimalnf univerzalni mnozinu spojek {—, —}.
V tomto redukovaném jazyce pak formulujeme tplnou axiomatiku. Podobné re-
zoluéni kalkul pouziva miniméalni jazyk spojek — a V. Podle 1.3.2 vime, Ze exis-
tuji univerzalni mnoziny sestavajici z jediné spojky; tedy systém formulovany
v jazyce o dvou spojkach lze formélné stale povazovat za zbyte¢né slozity.
Uvazte formalni systém?? v jazyce 1, jehoZ axiomy jsou instance formule

PT@TR)T((ST(STNMNTTTQ)T((PTT)T(P1T))))

a jehoz jedinym odvozovacim pravidlem je pravidlo odmitnuti z formuli P a
P 1 (@ 1 R) odvod formuli R. UkaZte, Ze tento systém je stejné silny jako
Hilberttv, tedy ze dokazuje pravé vSechny tautologie.

22J. G. P. Nicod, A reduction in the number of primitive propositions of logic, Proc. Camb-
dridge Phil. Soc. 19 (1917), 3241
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Kapitola 2
Predikatova logika

Jazyk matematiky je jemné&jsi nez jazyk vyrokové logiky, a v této kapitole jej
prozkoumame podrobnéji. Zavedeme rela¢ni a funkéni symboly, potiebné pro
popis matematickych struktur, a popiSeme jejich syntax a sémantiku. Hilber-
tovské axiomy a odvozovaci pravidla rozsifime na tyto nové symboly, a popiSeme
odvozovaci systém predikatové logiky, ktery je formélnim ramcem matematiky.
O tomto systému ukéZeme, Ze je korektni a uplny. DokaZeme vétu o kompakt-
nosti predikatové logiky, a pfedvedeme nékteré jeji disledky.

2.1 Jazyk predikatové logiky

Zkoumame-li formalni jazyk, ktery mé slouzit k popisu néjakych struktur, mu-
sime se nejdiive ptat, co vSechno chceme timto jazykem zachytit. Jisté naptiklad
chceme mit moznost pojmenovat nékteré konkrétni objekty. K tomu slouzi v ja-
zyce predikatové logiky konstantni symboly neboli konstanty. Napiiklad symboly
0 a 1 v aritmetice nebo 7 v analyze jsou jména jistych vyzna¢nych ¢&isel, kon-
stanty sin ¢i exp pojmenovavaji jisté konkrétni funkce, atd.

Kromé jmen konkrétnich objektt potFebujeme mit v jazyce i obecna jména
pro objekty, kdyz budeme chtit mluvit o néjakém ¢isle, prostoru, permutaci,
atd. K tomu slouzi v jazyce predikatové logiky proménné. Budeme se drzet tra-
dice a pouZzivat jako proménné pismena latinské abecedy (z,y, z, . .. ), pfipadné
s indexy (z1,x2,x3,...) apod.

Potfebujeme se také vyjadiovat o vlastnostech jednotlivych objekti a o vzta-
zich mezi nimi. Chceme napiiklad mluvit o prvociselnosti, o délitelnosti jednoho
¢isla druhym, o raznych uspofadénich, o kolmosti primek, o symetrii grafi, o
ekvivalenci gramatik, apod. K tomu slouzi v jazyce predikatové logiky relacni
symboly neboli predikdty. Napfiklad < je obvyklym predikidtovym symbolem
v teorii uspofadani, symbol || maZe znacit rovnob&Znost v geometrii, symbol €
obvykle zna¢i naleZeni jedné mnoziny do druhé, atd. Jednotlivé predikaty se lisi
svou detnosti: undrni predikaty mluvi o vlastnosti jednoho objektu (prvocisel-
nost, spojitost), bindrni o vztahu dvou (kolmost p¥imek, naleZeni jedné mnoziny
do druhé, délitelnost jednoho &isla druhym), dalsi o tfech, atd.

Dale chceme mit moznost popsat rtizné operace, které s objekty provadime:
chceme mluvit o nasobeni &isel, skladani permutaci, fetézeni slov, sjednoceni
mnozin, pfevraceni zlomki, atd. K tomu slouzi v predikatové logice funkcni
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symboly, které se opét 1isi svou Cetnosti, podobné jako u relaci.

Své promluvy potiebujeme kvantifikovat: nékdy se chceme vyjadrit o vsech
zkoumanych objektech (,kazdy vektor z linearni baze ...*), jindy jen tvrdime,
ze objekt s néjakou vlastnosti existuje. K tomu slouzi kvantifikdtory, v klasické
logice V (obecny ¢i velky) a 3 (existencni & maly).!

Své promluvy chceme také skladat do logickych celkii pomoci spojek, jak
jsme podrobné popsali v ¢asti o vyrokové logice.

2.1.1 Definice. Jazyk predikdtové logiky sestava z

mnoziny funkcénich symbolii, u kazdého je dana jeho Cetnost

mnoziny relacnich symboli, u kazdého je dana jeho ¢etnost

vyrokovych spojek —, \,V,—>, ¢+

)
)
)
d) neomezené mnoziny symbola pro proménné
)
) kvantifikdtord V a 3

)

Pfedpokladame zaroven, ze vySe uvedené mnoziny symbold jsou navzajem
disjunktni, a tedy Zadna proménnéa neni zaroven konstantou, zavorka neni zéro-
veh predikatem, spojka neni jménem funkce atd.?

Symboly (a), (b), (c) jsou pro ten ktery jazyk specifické, a odréazeji oblast,
o které chceme danym jazykem mluvit (viz pfiklady nize). Nazyvaji se mimolo-
gické nebo specidlni symboly. Ostatni symboly jsou spolecné vSem predikatovym
jazyktim, nazyvaji se logické symboly: proménné, spojky, atd potifebujeme v kaz-
dém jazyce, at uz jim budeme mluvit o ¢emkoli.

Zvlastni postaveni ma binarni rela¢ni symbol = pro rovnost. Obvykle se
fadi téz mezi logické symboly, a jeho chovani popisuji specidlni axiomy. Pokud
v dals$im nefekneme jinak, je predikat = piitomen v kazdém uvazovaném jazyce;
jedna se pak o jazyk s rovnost.

2.1.2 Priklad. (a) Jazyk teorie mnoZin obsahuje jediny binarni predikat €.
(b) Jazyk orientovanych grafii obsahuje jediny binarni relaéni symbol —.
(c) Jazyk teorie uspotdddni obsahuje jediny binarni relaéni symbol <.
(d) Jazyk teorie grup obsahuje binarni funkéni symbol *, unarni funkéni
symbol ~! a konstantu 1. Zadné rela¢ni symboly nemé.
(e) Jazyk aritmetiky obsahuje konstanty 0 a 1, binarni rela¢ni symbol <,
unérni funkéni symbol S, a binarni funkéni symboly + a *.

Jednotlivé jazyky jsou vytvoreny se zamérem popsat néjakou oblast matema-
tiky. Napriklad jazyk teorie usporadani s jedinym predikdtem < je vhodny pro
popis uspofadanych mnozin, zatimco pii popisu aritmetiky bychom s nim tézko
vystacili. Podobné jazykem teorie grup lze popsat vlastnosti grupové operace,
inverznich prvki a neutralniho prvku, ale k popisu grafu vhodny neni.

1Pfevracena pismena A a E jsou symboly pro slova alle a existiert, resp. all a exists.
2Podobné jako programovaci jazyk typicky nedovoluje promé&nnou jménem while apod.
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V piikladech jsme uvedli jazyky v jejich zédkladni podobé. Je béznou praxi
jazyk postupné rozsifovat o nové symboly spolu s tim, jak objevujeme nové vlast-
nosti zkoumanych objekti. Nalezitosti takového rozsifovani popiseme ve 2.5.

2.1.3 Definice. Bud L jazyk predikatové logiky. Potom term jazyka L je kazdy
konec¢ny vyraz, ktery vznikne kone¢nou aplikaci nasledujicich pravidel:

(a) Kazda konstanta jazyka L je term.
(b) Kazda proménna jazyka L je term.

(¢) Jsou-li ty,...,t, termy jazyka L, a je-li f n&jaky n-arni funkéni symbol
jazyka L, pak také f(t1,...,t,) je term.

Termy popisuji provadéni operaci, resp. pojmenovavaji objekty, které opera-
cemi vznikaji. U binarnich operaci je zvykem psat funkéni symbol mezi operandy
— piSeme napiiklad x + y misto +(z,y) apod.

2.1.4 Priklad. Zéakladni jazyky teorie mnozin, teorie grafii a teorie usporadani
7adné termy kromé proménnych nemaji. Vyrazy 1, x 1, z xy, 21, (zxy)~ !,
y* 2 xy ! jsou termy jazyka grup. Vyrazy 1, x +y, x + 1, y x 0, z * (y + 2),
S(z * (14 1)) jsou termy jazyka aritmetiky.

2.1.5 Definice. Bud L jazyk predikatové logiky. Potom formule jazyka L je
kazdy vyraz, ktery vznikne kone¢nou aplikaci nasledujicich pravidel:

(a) Jsou-li t1 a ty termy jazyka L, potom vyraz t; = t2 je formule.

(b) Jsou-li t1,...,t, termy jazyka £ a je-li R né&jaky m-arni rela¢ni symbol
jazyka L, potom vyraz R(t1,...,t,) je formule.

(¢) Jsou-li @, formule, pak také nasledujici vyrazy jsou formule:

(=), (e A1), (0 V), (0 = ), (¢ < ¢).
(d) Je-li z proménna a ¢ formule, pak také vyrazy (Va)p a ()¢ jsou formule.
Podformuli dané formule je pak kazdy podietézec, ktery je sam formuli.

Formule tvaru (a) a (b) se nazyvaji atomické — jsou to nejjednodusi pro-
mluvy, které lze v daném jazyce uéinit. Ziejmé atomické jsou pravé ty formule,
které nemaji Zadné vlastni podformule. Formule z bodu (¢) jsou vytvorené z jed-
nodussich formuli pomoci vyrokovych spojek, které jsme podrobné zkoumali
v predchozi kapitole. Jazyk predikatové logiky je bohatsi a jemnéjsi nez jazyk
vyrokové logiky: spojkami nyni spojujeme vyrazy, které maji vlastni vnitini
strukturu, nejsou to jiz dale nedélitelné symboly.

Formule (Vx)p a (3x)¢ z bodu (d) ¢teme ,pro vSechna z (plati) ¢“ a
Lexistuje x tak, ze (plati) ¢.“ Dilezitou vlastnosti jazyka klasické logiky je to,
7e umoznuje kvantifikovat pouze proménné, tedy jednotlivé objekty, nikoli v8ak
mnoziny objekt, vlastnosti, mnoziny vlastnosti, atd. Jedna se o jazyk pruniho
Fddu. Jazyky vyssich fadi zkoumat nebudeme.?

3 Jazyky vyssich fad@ maji kromé proménnych pro jednotlivé objekty také proménné pro
mnoziny objektt ¢i nékolik druht proménnych pro rizné druhy objektt, napfiklad proménné
pro pfirozena cisla. Takové logiky se od klasické predikatové logiky podstatné lisi; napiiklad
logika druhého fadu nespliuje vétu o kompaktnosti. V tvodu jsme popsali, jak lze omezeni
dané jazykem prvniho fadu v matematice obejit prostfednictvim teorie mnozin.
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Tak jako u binarnich funkénich symboli, je u binarnich relac¢nich symbola
zvykem pouZivat infixni notaci a psat xRy misto R(x,y), jak pozaduje definice.
Piseme napiiklad z < y misto < (z,y) ¢i ¢ € y misto € (z,y), apod. Negace
atomickych formuli zapisujeme obvykle jako x # y, x ¢ y, x £ y apod., misto

formalné spravnych —(z = y), -(x € y), ~(x < y). B&Zné také piseme (Vz,y)p
misto (Vz)(Vy)e, (3z,y)e misto (3z)(Jy)¢ a podobné.

Ve vyrokové logice jsme pfijali imluvu o vazebni sile jednotlivych spojek,
abychom zjednodusili psani zavorek. Podle definice formule jazyka predikatové
logiky se kvantifikator vaze k nasledujici podformuli silnéji nez jakakoli vyrokova
spojka. Tedy napiiklad (Va)e — v znamena ((Vz)p) — 1, nikoli (Vz)(p — ),
podobné (Vz)(Jy)p A ¢ znamena ((Vz)(Jy)e) A 1, nikoli (Vz)(Jy) (¢ A ), atd.

2.1.6 Priklad. (a) Nasledujici vyrazy jsou formulemi teorie mnozin: z € y,
v ¢y, (Vo)(x & 2), (V2)(@ & y), Fy)(va)(@ ¢ 1), (Wo)((z € y) — (v € 2)),
(Vo) (Vy)(Ve)(z € z <> 2z € y) = (z =), (V)((t € 2) = ((t € ) V (L € y))),
(Vt((tez)« (tex)A(tey))), VE)((te€z) < Vu)(uet— u€cEx)).

(b) Nasledujici vyrazy jsou formulemi jazyka* orientovanych grafi: z — v,
(va)(z £ ), (F2)(vy)(@ - y), (V2)(F)(@ — y), (V) (W)@ — y > y - @),
Fz)3y)Fz)(x = yAy = zAz— ), (Fx)Fy)(Vz2)(zr = 2 Vy — 2).

(¢) Nésledujici vyrazy jsou formulemi jazyka teorie usporfadani: z < y,
(va) (@ £ @), (V) (V) (V2)((z < y Ay < ) — (3 < 2)), ~(x < YAy < 2,
(Fz)(Vy)(z <y), F2)(z <z Az <y), (Vo)(Vy)[(z <y) = (F2)(z <z Az <y)],
Bylz < y) A=) (2 < 2) > (5 < 2Vy =2)], (V2)(Wy)(B2) (@ < 2 Ay < 2).

(d) Nasledujici vyrazy jsou formule jazyka teorie grup: 1z = z, zxz~ ! =1,
zxx=1 (Ve)(lxz =z Ahx=xx1), (Vo)Vy)(Vz)(z * (yx 2) = (. xy) * 2),
(rxy) =y txah, Ay rary !t =a), (Vo) (Vy)(z*xy =y * ).

Jazyk teorie grup neméa zadné rela¢ni symboly kromé rovnosti, takze nemé
jiné atomické formule nez rovnosti termii. V jazyce grup je bézné vynechavat
symbol pro grupovou operaci a psat prosté xy misto x x y a podobné.

(e) Nasledujici vyrazy jsou formulemi jazyka aritmetiky: x < y, S(x) # 0,
x2+0=1xz,2+y=y+z, (Gu)(F)((zxu=y)A(zxv=2)), (Fz)(y = S(z )),
(Fu)(axu=y), (xxy=0) - (ﬂf—OVy— 0), (Fu)((zxu=y)A(z*u=2)),
Vy)[F)(x =y*2) = (y=1Vz=1)], Pu)(z =u+u), Gu)(r = ux*u),
(V) (%) (V2) (o (y+2) = (w3)+(2)), (v2)(Fy) (& < yA(Fu) (@ = (u-+u)+1)).

Ve tvrzenich o prirozenych ¢islech se kromé zékladnich kvantifikaci ,,pro
vSechna ¢isla“ a ,,pro néjaké ¢islo“ ¢asto uzivajiiobraty ,,pro skoro vSechna ¢isla‘
a ,,pro nekonecné mnoho ¢isel“. Naptiklad obvykla definice limity v analyze po-
zaduje, aby v kazdém okoli lezely skoro vSechny ¢leny posloupnosti, v aritmetice
se dokazuje, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel, atd. V jazyce aritmetiky se
pro takové obraty nékdy pouzivaji vyrazy (V°x)y a (3°z)¢, které jsou zkrat-
kami za formule (3y)(Vz)((z > y) — ¢) a (Vy)(Fz)((z > y) A @).

2.1.7 Cviceni. NapiSte formule zékladniho jazyka teorie mnoZzin, které vyja-
diuji nasledujici vlastnosti a vztahy mezi mnozinami: mnoZina x je prézdna;
existuje prazdna mnozina; zaddna mnoZina neni sama svym prvkem; mnozina
z je podmnozinou mnoziny y; mnoziny se stejnymi prvky se rovnaji; mnozina
x mé pravé t¥i prvky; mnozina x je sjednocenim mnozin y a z; mnozina x je

4Symbol — pro orientovanou hranu (ipku) mezi dvéma vrcholy v grafu nema nic spo-
le¢ného s vyrokovou spojkou — (implikace). Tim poruSujeme tmluvu o tom, Ze jednotlivé
mnoziny symbolt jazyka predikatové logiky jsou navzajem disjunktni.
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priunikem mnoZin y a z; sjednoceni mnozin y a z je nejmensi nadmnozina obou;
prinik mnozin y a z je nejvétsi podmnozina obou; ke kazdym dvéma mnozindm
T a y existuje mnoZina, jejimiz jedinymi dvéma prvky jsou pravé mnoziny x
a y; ke kazdé mnoziné existuje mnozina jejich podmnozin; neexistuje mnozina,
jejimiz prvky by byly vSechny mnoziny.

2.1.8 Cviceni. Napiste formule jazyka orientovanych grafu, které vyjadiuji na-
sledujici vlastnosti: zadny vrchol nemé smycku; kazdé dva vrcholy jsou spojeny
cestou délky nejvyse pét; neexistuje zadné cesta délky tii; z vrcholu = vede hrana
do vSech ostatnich vrcholi; vrchol x je isolovany; zadny vrchol neni isolovany;
existuji alespon dva vrcholy stupné dva; kazdy vrchol lezi na trojuhelniku.

2.1.9 Cviceni. Napiste formule jazyka usporadani, které vyjadiuji néasledu-
jici vlastnosti usporddanych mnozin: kazdé dva prvky jsou porovnatelné; mezi
kazdymi dvéma porovnatelnymi prvky lezi dalsi prvek; mezi jistymi dvéma po-
rovnatelnymi prvky nelezi zadny dalsi; kazdé dva prvky maji spoleénou majo-
rantu; prvek z je nejmensi (nejvétsi); existuje nejmensi (nejvétsi) prvek; exis-
tuje nejvyse jeden nejvétsi prvek; neexistuje nejmensi ani nejvétsi prvek; existuji
nejméné dva maximalni prvky; nad kazdym prvkem existuje maximalni prvek;
zaddné dva maximalni prvky nejsou porovnatelné.

2.1.10 Cviceni. Napiste formule jazyka aritmetiky, které vyjadiuji nasledujici
vlastnosti prirozenych &isel: = je sudé; x je liché; z je ¢tverec; x déli y; z ma jen
liché délitele; x je spolecny délitel y a z; Cisla x a y jsou soudélné; = je nejveétsi
spole¢ny délitel y a z; x je nejmensi spole¢ny nasobek y a z; x je prvocislo; x je
mocnina dvou; z je nejmensi prvocislo z rozkladu ¢&isla y; v rozkladu ¢&isla x se
nevyskytuji vyssi nez prvni mocniny; kazdé prvocislo kromé 2 je liché; prvocisel
je nekone¢n& mnoho; prvoéiselnych dvojéat® je nekoneéné mnoho; prvoéiselnych
dvojcat je kone¢né mnoho; kazdé ¢islo ma jen koneéné mnoho délitelt; kazdé
sudé ¢islo kromé 2 je souc¢tem dvou prvocisel; 0 je nejmensi ¢islo; kazdé ¢islo
kromé 0 méa bezprostfedniho predchtdce; zddna dvé rtizna ¢isla nemaji stejného
néslednika; neexistuje zadné nejvétsi ¢islo.

2.2 Sémantika predikatové logiky

Popsali jsme syntax jazyka predikatové logiky, totiz termy a formule. Nyni po-
piSeme zpusob, jakym je syntaktickym tutvarim pfifazen vyznam, totiz jak jsou
specialni symboly jazyka realizovdny ve strukturach; termy jsou potom jména
objektl a formule jsou tvrzeni o téchto objektech.

2.2.1 Definice. Bud L jazyk predikatové logiky. Potom realizaci jazyka L,
nebo téz strukturou ¢i modelem pro L, je neprazdna mnozina M, opatiena

(i) vyznaéenym prvkem ¢™ € M za kazdou konstantu c;
(i) n-arni funkci f*™ : M™ — M za kazdy n-arni funkéni symbol f;
(iii) m-arnf relaci R™ C M™ za kazdy n-arni relaéni symbol R.

Mnozina M je nosnou mnozZinou neboli univerzem modelu, a jeji prvky jsou
individua. Rikdme, 7ze struktura 9 = (M, R™, ... f™ ... c¢™, ...) realizuje
symboly jazyka £ v mnoziné M, a piSeme 9 = L.

5Prvociselna dvojéata jsou sousedici prvoéisla, napiiklad 17 a 19.
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Abychom zduraznili rozdil mezi syntaxi a sémantikou, totiz rozdil mezi sym-
boly jazyka na jedné strané, a jejich realizacemi na strané druhé, budeme na-
priklad rozliSovat mezi symbolem 0 jazyka aritmetiky a pfirozenym cislem O,
které tento symbol realizuje ve standardnim modelu N. Podobné + je symbol
jazyka aritmetiky, kdezto +Y je bindrng funkce na mnoziné piirozenych &isel,
coz neni totéz. Je dilezité oddélit symbol a jeho vyznam, i kdyz u kazdodennich
symbolu jako + miiZe byt pohodlné identifikovat symbol s jeho ,samoziejmym*
vyznamem. Tentyz symbol vSak muze byt v jiné struktufe realizovan jinak.

Naptiklad v mnoZing R+ kladnych redlnych ¢isel i v mnoZing Z celych ¢isel lze
prirozenym zptisobem realizovat jazyk teorie grup. V prvnim piipadé je symbol
realizovan operaci nasobeni, inverzy jsou prevracené ¢isla, a neutralnim prvkem
je redlné ¢islo 1. V druhém piipadé je symbol * realizovan operaci s¢itani, inverzy
jsou opacné ¢isla, a neutralnim prvkem je ¢islo 0.

Realizaci jazyka je dan vyznam jeho konstantnim, funkénim a rela¢nim sym-
bolim. Chceme-li pfisoudit vyznam i dalsim syntaktickym atvaram, totiz ter-
mim a formulim, musime za¢it s proménnymi.

2.2.2 Definice. Bud £ jazyk a 9t = (M, ...) jeho realizace. Potom kazdé zob-
razeni e z mnoziny proménnych jazyka £ do mnoziny M nazveme ohodnocenim
proménngch. Pro dané ohodnoceni e a dany term ¢ jazyka £ definujeme hodnotu
tle] € M termu t pfi ohodnoceni e indukei podle sloZitosti nasledovné:

(a) je-li t konstanta c, bud t[e] prvek ¢™ € M
(b) je-li t proménné z, bud t[e] prvek e(z) € M

(c) je-littvaru f(t1,...,t,), kde f je n-arni funkéni symbol realizovany funkei
™, at; jsou termy s hodnotami ¢;[e], bud t[e] prvek f™ (ti[e], ..., tn]e]).

2.2.3 Lemma. Bud M = L, budle e; a es ohodnocend, kterd se shoduji na
promeénnych x1, ..., xx. Je-li t néjoky term jazyka L, ve kterém se vyskytuji jen
proménné x1,...,xy, potom hodnoty tle1] a tles] jsou stejné.

Je-li dana realizace jazyka a ohodnoceni proménnych, mizeme konecné de-
finovat splriovdnd formuli. K tomu pouzijeme nésledujici znaceni. Je-li e néjaké
ohodnoceni proménnych v mnoziné M, pak pro proménnou x a prvek m € M
oznadime jako e(x/m) takové ohodnoceni, které proménnou x ohodnocuje prv-
kem m € M, a vSude jinde se shoduje s ohodnocenim e.

2.2.4 Definice. Bud £ jazyk prvniho fadu, bud 9 = £, a bud e ohodnoceni
proménnych v 9. O formuli ¢ jazyka L fekneme, Ze je spinéna v 9 pFi ohod-
nocend e, a piseme M = @[e], pokud nastava néktery z nasledujicich pripada.

(a) M | (t1 = t2)[e] pokud prvky t1[e] € M a tae] € M jsou identické.

(b) M |= R(ty,...,t,)]e] pokud (tie],. .., t,[e]) € R,
kde R je né&jaky n-arni relacni symbol a R™ jeho realizace v 9.

(c) M |= (—)[e] pokud neni M = [e]; piseme M = ple].
(d) 9 = (4 A 9)[e] pokud M = ple] a M = D[]
(e) M = (v vV I)[e] pokud M = [e] nebo M = I[e].
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(f) M = (¥ — 9)[e] pokud M = Y[e] nebo M |= Ye].

(g) M = (¢ <> 9)[e] pokud je M = ¢[e] prave kdyz M = vle].
(h) 9 = ((

(1) 9 &= ((

Pokud 9 = ¢[e] pfi vSech ohodnocenich e, Fekneme, Ze ¢ je spinéna v I,
nebo pravdivd v M, nebo Ze plati v M, a piseme M |= . Je-li M | ¢ pro kazdy
model M jazyka L, fekneme, Ze formule ¢ je logicky platnd, a piSeme = .

)¥)[e] pokud pro kazdé m € M je M = le(x/m)].
(4

Vo
Jz)i)[e] pokud pro néjaké m € M je M |= yple(xz/m)].

V definici pozadujeme, aby predikat = byl vzdy realizovan tak, jak od rov-
nosti ofekavame, totiz relaci identity. Spliiovani ostatnich atomickych formuli je
déano tim, jak struktura 91 realizuje specialni symboly jazyka L. Indukéni kroky
pro logické spojky a kvantifikitory jsou potom definovany tak, jak chapeme
obraty ,,nebo*, ,pro vSechny“, atd.

Ziejme pro kazdé M, o, e je bud'to M |= p[e] nebo M = —ple], a pravdivost
formule pfi daném ohodnoceni zavisi jen na hodnotéch téch proménnych, které
se v ni vyskytuji. Ve skute¢nosti plati vice.

Volné a vazané proménné Aritmeticka formule (Jy)(z = y+y) je tvrzeni o
Gislu x (totiz ¢islo x je sudé), nikoli tvrzeni o ¢islu y. Proménné y je ve formuli
kvantifikovana, proménna x nikoli; jejich role nejsou rovnocenné.

2.2.5 Definice. Bud ¢ né&jaka formule jazyka £ predikatové logiky. Rekneme,
ze vyskyt proménné z ve formuli ¢ je vdzang, pokud je ¢asti néjaké podformule
tvaru (Va)y nebo (3z)y. Vyskyt proménné, ktery neni vazany, je volny. Formule
bez volnych proménnych je uzaviend formule neboli sentence jazyka L. Formule
bez vazanych proménnych je oteviend.

Napftiklad v aritmetické formuli (Vy)(Vz)(x = y*x2z — (x = yVr = 2))
je proménna x volné, kdezto proménné y, z jsou vazané. Podle nasledujiciho
lemmatu zalezi splnéni této formule pouze na ohodnoceni volné proménné .

2.2.6 Lemma. Bud M | L, budte e1 a eq néjakd dvé ohodnocent, kterd se
shodugi na proménnych x1, ..., x,. Je-li ¢ formule jazyka L, jejiZ vSechny volné
promeénné jsou mezi x1, ..., %y, pak je M = ple1] prave tehdy, kdyz M E ples).

Diikaz. Tvrzeni dokédZzeme indukci podle slozitosti formule. Je-li ¢ atomicka, je
tvaru t; = to nebo R(t1,...,tx), kde t1,...,tx jsou termy a R n&jaky predikat
jazyka L. V tom pripadé jsou vSechny proménné ve ¢ volné, takze ohodnoceni
e1, ez se shoduji na vSech proménnych ve . VSechny zucastnéné termy t; jsou
tedy pri e, e realizovany stejnymi individui, takZe podle definice spliiovani
atomickych formuli znamena M = ¢e;] pravé tolik co M = ples]. Indukéni
krok pro vyrokové spojky je zfejmy. Je-li ¢ tvaru (Vz)y, potom M | ¢leq]
znamené podle definice pravé tolik, ze M = [e1(x/m)] pro kazdé m € M.
Piitom pro kazdé m € M se ohodnoceni e; (x/m) a ea(x/m) shoduji na volnych
proménnych formule v: je-li ; volna ve ¢, pak tuto shodu predpokldadame, je-li
x; proménna z, plyne shoda z definice e(zz/m). Podle indukéntho pfedpokladu
je tedy M = vler (a/m)] prave kdyz M = vlea(z/m)]. Tedy M = ples(x/m)]
pro kazdé m € M, neboli M |= ¢[es]. Indukeni krok pro 3 je analogicky. O
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Napiiklad aritmeticka formule (Vy)(Vz)(z = yx2z — (x = y Vo = 2)) je
ve standardnim modelu N s obvyklymi operacemi splnéna pii takovych ohod-
nocenich e, pifi kterych je volnéd proménna z ohodnocena né&jakym prvocislem
e(z), zatimco na ohodnoceni vazanych proménnych y, z nezalezi. V dalsim bu-
deme bézné ohodnocovat jen volné proménné. Krajnim pripadem je uzaviena
formule, ktera zadné volné proménné nema, a v dané strukture tedy budto plati
pfi kazdém ohodnoceni, nebo pfi zadném.

Proménna mize mit ve formuli volné i vazané vyskyty, napiiklad ve formuli
(xxy=1)A((Va)(Vy)(z xy = y x z)). Takova situace je jistym zptsobem ne-
zadouct,® 1ze se ji v8ak vzdy vyhnout: podle p¥edchoziho pozorovani lze vizané
vyskyty proménnych nahradit néjakymi jinymi, dosud nepouzitymi promén-
nymi. Napiiklad formuli (x *y = 1) A ((Vp)(Vq)(p * ¢ = ¢ * p)) spliji prave ta
ohodnoceni, ktera splhuji predchozi formuli.

2.2.7 Lemma. Ke kazdé formuli ¢ jazyka L existuje formule v, ve které Zddnd
proménnd neni zdroven volnd i vdzand, a pro kaZdy model M = L a kaZdé
ohodnocent e plati M |= ple] prave kdyz M = Ple].

NapiSeme-li v dalsim ¢(z1,...,2,) misto ¢, chceme tim Fici, Ze vSechny
volné proménné formule ¢ jsou mezi proménnymi x1, ..., Z,, a Zddna z nich se
ve o nevyskytuje zarove vazand.” Je-li potom ¢(z1,...,7,) néjaki formule, a
jsou-li aq,...,a, prvky néjaké dané struktury 9, budeme nékdy strucéné psat
M = play, ..., a,) misto M = ple(z1/ar, ..., zn/an)].

2.2.8 Cviceni. Pro kazdou z nésledujicich formuli jazyka teorie orientovanych
grafii popiste vsechna ohodnoceni proménnych v mnoziné M = {0, 1,2, 3} opat-
fené relaci {(0,0), (0, 1), (0,2),(0,3), (1,3), (2,3), (3,0), (3,3)}, pfi kterych dana
formule je (resp. neni) splnéna — nebo ukazte, Ze takové ohodnoceni neexistuje.
(x = 2); ~(z = 2); )z = y); Cy)(y = 2); (YY) = ) (VY)Y = 2);
(Fu)(x muAu—y); Fu)(z—=uAu—u); (Fu)(F)(z o> urAu—vA0—>y).
Déle rozhodnéte, zda jsou v této struktufe splnény nésledujici sentence.
(v2) By) (z — 1) A (g — 2)); (V2)F)E) (@ = 1) A (g — 2) A (2 = 2);
(V) (79) Bu) F0) (& — 1) A (1= ) A (v 9)); (F2) (W) (@ = 1)V (y — 2)).

2.2.9 Cvic¢eni. Pro kaZdou z nésledujicich formuli jazyka uspotradéani popiste
néjaké ohodnoceni proménnych, pfi kterém dané formule je (resp. neni) splnéna
ve strukture (N, <), (N,]), (N,NxN), (Z, <), (Q, <), (R, <), (P(N),C) — nebo
ukaZte, Ze takové ohodnoceni neexistuje: (Vy)(z < y Vo = y); (Vy)-(z < y);
Tz <zhz<y)(x<y) A=(Fz)(z<zAz<y); ~(r<yVy<a).

Rozhodnéte, které z néasledujicich sentenci v téchto strukturach plati:

(o) ()(V2)@ < yAy < 2 — @ < 2); (Fo)-(z < 2); (Fo)(EFy)(@ < y)
Vz)Vy)(z <y — (F2)(z < zAy<2); Vz)Vy)(z<yVe=yVy<uz).

2.2.10 Cvi€eni. Pro kazdou z nésledujicich formuli jazyka teorie grup popiste
n&jaké ohodnoceni proménnych ve strukturach (Z,+,—,0), (QT,*,71 1), pii
kterém dand formule je (resp. nenf) splnéna — nebo ukazte, Ze takové ohodno-

ceni neexistuje: 1z = x; (Jy) (y*y = 2); (Fy) (y*xy*y = x); (xxy) L =~ txy~ 1

6Podobné jako lokalni proménna a globalni proménna stejného jména v kédu programu.

"Netvrdime tim nutné, Ze kazda z proménnych z1,...,z, skuteéné ma volny vyskyt ve
formuli ¢. To je podobné obvyklému zapisu polynomu p(z1,...,zn) v algebie, kterym zdira-
fiujeme jména proménnych, ale netvrdime, Ze u kazdé stoji nutné nenulovy koeficient.
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(Fy)(y * x * y~! = z). Rozhodnéte, zda v té&chto strukturdch plati sentence
(vV2)[(Vy)(z xy =y) = (x =1)].

2.2.11 Cviceni. Pro kazdou z nasledujicich formuli jazyka aritmetiky popiste
néjaké ohodnoceni proménnych v mnoziné N s obvyklym usporadanim a obvyk-
lymi operacemi souctu, soucinu a naslednika, pfi kterém dana formule je (resp.
neni) splnéna — nebo ukazte, Ze takové ohodnoceni neexistuje.

(F)(y = S@)); (Fu)(w+u = y); (F)@E)EF)((w = 2% 2) A (v = y 5 2));
G F)((zxu=y)A(zxv = 2)); Vy)(Vz)(r =y*x2) > (y=1Vz=1)
)z <y A Gu)(y = (u+u)+1)); (Vy)(Cu)(y =uxu) = (y <))

2.2.12 Cviceni. NapiSte sentenci jazyka {+,*,0,1}, ktera (a) neplati v N, ale
plati v Z; (b) neplati v Z, ale plati v Q; (c¢) neplati v Q, ale plati v R; (d) neplati
v R, ale plati v C. VSechny ¢iselné obory uvazujeme s obvyklymi operacemi.

2.2.13 Cviceni. Uvazte jazyk s jedinym unarnim predikdtem p a rozhodnéte,
které modely tohoto jazyka splituji sentenci (Va)(Vy)[z =y V (p(z) A —p(y))].

2.2.14 Cviéeni ([Sv]). Uvaite nasledujici sentence v jazyce s binarnim relaénim
symbolem =< a dvéma binarnimi funkénimi symboly ® a &:

() Vo) (Vy)(z@y=zAhz®@Yy SY)
(i) (Vz)(Vy)(z 2y < (F2)(z Sz =)
) (va)(vy)(
) (Va)(vy)(

(V)
(V)
(V)
(V)
(V)

<

(iii YV (z@z=ydz -z <y)

(iv) (Vz)(Vy)(V2)((e@y)d2z=28 (YD 2))

(v) (Vo)(Vy)(V2)(z Rz Az =y —>2=2QY)
Rozhodnéte, které z téchto sentenci jsou splnény v nésledujicich strukturach:
) mnoZina pf¥irozenych ¢isel s obvyklym uspofadanim a operacemi;
) interval [0,1] s obvyklym uspofadanim a operacemi sou¢inu a priméru;
(c) interval (—1,1) s obvyklym uspofadanim a operacemi sou¢inu a priméru;
) mnoZina N, kde < je délitelnost, @ soucin a ® je nejvétsi spoleény délitel;
) mnoZina P(N), kde < je inkluze, & je sjednoceni a ® je prunik.

2.2.15 Cviéeni. Mnozina A C N tvofi spektrum, pokud existuje sentence ¢
néjakého jazyka L, jejiz konetné modely maji pravé mohutnosti n € A. Napiste
sentence, které ukazuji, ze (a) kazda kone¢na mnozina, jakoz i mnoZzina vSech
(b) ¢tvercir (c) prvoéisel (d) mocnin dvojky tvoii spektrum.

2.2.16 Definice. Formule jazyka L, ktera je pravdiva v kazdém modelu 9 = £
je logicky platnd. Formule, ktera je splnéna alespoii v jednom modelu pii alespon
jednom ohodnoceni, je spinitelnd. Formule, ktera neni splnéna v Zzadném modelu
jazyka L pfi zddném ohodnoceni, je kontradikce.
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Kontradikce jsou pravé nesplnitelné formule; negace logicky platné formule je
kontradikce a naopak. Snadnym zdrojem logicky platnych formuli v libovolném
jazyce L jsou vyrokové tautologie: staci v libovolné vyrokové tautologii nahradit
vyrokové proménné formulemi jazyka £; napiiklad (z < y) — (z < y) je logicky
platna formule jazyka usporddani. Podobné jako u vyrokovych tautologii, ani zde
nelze ocekéavat, Ze by logicky platné formule Fikaly cokoli specifického: formule
(x < y) = (x < y) je diky svému syntaktickému tvaru splnéna v jakékoli
realizaci jazyka, tedy bez ohledu na to, jaka relace na jaké mnoZiné realizuje
symbol < a jak jsou ohodnoceny proménné z a y.

To miize vzbudit dojem, Ze vSechny logicky platné formule jsou podobné
snadno rozpoznatelné. Opak je pravdou: da se ukazat, ze neexistuje zadny algo-
ritmus, ktery by o kazdé predlozené formuli jazyka predikatové logiky dokézal
rozhodnout, zda je logicky platna (s vyjimkou jazyka bez predikatt apod).®

2.2.17 Cvi€eni. Pro kazdou formuli ¢(z) s jednou volnou proménnou jsou
formule —~(Vz)p(z) < (3x)—p(z) a ~(3x)p(x) <> (Vr)—@(x) logicky platné. Pro
formuli ¥ (z, y) se dvéma volnymi proménnymi jsou formule —(Vx)(Jy)y(x, y)
(F2)(Vy) (. y) a ~(F2)(Vy)ip(2,y) < (Vo) (Jy) 2 (z,y) logicky platné.

2.2.18 Cviceni. Uvazte nasledujici formule v jazyce s jednim bindrnim predika-
tem R. Je alespon jedna z nich logicky platna? Dokazte nebo dejte protipiiklad.

(3y)(Yz)R(z,y) — (Vx)(3y)R(z,y); (Vz)(By)R(x,y) — (y) (Vo) R(z, y).

2.2.19 Cviceni. UvaZzte nésledujici formule v jazyce se dvéma unarnimi pre-
dikaty P, @. Rozhodnéte, které z nich jsou logicky platné, splnitelné, a kontra-
diktorické. Pokud dané formule neni kontradikci, popiste néjakou strukturu, ve
které plati; pokud nenf logicky platné, popiste strukturu, ve které neplati.

(V) (P(z) A Q(x)) <> (Vo) P(x) A (Va)Q(x))
(Fz)(P(x) A Q(x)) = ((F2)P(z) A (32)Q(x))
(Va)(P(z) v Q(x)) ¢ (Vo) P(x) V (Va)Q(x))
(3z)(P(z) v Q(x)) <> ((Fz)P(x) V (F)Q(x))
(V) (P(z) = Q(x)) < (Vo) P(z) = (Vr)Q(x))
(Fz)(P(z) = Q(x)) < ((Fz)P(x) — (F2)Q(z))
(Vo)(P(z) < Q(z)) < (Vz)P(z) < (Vr)Q(z))
(Fz)(P(z) + Q(z)) + (Bx)P(x) + (Fz)Q(x))

Substituce termi za proménné V matematice je bézné dosazovat za pro-
ménné do termi a formuli, tak jako se dosazuje do rovnic v elementarni algebie.
Jsou-li z1,...,x, navzijem riizné proménné a t,ty,...,t, jsou libovolné termy
jazyka £, bud tg, . .. [t1,...,ts] term, ve kterém je kazdy vyskyt proménné
x; nahrazen termem t;.° Indukei podle slozitosti termu ¢ se snadno dokaZe,

8Ve vyrokové logice, jak vime, dopadnou podobné tGvahy trivialné: formule vyrokové logiky
nerikaji nic, a o jejich logické pravdivosti lze algoritmicky rozhodovat.

9Tato nahrazeni se d&ji ,soutasné,“ aby nezalezelo na jejich pofadi a abychom piedesli
nejasnostem pii kolizi ve jménech proménnych. Je-li napfiklad ¢ aritmeticky term z * (y+2) a

s,t,u jsou po fadé termy (1+1), (0%2) a (y+1), je ta,y,z[s,t, u] term (14+1)*((0x2)+(y+1)).

46



7€ tyy .., [t1,- .-, tn] je opét term jazyka L. Podobné pro formuli ¢ jazyka L,
proménné x1, ..., T, atermy [t1,...,t,] bud @4,z [t1,-..,t,] formule, ktera
vznikne z formule ¢ sou¢asnym nahrazenim v8ech volngch vyskyti proménné x;
termem ¢,;. Kazda takova formule je pak instanci formule .

Smysl této substituce je nasledujici: formule ¢, [t] ,,Fika* o termu ¢ totéz, co ¢
,Hka“ o své volné proménné z. Bud napiiklad ¢ formule (3y)(z = y+y) jazyka
aritmetiky s jednou volnou proménnou x, ktera rika x je sudé ¢islo. Je-li t term
p+q, je pz[t] formule (3y)(p+q¢ = y+y) s volnymi proménnymi p, g, ktera Fika
p+q je sudé ¢islo. Je-li ovsem t term y+ 1, je ¢, [t] formule (Fy)(y+1=y+y),
ve kterd je proménné y vazana. To nas vede k nasledujici definici.

2.2.20 Definice. Bud z proménna, ¢ term a ¢ formule jazyka £. Rekneme, ze
term t je substituovatelny za proménnou = do formule ¢, pokud Zddna proménné
y termu ¢ neni vazana v zadné podformuli, ve které je x volna.

NapiSeme-li v dalsim ¢, [t], pFedpokladdme, Z%e term ¢ je substituovatelny.
Podle lemmatu 2.2.7 Ize formuli ¢ vzdy nahradit ekvivalentni formuli, ve které
jsou pfipadné prejmenovéany ,kolidujici* vizané proménné.

2.2.21 Cviceni. Ukaizte indukci, Ze jsou-li t,t1,...,t, termy, pak vyraz, ktery
vznikne z termu ¢ nahrazenim vyskyta navzajem riznych proménnych x1, ..., x,
v termu ¢ po Fadé termy tq,...,t,, je opét term (téhoZ jazyka). Podobng, je-li
o formule, pak vyraz, ktery vznikne z formule ¢ nahrazenim volnych vyskytt
proménnych x1, ..., x, ve formuli ¢ po fadé termy t4,...,t,, je opét formule.

2.2.22 Cvi€eni. Bud MM = £, bud ¢ formule jazyka L, budte xi,...,z,
proménné, a bud e ohodnoceni proménnych, pii kterém t;[e] je m; € M. Pak
tml,---,zn [tla ce 7tn] [6] je t[e(zl/mla xn/mn)]a a M ': Pr1,....zn [tlv cee ’tn] [6} plati
pravé kdyz M E ple(z1/ma, xn/my)].

2.3 Dokazatelnost

Hilbertiv systém Vystavbu formélniho odovozovaciho systému zahajime
jako v pfipadé vyrokové logiky redukci jazyka. Z vyrokovych spojek popiSeme
jen chovani — a —, ostatni spojky chapeme jako pfislusné zkratky. Z obou kvan-
tifikdtor pouZivame jen univerzalni V, a na vyraz (3z)p hledime jako na zkratku
za —(Vz)—p. Smyslem této redukee je zjednodusit zakladni jazyk a sniZit po-
Cet potfebnych axiomi. Kazdou formuli daného jazyka L predikatové logiky lze
ekvivalentné vyjadiit i v redukovaném jazyce.

Jako axiomy nyni pfijmeme jisté formule popisujici chovani vyrokovych spo-
jek a obecného kvantifikdtoru. Predné, jsou-li A, B,C formule jazyka L, pak
kazd4a z nasledujicich formuli je axiomem predikatové logiky:

A— (B—A)
(A-(B—>C))—» ((A—=B)—= (4A—=0))
(=B —-A)— (A— B)

Prijetim téchto axiomu se vyrokova logika stava Casti predikatové logiky.
Pokud za mnozinu A prvotnich (vyrokovych) formuli vezmeme mnoZzinu vsech
atomickych formuli jazyka £ a vSech formuli tvaru (Va)e a (3z)p, kde x je
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proménna a ¢ je formule jazyka L, pak uz kazda formule jazyka L vznika z A
jen pomoci vyrokovych spojek. Pfijmeme-li do predikatové logiky odvozovaci
pravidlo modus ponens (coZ za chvili u¢inime), bude kazda vyrokova tautologie
nad A dokazatelné v predikatové logice.

Syntaktické vlastnosti obecného kvantifikdtoru popisuji dvé schemata axi-
omu. Prvnim z nich je schema axiomi specifikace: pro kazdou proménnou zx,
kazdou formuli ¢ jazyka L, a kazdy term ¢ substituovatelny do ¢ za x je formule

(V) — @z [t]

axiomem predikitové logiky. Smysl téchto axiomu je dosti pfirozeny: pokud
formule ¢ plati ,pro kazdé“ z, pak plati i v kazdém specidlnim piipadé.

Druhé schema je spiSe technické; vyuZzijeme ho pii dikazu véty o dedukci
a pfi hledani prenexniho tvaru formuli. Pro kazdé dvé formule ¢, jazyka L
a kazdou proménnou z, kterd nema volny vyskyt ve formuli ¢, je nasledujici
formule axiomem:

(V) (e = 9) = (¢ = (Vo)y)

Odvozovacimi pravidly predikatové logiky jsou modus ponens, které zname
jiz. z vyrokové logiky, a se kterym do predikatové logiky spolu s vyrokovymi
axiomy pfechazi vyrokova dokazatelnost, a pravidlo generalizace:

Pro libovolnou proménnou z, z formule ¢ odvod formuli (V).

Je-li tedy dokazatelna néjaka formule ¢, ktera ma pfipadné volnou promén-
nou x, pak je dokazatelna i (Vz)¢. Takové je postaveni volnych proménnych.
Pozdgji prijmeme jesté axiomy popisujici binarni predikdt = pro rovnost.

Tim rozsifime predikatovou logiku v jazyce L do logiky s rovnosti.

Zavedenim axiomii a odvozovacich pravidel predikiatové logiky je dan novy
vyznam symbolu - pro dokazatelnost. S&m pojem dikazu se zavede analogicky
jako ve vyrokové logice, ale - nyni znamena dokazatelnost z pravé zavedenych
axiomu pomoci obou odvozovacich pravidel.

2.3.1 Definice. Bud £ jazyk predikatové logiky. Rekneme, 7e konetné posloup-
nost @1, ..., p, formuli jazyka L je dikazem formule ¢ v predikatové logice, po-
kud ¢, je formule ¢ a kazda @, je budto axiomem predikatové logiky, nebo je z
néjakych predchozich formuli odvozena pomoci nékterého z odvozovacich pravi-
del. Pokud néjaky takovy dikaz existuje, fekneme, ze formule ¢ je dokazatelnd
v predikatové logice, a piSeme F ¢.

UkaZzeme nejprve, Ze s kazdou dokazatelnou formuli je dokazatelna i kazda
jeji instance. Narozdil od vyrokové logiky musime oSetfit vyskyty proménnych.

2.3.2 Lemma (o instancich). Bud ¢ dokazatelnd formule a bud 1) jeji instance,
tj. formule tvaru ©u, ... 4, [t1,---,tn], Pro néjaké termy t1,...,t,. Potom i je
dokazatelnd. Jingmi slovy, kazZdd instance dokazatelné formule je dokazatelnd.

Diikaz. Dokazujeme indukei podle po¢tu dosazenych termi. Je-li ¢ tvaru ¢, [t],
pak z - ¢ mame b (Vx)p pomoci pravidla generalizace, a - (Vz)p — @.lt]
je axiom specifikace, takZe pomoci modus ponens dostavame b ¢.[t]. Pokud
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je dosazenych termu vice, musime oSetfit piipad, kdy néktery z termu obsa-
huje proménnou, za kterou dosazujeme jiny term.'!° Bud'te y1,. .., y, proménné,
které se nevyskytuji ve formuli ¢ ani v termech ¢4,...,t,. Potom z pfedpokladu
F ¢ dostavame F @, [y1] jako vySe, a stejné miZzeme postupovat dale: substi-
tuci y» za o dostaneme opét dokazatelnou formuli ¢z, z,[y1,y2], aZ nakonec
mame - @z, 2o [Y1,-. ., yn). V této formuli nemaji proménné x4, ..., z, volny
vyskyt, na mistech ptivodniho volného vyskytu x; se nyni volné vyskytuje y;.
Pritom term ¢; je substituovatelny za y;. Oznac¢ime-li posledni formuli jako ¥,
pak z dokazatelnosti ¥ mame také F 9, [t1] jako na za¢atku. Pfitom v termu #;
se nevyskytuje zadna z proménnych y;, a substituci ¢» za yo do formule 9, [t1]
vznikne dokazateln4 formule 9, ,, [t1, t2]. Takto postupné ziskdme dokazatelnou
formuli Oy, 4. [t1,. .., ty], coZ je pravé instance ¢ formule . O

Zavedli jsme pojem dokazatelnosti v predikatové logice. Dokazeme nejprve
nékteré jednoduché véty o kvantifikatorech, které budeme v dalsim pouzivat
jako technické obraty. Vyuzivame pfi tom volné vysledky z vyrokové logiky.

2.3.3 Lemma. Pro formuli @, proménnou x a term t je - p.[t] = (3z)p.

Diikaz. Jedna se o dualni podobu axiomu specifikace. Totiz (Vz)—p — -, [t]
je axiom, a podle 1.5.17 je b == (Vx)—p — (Vz)—p. Pfitom (3z)p je zkratka za
—(Vz)—p, takZe slozenim obou implikaci mame F —=(3x)¢ — —p;[t], a pomoci
H3 a modus ponens nakonec také - ¢, [t] — (3z)p. O

2.3.4 Lemma. Bud't ¢ — 1. Potom pro kaZdou proménnou x je také
(i) F o — (Ya)¢, pokud x nent volnd ve formuli .
(ii) F (3z)p — ¥, pokud x neni volnd ve formuli 1.

Diikaz. (i) Je-li - ¢ — 1, je pomoci pravidla generalizace také b (Va)(p — ).
Pokud z neni volna ve formuli ¢, je (Vz)(¢ — ¥) — (¢ — (Vz)y) axiom,
takZe aplikaci modus ponens mame F ¢ — (Vz)i. (i) Je-li F ¢ — 1), je také
F =1 — =, a pokud x neni volna v ¢, mame pomoci (i) také F =) — (Va)—ep.
Potom je ale - —(Va)—¢ — =1, tedy také b (Fz)p — 9. O

2.3.5 Lemma (o distribuci). Je-li b ¢ — 1, je pro kaZdou proménnou x také
(i) F (Vz)o — (Va)v
(ii) F (Fz)p = (Fz)¥

Diikaz. (i) Formule (Va)p — ¢ je instanci axiomu specifikace, takze pfit ¢ — ¢
méame slozenim implikaci také - (Vz)p — 1. Pfitom z neni volna ve formuli
(Vz)ep, takze podle 2.3.4 je také - (Vz)p — (Vx)ip. (ii) Formule ¢ — (Jz)¢ je
instanci 2.3.3, takze pfi F ¢ — 1 méame slozenim implikaci - ¢ — (3z)1. Pitom
2 nenf volna ve formuli (3z)1), takze podle 2.3.4 je také F (Fx)p — (Fx)yp. O

10pokud napiiklad do formule @ tvaru x1 = x2 dosazujeme za x1 term t; tvaru z2 a za
x2 term tg tvaru x1, je @u,,z,[t1,t2] podle definice formule zo = 1. Dosazujeme-li ovem
postupngé, je @, [t1] formule 2 = z2 a (pz, [t1])a, [t2] je formule 21 = z1, zatimco v opa¢ném
pofadi bude ¢z, [t2] formule £1 = 1 a (@z,[t2])e, [t1] formule 2 = z2. Proto nemizeme
pfimocafe vyuzit vysledek pro n dosazenych termu p#i indukénim kroku pro n + 1 termi.
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2.3.6 Lemma (o ekvivalenci). Bud ¢ formule, a bud ¢’ formule, kterd vznikne
z ¢ nahrazenim viech vyskytd podformuli o1, ..., en podformulemi ¢}, ..., ¢l
Potom je-li b ¢; < ¢} pro kazdé i < n, je také b ¢ + ¢'.

Diikaz. Dokazujeme indukci podle slozitosti formule . Pro ¢ atomickou neni co
dokazovat. Indukéni kroky pro vyrokové spojky — a — zname z vyrokové logiky.
Zbyva pripad, kdy ¢ je tvaru (Va)y, pficemz pro ¥ je b ¢ + ¢’ jiz dokézano.
Je tedy ¢ — ¢ at ¢/ — 1, a pouzitim 2.3.5 dostavame + (V)i — (Va)y’ a
F (Va)y' — (Va), neboli - o — ¢ a b ¢ — o. O

2.3.7 Definice. Je-li ¢ formule, potom jeji varianta vznikne postupnym nahra-
zenim podformuli tvaru (Qz)¥ podformulemi tvaru (Qy)d.[y], kde Q je kvanti-
fikdtor a y je néjakd proménna, ktera se nevyskytuje nikde jinde ve ¢.

Jinymi slovy, varianta formule vznikne pirejmenovanim vézanych promén-
nych. Nepiekvapi nas, ze takové formule jsou dokazatelné ekvivalentni:

2.3.8 Lemma (o variantach). Je-li ¢ varianta formule @, je - p <> .

Diikaz. Staci ukéazat, Ze nahrazované podformule jsou ekvivalentni. Ukazeme
pripad pro kvantifikitor V, p¥ipad pro 3 je analogicky. Je-li (Va)d nahrazovana
podformule, mame + (Vx)d — 9,[y] podle axiomu specifikace. P¥itom y se
nevyskytuje ve formuli (Vz)d, takze - (Va)d — (Vy)d,[y] podle 2.3.4. Opa¢na
implikace b (Vy)9,[y] — (V)9 se dokazZe stejné. Tedy F (Va)d + (Vy)d,[y]. O

2.3.9 Lemma. Pro formuli ¢, proménné x1,...,x, a termy ty,...,t, je
1) F(vo1) ... (YTn)o = ay, [ttt
(i) F @uy,anltis - tn] = Gz1) ... Gzn)e

Diikaz. Pro formuli ¢ je - (Va,, )¢ — ¢ pomoci axiomu specifikace, jelikoz ¢, [x]
je formule . Tak postupné ziskame F (Vz,_1)(Vz,)e — (V)@ az po formuli
F (Vz1)...(Va,)e — (Vas) ... (Va,)p. Postupnou aplikaci modus ponens pak
dostaneme - (Vz1) ... (Va,)p — . Pfitom (i) je instanci této formule. Tvrzeni
(ii) se dokaze podobné. Je - (Va,)—p — -, tedy také - ——=(Vz,)—p — -,
neboli - =(3z,, )¢ — —¢p, a standardnim vyrokovym obratem pak - ¢ — (Jz,, ).
Podobné jako vyse ziskdme - ¢ — (3z1) ... (Jx,)p, a (ii) je jeji instanci. O

S pomoci predchozich lemmat 1ze snadno ukazat, ze pro kazdou permutaci

7 na mnoziné indexi 1,...,n je = (Vay)...(Vo,)p < (Vor)) ... (VTrm))e a
F(3z1) ... (Fen)e < (Frn)) - (F2r(ny)) -
2.3.10 Definice. Bud ¢ formule, jejiz volné proménné jsou pravé xi,...,oT,.

Potom (Vz1) ... (Vz,)p je uzdvér formule ¢, ktery budeme dale znadit @.

Ve znaceni @ sice zanikd poradi, ve kterém jsou volné proménné formule ¢
kvantifikovany, ale podle piedchoziho pozorovani na tomto poradi nezaleZzi.

2.3.11 Véta (o uzavéru). Pro kaZdou formuli ¢ je & ¢ prdvée kdyz - .

Diikaz. Je-li - ¢, ziskdme - © opakovanou aplikaci pravidla generalizace. Je-li
naopak + @, ziskdme - ¢ aplikaci 2.3.9 a modus ponens. O
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Véta o uzavéru popisuje syntaktickou roli volnych proménnych: dokazeme-
li formuli s volnymi proménnymi, je tim dokézan i jeji uzavér, ve kterém jsou
vSechny volné proménné vazany obecnym kvantifikitorem. Dokazeme-li napii-
klad z > 0, je tim dokézano i (Vz)(x > 0). Podobné naptiklad teorie grup mize
pozadavek na komutativitu zachytit stejné dobfe axiomem x x y = y * x jako
axiomem (Vz)(Vy)(z *xy = y * x).

2.3.12 Véta (o konstantach). Bud'¢ formule s volngmi proménngmi x1, ..., xk,
budte c1, ..., c, nové konstanty. Potom je b @ pravé kdyzt v, . z.lc1,- .., Crl.

Diikaz. Jeden smér plyne ihned z véty o instancich. V opa¢ném sméru oznacme
formuli F ¢z, a.lc1s--.,cx] jako ¢ a pfedpokladejme, ze ¥4,...,9, je di-
kaz formule ¢’. Budte y1, ...,y proménné, které se nevyskytuji ve formuli ¢
ani v uvazovaném dukaze. Ozna¢me jako ¢; formuli, kterd vznikne z formule
¥; nahrazenim vSech vyskytii vSech konstant c¢; po fadé proménnymi y;. Po-
tom @1,. .., ¢, je dikaz formule vg, . 4. [Y1,. .., yk]: je-li ¥; axiom predikatové
logiky, je ¢; axiom stejného typu, a je-li ¥; odvozena z predchozich formuli néja-
kym odvozovacim pravidlem, je také ¢; odvozena z odpovidajicich formuli stej-
nym pravidlem. Je tedy F ©u,, . 2. [U1,- -, Yx], a formule ¢ je jeji instance. [

2.3.13 Véta (o dedukci). BudT mnoZina formuld jazyka L, budte @, formule
jazyka L, pricemZ ¢ je uzaviend. Potom T ¢ — ¢ prdve kdyz T, p - 1.

Diikaz. Véta se dokaze indukei podle slozitosti dikazu jako ve vyrokové logice.
Ve sméru zprava doleva je navic potieba rozlisit jen piipad, kdy né&jaka formule
¥; z dukazu 9q,...,9, formule i v teorii T, je odvozena pomoci pravidla
generalizace z néjaké predchozi formule ¥J;. V takovém piipadé je v; formule
tvaru (Vz)d;. Pfitom proménné z neni volnéa ve formuli ¢, jelikoz ¢ je uzaviena,
takze (Vz)(¢ — 9;) — (¢ — (Vz)¥;) je axiom. Z indukéniho predpokladu jiz
mame T F ¢ — 9;, pomoci pravidla generalizace tedy také T+ (Vz)(¢ — V),
a pomoci modus ponens dostdvame T F ¢ — (Va)¥;, neboli T+ ¢ — 9. O

Ve skute¢nosti potifebujeme ve vété o dedukci zarudit jen to, Ze zadna pro-
ménna z, na kterou se v dikazu formule @ z mnoziny T, ¢ pouzilo pravidlo
generalizace, neni volna ve formuli ¢, abychom mohli pouzit patfi¢ny axiom.
Neni nutné, aby ¢ byla uzaviena, nicméné predpoklad o volnych proménnych je
ve vété o dedukei podstatny: napiiklad z formule x = 0 je dokazatelna formule
(Vz)(x = 0), ale implikace (z = 0) — (Vz)(z = 0) dokazatelna neni.

2.3.14 Disledek. T+ ¢ prdvé tehdy, kdyz T U {—p} je spornd.

Diikaz. Pokud T dokazuje formuli ¢, pak podle véty o uzavéru dokazuje i P,
takze T,—p je sporna. Je-li naopak T'U {—p} sporn4, pak dokazuje jakoukoli
formuli, tedy i formuli . Podle véty o dedukci je potom T F =@ — @, a pomoci
1.5.19 ziskdime T + @ jako v piipadé vyrokové logiky, tedy také T . O

Logika s rovnosti Binarni predikdt = pro rovnost mé v jazyce vysadni po-
staveni. Vétsinou jej povazujeme za soucast kazdého jazyka, a v sémantice po-
zadujeme, aby byl vzdy realizovan tak jak ocekavame, totiz relaci identity. Jeho
syntaktické vlastnosti nyni popiSeme ve tfech schematech axiomi, kterd za-
chycuji pfirozené predstavy o rovnosti: kazdé individuum je rovno samo sobé,
navzajem si rovné individua spliuji tytéz relace a chovaji se stejné ve funkcich.
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(E1) Pro kazdou proménnou z je formule x = z axiomem.

(E2) Pro proménné z1,...,Zn,Y1,...,Ys a n-arni predikatovy symbol R:
z1=y1— (z2=y2— ... > (xn =yn = R(z1,...,2n) = R(y1,-.-,Yn))-..)
(E3) Pro proménné z1,...,Zn,Y1,. .., Y, & n-arni funkéni symbol f:
z1=y1 = (x2=y2 = ... =2 (@n =Yn = f(z1,.. -, 20n) = f(Y1,-- -, Yn))--.)

2.3.15 Lemma. Pro kaZdé promeénné x,y, z je
) Fe=y—oy==x
i) Fe=y—>(y=2z—z=2)

Diikaz. (i) Formule!! z =y - x =2 — 2 = 2 — y = x je piipadem axiomu
(E2). Obvyklou zaménou pfedpokladt v implikaci je tedy dokazatelna i formule
r=x—oxrx=x—>x=y—y=uc Podle (El) tedy méme F z =y - y =«
dvojim uzitim modus ponens.

(ii) Formule y = ¢ — 2z = 2z - y = 2z — ¢ = z je piipadem axiomu (E2);
odtud opét -z =2z - y =2 — y = z — x = z. Uzitim modus ponens a (E1) je
Fy=xz—y=z—x=z apodle (i) tedy takée Fx =y sy=2z—oz=2 O

Véty o rovnosti se indukef snadno rozsiti z rovnosti proménnych na rovnosti
termt, a ze substituce jednoho termu na koneéné mnoho.

2.3.16 Lemma. Budte s1,...,8,,t1,...,t, termy, pro které - s; = t;. Pak

(i) Je-li s term, a term t vznikne z termu s nahrazenim vyskytd termi s;
odpovidajicimi termy t;, pak - s =t.

(ii) Je-li ¢ formule, a formule ¥ vznikne z ¢ nahrazenim vyskytd termi s;
v atomickych podformulich odpovidajicimi termy t;, pak - @ < .

2.3.17 Lemma. Jsou-li s1,...,8n,t1,...,tn,t termy, T je proménnd, kterd se
nevyskytuje v termu t, a @ je libovolnd formule, pak

(1) FSl:tl—>82:t2—>...—>5n:tn—)t[Sl,...,Sn]:t[th...,tn]

(i) Fsy=t1 = sa=ta— ... > 8y =1n = Q[S1,-..,Sn] < Q[t1,...,1n]

Prenexni tvar Ve vyrokové logice jsme dokézali vétu o normalnim tvaru:
kazdou vyrokovou formuli lze z prvotnich formuli sestavit jen s pomoci jistych
spojek, navic ve zvoleném potadi. Prenexni tvar je analogii normalniho tvaru
pro formule jazyka predikatové logiky: pozadujeme, aby se kvantifikatory pouzily
pri vystavbé formule az nakonec. Pozdé&ji ukazeme, jak lze takovy tvar vyuzit
v teorii modeli a pFi strojovém dokazovani vét.

2.3.18 Definice. Formule (Q1x1) ... (Qnxy,)p je v prenexnim normdlnim tvaru,
pokud @; jsou kvantifikitory, x; jsou proménné, a ¢ je oteviena podformule.
Kvantifikace (Q121) ... (Qnzy) pak tvori jeji prefiz a oteviena podformule ¢ jeji
oteviené jddro. Formule v prenexnim tvaru je univerzdlni (existencni), pokud
v8echny kvantifikitory v jejim prefixu jsou univerzalni (existenéni).

HVynechané zavorky se kumuluji doprava.
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2.3.19 Véta. Ke kazdé formuli @ existuje prenexnd formule ¢’ tak, Zel ¢ < ¢’.

Prenexni tvar formule se ziskd pomoci prenexnich operact, které postupné
presouvaji kvantifikitory z podformuli do prefixu. Normalni tvar otevieného
jadra pak ziskame stejné jako ve vyrokové logice. P¥i popisu prenexnich operaci
pouZijeme nasledujici zna¢eni: pokud symbol @) zastupuje jeden z kvantifikator,
pak Q zastupuje opaény kvantifikator.

@i
(il

(iii

Nahrad podformuli néjakou jeji variantou.
Nahrad podformuli (Qx)— formuli —(Qz).

Nahrad podformuli ¢ — (Qz)d formuli (Qx)(¢» — ), pokud z nenf volna v .
(iv) Nahrad podformuli (Qz)y — ¥ formuli (Qzx) (1/) — 1), pokud z neni volna v 9.
(v (¥

(

(vi

Nahrad podformuli (Qz)y A ¥ formuli (Qz

)(¢» A ¥), pokud x neni volna v 9.
Nahrad podformuli (Qz)vy V¥ formuli (Qx)

Nas 2NN N NG N

1V ¥), pokud x neni volna v ¢.
Napiiklad formule (Vz)(Vy)(z < y — (32)(z < 2z A z < y)) jazyka uspo-

fadani neni v prenexnim tvaru, ale s pouzitim (iii) ji lze prepsat na formuli

(Vx)(Vy)(32)(z < y — (# < z A 2 < y)). Podobné pro aritmetickou formuli'?

(i) (Vo) (V) [((VE)(z # k + k) A (VE)(y # K+ k) = (VE) (& +y # k+ k)]
(i) (Vo) (VyI((VK)(z # k+ k) A (VD) (y #1+1) = (VE)(zxy # k+ k)]
(v) (Vo) (Vy)l((VK)(z # k + k) A (VD) (y # L+ 1)) = (Ym)(z xy # m +m))]
(v) (Vo) (V)[(VR) (@ # k+ k) A (VD) (y # 1+ 1)) = (Ym)(z xy # m +m)]
(iii) (vz)(Vy)[(VE)(VD)((z # k+ k) A (y # 1+ 1)) = (Ym)(z xy # m +m)]
(iv) (va)(Vy)(Ym)[(VE) (VD) ((z # k + k) A (y # 1 +1)) = (zxy # m+m)]
(iv) (Vo)(Vy)(Ym)FR)(VD((x # k+ k) A (y #1L+1)) = (zxy #m+m)]

(V) (Vy)(Ym) BR)BD[((z # k+ k) Ay #1+1)) = (zxy #m+m)]

Rekurzivnim provadénim prenexnich operaci lze od kazdé formule dospét
k prenexnimu tvaru. Zbyva ukazat, Ze nahrazované podformule jsou ekvivalentni.

2.3.20 Lemma. Pro kaZdou promeénnou x a kazdé formule 1,9 jsou podformule
nahrazované v prenexnich operacich dokazatelné ekvivalentni.

Diikaz. V pripadé (i) se jedna o vétu o variantéch.

Piipad (ii) pro V: Mame F —(Vz)y) < =(Vz)——1), neboli - (V)i < (3x)—.
Piipad (i) pro 3: Mame F —(3z)y) <> =(3z)——1), neboli - —(Iz)y < (Vo).
Piipad (iii) pro V: Pokud z neni volna v ¢, je (Va)(¢p — 9) — (¢ — (Vx)9)
axiom. V opafném sméru mame - ((Vz)d — ¢) — (v = (Va)9) — (¢ — ),
coZ je vyrokova tautologie, slozeni implikaci ¢ — (Vz)9 a (Va)d — ¢. Pfitom
(Vz)9 — 9 je axiom specifikace, takZze - (¢ — (Vz)9) — (¢ — ). Podle 2.3.4
je tedy také - (v — (Vx)9) — (Vz)(p — 9), nebot x neni volna v ¢ — (Va)d.
Pfipad (iii) pro 3: Formule (¢ — (3x)¥) — (v — ¥) = (¥ — (Fx)V)) je
vyrokova tautologie (sloZeni implikaci), pfitom podle 2.3.3 je F ¥ — (Jx)d.
Mame tedy F (¢ = 9) = (¢ — (Fz)9), takze i F (Fz) (¢ — 9) = (v — (3x)Y)
podle 2.3.4, nebot z neni volnd v ¢y — (3x)¥. V opatném sméru vyuZijeme
vyrokovou tautologii (-4 — C) — ((B — C) = ((A — B) — ()). Formule
-1 — (1 = 9) je tautologie, a podle 2.3.3 je - (v — ¥) — (3x)(v — V), takze
F ¢ — (Jz)(¢v — ¥). Formule ¥ — (¢p — ) je axiom, a podle 2.3.5 je také

12Podtrzenim vyznalujeme, kterou kvantifikovanou podformuli se momentéalné zabyvame.
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F (3z)9 — (3z)(v — V). Oznaéime-li formuli ¢ jako A, formuli (3x)¥ jako B,
a formuli (3z)(yp — ) jako C, dokazali jsme =A — C a B — C, takZe podle
tautologie vyse mame - (A — B) — C, neboli F (¢p — (3x)9) — (Fz) (¢ — 9).
Ptipad (iv) pro V: Formule ((Vx)y — ¢) < (-9 — —(Va)v) je tautologie, takze
F ((Vz)y — 9) « (-9 = —(Vz)-—), tj. F (Vz)y = 9) < (=9 — (Fz)—).
Pfitom podle (iii) pro 3 je F (=9 — (3x)—) « (Jz)(— — —), nebot x
nen{ volna v —d. Je tedy + ((Va)yp — ) « (Fz)(—9 — —b), takZze nakonec
mame F ((Vz)y — 9) < (3z)(¢ — ). Piipad (iv) pro 3 se dokaZze podobné
pomoci (iii) pro V. V pifpadé (v) a (vi) muZeme formuli nejprve pfelozit do
jazyka vyrokovych spojek —, — a odkézat se na predchozi pripady. O

Diikaz véty. Je-li dana formule ¢ atomick4, neni co dokazovat. Je-li ¢ tvaru - a
znéame-li prenexni tvar ¢’ formule 1), ziskdme prenexni tvar ¢’ formule ¢ pomoci
operace (ii) pro negaci. Je-li ¢ tvaru 1» — o a zname-li prenexni tvary ¢, ¢,
zvolme nejprve varianty 1,19 tak, aby Zadna volna proménna v 1" nebyla
vazana v 9" a naopak. Prenexni tvar formule " — 19" pak ziskdme operacemi
(iii) a (iv) pro implikaci. Je-li ¢ tvaru (Vz)y a zname-li prenexni tvar ¢’ formule
¥, je formule (Vz)y' prenexnim tvarem formule ¢, pokud x neni vazana v ;
jinak je sama v’ prenexnim tvarem formule ¢. Je-li ¢ tvaru 1 A9 nebo ¢ V 9,
miZeme tyto spojky nejprve pielozit do jazyka —,—, nebo pouzit operace (v)
a (vi) pro konjunkei a disjunkci. Formuli ¢ tvaru ¢ <> ¢ miZzeme ekvivalentné
nahradit konjunkei obou implikaci a pouzit (iii)—(v). O

Sadu prenexnich operaci zfejmé muzeme rozsifit o nékteré dalsi technické
obraty, napfiklad: podformuli tvaru (Qz)v nahrad podformuli ¢, pokud pro-
ménna z neni volna v ¢. V definici prenexu pak muzeme navic pozadovat, aby
vSechny kvantifikované proménné v prefixu byly navzajem ruzné.

2.3.21 Cviceni. Ukazte na ptikladech, ze zakazy volnych vyskytt proménnych
v prenexnim axiomu a v prenexnich operacich jsou nutné, tj. ze: (i) pokud se
proménné x volné vyskytuje v ¢, pak formule (Vz)(p — ) — (¢ — (Vz)1) neni
logicky platna; (i) pokud se proménné x volné vyskytuje v v, pak ekvivalence
(Qx)p — 1) +» (Qx)(¢ — ) nejsou logicky platné. (iii) pokud se promé&nna
x volné vyskytuje v ¢, potom ekvivalence (p — (Qz)¥) < (Qx)(¢ — ),
(PN QD)D) © (QE)(@AD) a (9V (QE)) © (Q)(V 1) nejsou logicky platné.

2.4 Uplnost

V pfedchozich oddilech jsme popsali sémantiku a syntax predikidtové logiky,
totiz splitovani ve strukturach a forméalni odvozovaci systém. Nyni ukéaZeme,
7e zavedend syntax a sémantika si vzajemné odpovidaji: formule dokazatelné
v Hilbertové systému jsou pravé logicky platné formule.

Misto dokazatelnosti v logice a platnosti v realizacich jazyka budeme rovnou
obecnéji zkoumat dokazatelnost v néjaké teorii a platnost v jejich modelech.
Nejprve zavedeme potiebné pojmy.

2.4.1 Definice. Bud L jazyk predikitové logiky. Potom teorie v jazyce L je
jakakoli mnozina formuli jazyka L; tyto formule jsou pak jeji axiomy. Rekneme,
Ze realizace M jazyka L je modelem teorie T, a piSeme M = T, pokud kazdy
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axiom z T je splnén v 9. Pokud formule ¢ jazyka £ plati v kazdém modelu

M =T, fekneme, Ze ¢ je logickym disledkem teorie T a piSeme T = .
Specialné modelem préazdné teorie je kazdé realizace jazyka L£; pokud formule

o plati v kazdé realizaci jazyka L, Fekneme, Ze je logicky platnd a piSeme = .

Zformulovat néjakou teorii, tedy mnozinu formuli, nejlépe konecnou, je stan-
dardni zpiisob, jak vymezit struktury, kterymi se chceme zabyvat. Ve vhodném,
k tomu ucelu vytvoreném jazyce zformulujeme axiomy, které povazujeme z né-
jakého duvodu za pfirozené nebo zajimavé, a zkoumame struktury, ve kterych
tyto axiomy plati, tj. modely takové teorie.

2.4.2 Priklad. Teorie (ostrého) usporadani v jazyce s jednim binadrnim predi-
katem < obsahuje axiomy (Va)(Vy)(Vz)(x < yAy < z = x < z) a (V) (z < z).
Pfidanim axiomu (Vz)(Vy)(z < yVz =yVy < z), (Vo) Fy)(3F2)(z < y Az < x)
a (Vr)(Vy)(3z2)(z < y — © < 2 Az < y) pak vznikne teorie linearnich, neomeze-
nych, hustych usporadani.

2.4.3 Priklad. Teorie grup v jazyce s binarnim funkénim symbolem 4+, unarnim
funkénim symbolem — a konstantou 0 obsahuje jako axiomy nésledujici sentence:
(Vz)(Vy)(V2)(x +y) +z =2+ (y + 2)), (Vz)(x + 0 =x), (Vz)(z + (—z) = 0).
Rozsifenim o axiom (V) (Vy)(z +y = y+ ) vznikne teorie komutativnich grup.

2.4.4 Priklad. Teorie (komutativnich) okruht v jazyce s binarnimi funkénimi
symboly + a %, undrnim funkénim symbolem — a konstantami 0 a 1 rozsifuje
teorii (komutativnich) grup o axiomy (Vz)(Vy)(Vz)((x *xy) *x z = x * (y * z)),
(V) (z *1 = z) a (Vo)(Vy)(Vz)(z * (y + 2) = (x *xy) + (x * 2)). Teorie obort
integrity rozsifuje teorii okruhii o axiom (Va)(Vy)(z xy =0 — 2 =0V y =0).
Teorie téles rozsifuje teorii okruhii o axiom (Vz)(z # 0 — (Jy)(z xy = 1)).

2.4.5 Piiklad. Robinsonova aritmetika je teorie v jazyce {+,*, S, 0}, kde bi-
narn{ funkéni symboly + a * znadi soucet a soucin, unarni funkéni symbol S
znaci naslednika, a symbol O je konstanta. Axiomy jsou néasledujici:

(i) (vz)(S(z) # 0)

(ii) (Vz)(vy)(S(z) = S(y) >z =y)
(i) (Vz)(z + 0 = )
(iv) (Vo)(Vy)(z + S(y) = S(z +y))
(v) (Vz)(z %0 = 0)
(vi) (Va)(Vy)(z* S(y) =z xy+ )

Peanova aritmetika obsahuje kromé téchto Sesti axiomii navic dalsich nekonecné
mnoho axiomu tvoricich schema axiomi indukce: pro kazdou aritmetickou for-
muli ¢(z) s jednou volnou proménnou je nasledujici formule axiomem.

[p(0) A (Vo) (p(2) = 0 (S(2)))] = (V2)p()

Standardnim modelem aritmetiky je struktura N pfirozenych &isel s obvyklymi
operacemi (v dalsi kapitole ji podrobné definujeme), ale mé i jiné modely.
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P1i praci v konkrétni teorii nas zajimaji predevsim jeji specifické dusledky, tj.
takova tvrzeni, ve kterych se projevi jeji axiomy. Logicky platné formule, které
plati v kazdé realizaci jejiho jazyka, nejsou z pohledu konkrétni teorie pfili§
zajimavé: plati i v modelech jakékoli jiné teorie se stejnym jazykem. Naptiklad
algebraik pracujici v teorii grup se zajima o vlastnosti, které plynou z axiomi
teorie grup, zatimco logicky platna formule (Vz)(x x z = x x x) jej nezaujme,
prestoze plati v kazdé grupé. Predikatova logika stoji v pozadi jako vyjadiovaci
a dikazovy aparat. Zde se oviem zabyvame pravé timto obecnym aparatem.

Smérujeme k vété o uplnosti predikatové logiky, podle které je dané formule
dokazatelna v dané teorii pravé tehdy, kdyz je jejim logickym disledkem. Jeden
smér této ekvivalence je obsazen v nasledujici vété.

2.4.6 Véta (o korektnosti). Bud T teorie v jazyce L a bud ¢ formule jazyka L.
Je-li ¢ dokazatelnd v T, pak plati v kaZdém jejim modelu.

Diikaz. Bud ¢1,...,¢, dikaz formule ¢ v teorii T, bud 9M = T libovolny
model. Indukei ukiZzeme, ze kazda ¢; plati v 9t pfi libovolném ohodnoceni.

(i) Je-li ¢; formule z T', je M |= ; z definice.

(i) Je-li ¢; axiom vyrokové logiky, je tautologii, a snadno se ovéii, ze plati v 9
(jakoz i v kazdém jiném modelu jazyka L) pfi libovolném ohodnoceni.

(iii) Je-li ; axiom specifikace tvaru (Va )y — 1, [t], bud e libovolné ohodnoceni
proménnych v M. Pokud pii tomto ohodnoceni neni v 91 splnéna formule
(Vx)v, pak cela implikace plati. V opa¢ném piipadé je MM = vle(x/m)]
pro kazdé m € M, specialné pro tle] € M, a tedy I = ¢, [t][e].

(iv) Je-li ; axiom tvaru (Vz)(yp — 9) — (¢ — (Vx)U), kde = neni volna
v 1, bud e libovolné ohodnoceni proménnych, a uvazme jediny zajimavy
pfipad, kdy M E (Va)(¢» — ¥)[e]. To znamena, ze pro kazdé m € M
je M = (¥ — I)e(x/m)], neboli mame budto M F~ ¢le(x/m)] nebo
M = Y]e(x/m)]. V prvnim pfipadé je pak i M F~ ¢le], nebot proménna
2 nemd volny vyskyt v ¢, ve druhém piipadé je z definice M | (Vz)JI|e].
V obou piipadech je tedy M = (¢ — (Va)¥)[e].

v) Je-li p; néktery z axiomi rovnosti, snadno se ovéfi piimo z definice spliio-
2
vani, Ze plati v 91 (jakoZ i v kazdém jiném modelu jazyka L).

(vi) Je-li ¢; odvozena z né&jakych predchozich ¢; a ¢; — ¢; pomoci modus
ponens, pak pro libovolné ohodnoceni e mame z indukéniho predpokladu
M = pjle] a M = (p; = ¢i)le]. Jiz z vyrokové logiky vime, ze modus
ponens je korektni, tj. Ze za téchto predpokladi je také 9 = ;]e].

(vii) Je-li ¢; tvaru (Vz)p; odvozena z néjaké predchozi ¢; pomoci pravidla
generalizace, pak pro libovolné ohodnoceni e mame z indukéniho predpo-
kladu 9 = @jle]. Specialné tedy M = ¢;le(x/m)] pro kazdé m € M,
takze z definice splilovani je 9 = (V)p;e], neboli M = ¢;[e].

Ukazali jsme, ze kazda formule p; z dikazu @1, ..., ¢, plati v kazdém modelu
M = T pii jakémkoli ohodnoceni. Tim je specidlné pro ¢, véta dokazana. [
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7 ditkazu véty o korektnosti vidime, ze axiomy rovnosti, axiomy predikatové
logiky, jakoZ i vSechny formule z nich odvozené pomoci odvozovacich pravidel,
plati nejen v modelu dané teorie, ale v kazdé realizaci jejiho jazyka. Jinymi
slovy, vsechny formule dokazatelné v predikdtové logice jsou logicky platné.

Véta o korektnosti dava také navod, jak o néjaké formuli ¢ predvést, Zze nent
v dané teorii T' dokazatelna: sta¢i najit model 9 = T a n&jaké ohodnoceni, pii
kterém ¢ neni splnéna. Napiiklad formule (V) (Vy)(z * y = y * x) nemuZe byt
dokazatelna v teorii grup, protoZze neplati v nekomutativnich grupéch.

2.4.7 Dusledek. Teorie, kterd md model, je bezespornd.

Diikaz. Bud MM = T a bud ¢ libovolna uzavien4 formule jazyka teorie T'. Podle
definice splitovani plati budto 9t = ¢ nebo M = —p. Podle véty o korektnosti
tedy budto formule —¢ nebo formule ¢ neni v T dokazatelna. O

Modelem predikatové logiky, jakoZto prazdné teorie v jazyce L, je kazda
realizace M |= L. Podle predchozi véty tedy predikdtovd logika je bezespornd.

Véta o uplnosti Kazda formule dokazatelna v predikatové logice je podle
véty o korektnosti logicky platna. Dokazeme nyni i opacné tvrzeni: kazda logicky
platna formule méa forméalni dikaz v predikatové logice. Tim bude ukézéno, Ze
syntax a sémantika Hilbertova systému si plné odpovidaji. Tak jako ve vété o
korektnosti, budeme zkoumat obecnéji dokazatelnost v néjaké dané teorii.

2.4.8 Véta (Godel). Bud L jazyk predikdtové logiky, bud T teorie v jazyce L.
Pak pro kazdou formuli ¢ jazyka L je T b ¢ prdvé kdyz T = .

2.4.9 Vé&ta (Godel). Teorie je bezespornd, prdveé kdyz md model.

Implikace zleva doprava v prvni vété je pravé véta o korektnosti, a implikace
zprava doleva ve druhé vété je véta 2.4.7. V8&imnéme si nejprve, ze prvni véta
plyne z druhé. Je-li T |= ¢, méme ukazat, ze T F . Pokud ne, pak T, —p je
bezesporné, tedy podle 2.4.9 ma model, coz ale p¥i T' = ¢ neni moZné.

Zbyva tedy pro danou bezespornou teorii T' v jazyce £ najit model. Mame
popsat né&jakou nosnou mnozinu (univerzum), a na ni realizovat specialni sym-
boly jazyka L tak, abychom splnili v8echny axiomy teorie T. A priori se vSak
nenabizi Zadna mnozina, jejiz prvky bychom mohli pouzit jako individua, ani
prirozeny zpusob, jak na takové mnoziné zavést relaéni strukturu. Vychozi mys-
lenka, pochazejici od L. Henkina, je nasledujici.

Predlozena teorie T je Cisté syntakticky utvar — mame k dispozici jen vyrazy
jejiho jazyka: proménné, specidlni symboly, termy, formule, axiomy. Z téchto
vyrazi pak jen termy popisuji néjaké ,objekty“, a maji-li hrat roli individui,
nesmi jejich identita zaviset na proménnych. Hledany model tedy postavime
z termu bez proménnych, které budou samy svou realizaci. Funkce budeme
realizovat pfirozenym zptisobem: aplikace funkéniho symbolu na termy je opét
term. Rela¢ni symboly budeme realizovat s tmyslem, se kterym tento model
budujeme: za splnéné relace prohlasime ty, které jsou v teorii T' dokazatelné.

Jakmile pfijmeme tuto ideu za svou, je konstrukce modelu dosti pfirozené.
Na cesté vSak musime pfekonat nékolik technickych pfekazek.

(i) Pfedn&, pokud jazyk £ neobsahuje zadnou konstantu, pak neexistuji ani
zadné termy bez proménnych — model v8ak musi byt neprdzdnou mnozinou.
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(ii) Je-li £ jazyk s rovnosti a je-li v teorii T' pro néjaké dva rtzné termy s, t
dokazatelna formule s = ¢, nemiZeme termy s, ¢ pouzit jako dvé ruzna individua.

(iii) Pro kazdou uzavienou formuli ¢ jazyka £ musi byt v modelu splnéna
budto formule ¢ nebo —p. V teorii T' v8ak nemusi byt ani ¢ ani —~¢ dokazatelné.

(iv) Je-li v teorii T dokazatelna né&jaka formule tvaru (3x)¢, potifebujeme
v modelu pomoci néjakého termu ¢ bez proménnych splnit formuli ¢, [t]; pFitom
v teorii T' nemusi byt Zadné takova formule dokazatelna.

Problém (ii) lze vyfesit snadno: mnoZinu termt nejprve faktorizujeme podle
rovnosti dokazatelné v T. Ostatni prekazky prozatim obejdeme tim, Ze sestro-
jime model jen pro takovou teorii, které se tyto problémy netykaji.

2.4.10 Definice. Bezesporna teorie T' v jazyce L je tpind, pokud pro kazdou
uzavienou formuli ¢ jazyka £ je budto T F ¢ nebo T+ —¢. Rikdme téz, ze T
rozhoduge kazdou sentenci jazyka L.

Napftiklad teorie grup nerozhoduje sentenci (Va)(Vy)(z * y = x * y), a neni
tedy tplnou teorii. Podobné teorie okruhii nenf aplna (naptiklad proto, Ze né-
které okruhy jsou télesem a jiné ne), zato teorie algebraicky uzavienych téles
dané charakteristiky je uplna. Ani teorie linearnich usporadani neni Gplné, ne-
bot nerozhoduje sentenci (Vz)(3y)(r < y), zatimco teorie neomezenych hustych
linearnich uspofadani je tiplna, coz ukidzeme pozdéji.

Pro kazdy model M = L je Th(9M) = {p; M = ¢} aplna teorie v jazyce L.
Teorie T je upln4, pokud je T = Th(M) pro n&jaky (kazdy) model M = T.
Naptiklad Th(N) je aplné bezesporné rozsifeni Peanovy aritmetiky.

Predpoklad uzavienosti formule v definici je podstatny: ma-li ¢ volnou pro-
ménnou, jako napiiklad aritmeticki formule z = 0, muZe se snadno stat, Ze pii
néjakém ohodnoceni proménnych plati ¢ a pfi jiném —p. Podle véty o korekt-
nosti pak ani jedna nemize byt dokazatelna.

2.4.11 Definice. Teorie T v jazyce L je Henkinova, pokud pro kazdou uzavie-
nou formuli (3z)y jazyka L existuje konstanta c takova, ze T F (3x) — @5]c].

Henkinovské konstanty jsou ,,svédci existence.“ Jde o to, ze pokud teorie T
dokazuje existenci individua s néjakou vlastnosti, mé jiz pro takové individum
jméno v jazyce. Zadn4 z vySe uvedenych teorii neni henkinovski. Napiiklad
teorie uspofadani neméa svédéici konstantu pro sentenci (3z) (Vy)(z < y), ostatné
nema vibec zadné konstanty. MuZeme takovou konstantu (feknéme 0) do jazyka
pridat, a teorii rozsifit o axiom (Jz)(Vy)(z < y) — (Vy)(0 < y). Ani takova
teorie nebude henkinovska: to co jsme provedli pro jednu existen¢ni sentenci mé
henkinovské teorie obsahovat pro v8echny existen¢ni sentence.

Pozdgji ukazeme, 7e kazdou bezespornou teorii 1ze bezesporné rozsitit do
uplné henkinovské teorie. Uplna teorie se pak vyhne piekéazce (iii), a Henkinovska
teorie ma dostatek konstant a termi bez proménnych na to, aby se vyhnula

2.4.12 Véta (Henkin). KaZdd tipind henkinovskd teorie md model.

Diikaz. Je-li T danéa teorie a je-li L jeji jazyk, oznaéme jako 7 mmnozinu vSech
termu jazyka L, ve kterych se nevyskytuji Zadné proménné. Pro term ¢t € 7 pak
oznatme jako [t] = {s € ;T s =t} jeho ekvivalencni tridu; snadno se ovér,
7e dokazatelna rovnost je ekvivalence na 7. Bud koneénd M mnoZzina téchto
ekvivalen¢nich t¥id; ta bude univerzem hledaného modelu.
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Funkéni a relaéni symboly jazyka L realizujeme v M nasledovné. Je-li f
n&jaky n-arni funkéni symbol a jsou-li ty,...,t, € 7, bud f7([t1],..., [tn])
individuum [f(¢1,...,t,)]. Je-li R n&jaky n-arni relaéni symbol rizny od rov-
nosti, bud ([t1],...,[ts]) € R™ pravé kdyz T F R(ty,...,t,). Z axiomi rov-
nosti plyne, Ze tyto definice nezalezi na volbé reprezentanti ekvivalenénich t¥id:
pro s; € [ti] je f7([s1],---,[sn]) totéz individuum jako f™([t1],...,[tn]), a
([s1],- -, [sn]) € R™ plati pravé tehdy, kdyz plati ([t1], ..., [t.]) € R™. Zaroven
jsou relace R™ diky bezespornosti T' zavedeny konzistentné: T' nikdy nedokazuje
zarovenn R(t1,...,t,) a = R(t1,...,t,).

Zbyvéa ovérit, Ze tato relacni struktura je modelem teorie T'. UkdZeme indukci,
Ze pro kazdou uzavienou formuli ¢ jazyka £ je M |= ¢ pravé kdyz T + .

(a) Je-li ¢ tvaru t; = to, pak MM = ¢ plati pravé tehdy, kdyz [t1] a [t2] je
totéz individuum, tedy praveé kdyz T+ t1 = to.

(b) Bud ¢ uzaviena atomicka formule tvaru R(ty,...,t,). JelikoZ termy ¢;
nemaji zadné proménné, nezavisi jejich hodnoty ¢;[e] na ohodnoceni e: pro term
t bez proménnych je vzdy tle] = [t]. Z definice spliiovani je tedy I | ¢ pravé
kdyz ([t1], ..., [tn]) € R™, tedy prave kdyz T+ R(t1, ..., t,).

(¢) Bud ¢ uzaviena formule tvaru —p, p¥i¢emz pro formuli ¢ je jiz tvrzeni
dokéazano. Z definice je M = ¢ prave tehdy, kdyz 9 j= ¢, coz je podle induké-
niho pfedpokladu pravé kdyz T t/ . Pritom 1 je uzaviena formule, a T je Gplné
teorie, takze T t/ 1 pravé kdyz T F —1), neboli kdyz T+ .

(d) Bud ¢ uzaviena formule tvaru ¢p — ¥, pfi¢emz pro formule ¢, je jiz
tvrzeni dokazano. Z definice je MM |= ¢ pravé kdyz 9 B 1 nebo M = ¥, tedy
pravé kdyz 9 = — nebo M = ¥, nebot 1,9 jsou uzaviené formule. To je
podle indukéniho predpokladu pravé kdyz T+ = nebo T + 1. Snadno ovérime,
ze to je pravé kdyz T + ¢ — ¥: je-li T F =), pouzijeme dokazatelnou formuli
-1 — (1 — ) a modus ponens; je-li T F ¢, pouzijeme axiom ¥ — (¢p — ¥) a
modus ponens. Pokud naopak T F ¢ — ¢, vyuZijeme opét toho, Ze T je uplna:
je budto T+ ¢, naez T + ¥ pomoci modus ponens, nebo T+ —). Celkem tedy
mame M = 1 — 9 prave tehdy, kdyz T+ ¢ — 9.

(e) Bud ¢ uzaviena formule tvaru (Vz)i, pficemz pro kazdou instanci for-
mule ) je jiz tvrzeni dokdzano. Z tuplnosti teorie T je bud'to T+ ¢ nebo T+ —¢.
Je-li T+ o, tj. T+ (Va)1, je podle axiomu specifikace také T + v, [t] pro kazdé
t € 7. To podle indukéniho predpokladu znamena, ze M = [e(x/[t])] pro kazdé
ohodnoceni e a kazdé individuum [t] € M, takze M = (Vz)y. Je-li naopak
T+ —p, tj. T F —=(Vx)y, mame T F (Jz)—). Pritom (Jz)—) je uzaviena for-
mule a T je Henkinova teorie, takze pro néjakou konstantu c jazyka £ mame
T+ (3z)—Y — —p,[c]. Pomoci modus ponens je pak T+ —),[c], a podle in-
dukéniho predpokladu formule ¢ neni splnéna v 91 p¥i ohodnoceni e(x) = [¢],
takze M £ (Va)y. Celkem tedy plati M = (Va)y prave tehdy, kdyz T + (V).

Zéavér je jiz snadny: je-li formule ¢ axiomem teorie T a je-li P jeji uzaveér,
pak podle véty o uzavéru je T'F . Pro uzavienou formuli @ podle pfedchoziho
mame N = P, a tedy také M = . Relacni struktura M je tedy modelem 7. O

Model zkonstruovany v predchozi vété se nazyva kanonickd struktura pro
teorii T'. Jeho univerzum tvori konstantni termy jazyka L, které jsou samy svou
realizaci. O takovém modelu fikame, Ze je ,sestrojen ze slov® nebo ,ze jmen.*

Henkinovské zuplnéni Dokézali jsme vétu o Gplnosti zatim jen pro specialni
pripad tplné henkinovské teorie. Nyni ukazeme, Ze kazdou bezespornou teorii
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lze do takové teorie bezesporné rozsitit. Uplné henkinovské roziifeni ma potom
sviij kanonicky model, ktery ur¢uje i model ptivodn{ teorie.

2.4.13 Definice. Rekneme, Ze jazyk £/ rozsiruje jazyk £, pokud kazdy specialni
symbol jazyka L je i symbolem jazyka L', stejného druhu a se stejnou &etnosti.
Teorie T' rozsituje teorii T, pokud jazyk teorie T’ rozSifuje jazyk teorie T a
kazda formule dokazatelna v teorii T je dokazatelna i v teorii 1.

Naptiklad jazyk teorie okruhi rozsifuje jazyk teorie grup o dva nové symboly
*x a 1; ostatni symboly jsou pfitomny v obou jazycich, a jsou stejného druhu i
cetnosti. Teorie téles rozsituje teorii obori integrity v témze jazyce, prestoze ne-
obsahuje viechny jeji axiomy. Snadno se nahlédne, Ze T" rozsifuje T pravé tehdy,
kdyZz vsechny axiomy teorie T jsou dokazatelné v T”. Pokud je T bezesporné
rozsiteni teorie T', pak i T' je bezesporna.

2.4.14 Definice. Rozsiteni T” teorie T je konzervativng, pokud kazda formule
jazyka teorie T', ktera je dokazatelna v T”, je dokazatelna jiz v teorii T.

Konzervativni rozsifeni ma silnéjsi vyrazové prostiedky, ale nedokazuje zadné
dalsi formule pivodniho jazyka. Uvidime pozdéji, Ze napiiklad rozsifeni teorie o
definici nového predikétu je konzervativni. Napiiklad rozsifeni aritmetiky o novy
predikat pro délitelnost a prislusny definujici axiom zesili vyrazové prostredky
jazyka aritmetiky, ale zddna nové tvrzeni o pfirozenych ¢islech tim neziskdme.
Snadno se nahlédne, Zze konzervativni rozsifeni teorie 1" je bezesporné pravé

tehdy, kdyz T je bezesporna.
2.4.15 Véta (Henkin). KaZdd teorie md konzervativni henkinovské rozsireni.

Diikaz. Hledané rozsiteni ziskdme pfidanim novych konstant a novych axiom.
Musime pfitom zaruéit, aby ke kazdé uzaviené formuli tvaru (3x)¢ existovala
»Ssvédéici konstanta. Za kazdou formuli ¢ jazyka L teorie T s jednou volnou
proménnou z pridejme do jazyka novou konstantu c, a do teorie jako novy
axiom formuli (3x)p — @.[c,]. Tim jsme rozsifili puvodni jazyk £ o mnozinu
C1 novych konstant do jazyka L1, a puvodni teorii T do teorie 17 v jazyce L;.
Ta stéle neni henkinovska, v novém jazyce existuji nové formule tvaru (3x)¢, ke
kterym musime opét pridat nové konstanty a axiomy. Tim rozsifime jazyk £
o mnozinu Cs novych konstant do jazyka Lo, a teorii 77 do teorie T v jazyce
Lo. Takto postupujeme dale indukci pres prirozena ¢isla; vytvaifime mnoziny
novych konstant C,,, jazyky L, C L,,+1 a teorie T,, C T}, 1. Nakonec polozime
Ly =UL,aTyg =JT,. Teorie Ty v jazyce Ly je potom henkinovské rozsifeni.
Zbyva ukizat, ze je konzervativni.

Bud v formule jazyka £ dokazatelna v Ty, a budte 91, ..., 9 vSechny hen-
kinovské axiomy pouzité v dikazu formule . Je tedy T,91,..., Y% F ¥. Podle
véty o dedukci mame 7'+ ¥; — -+ — ¥, — 1, nebot v8echny ¥; jsou uza-
viené formule. Za cenu pfipadného pierovnani formuli ¢; v implikaci miaZzeme
predpokladat, ze v; je henkinovsky axiom obsahujici konstantu z mnoziny C,
s maximalnim indexem (mezi vSemi konstantami z ¥;). Tedy 91 je formule tvaru

(Fz)¢ — @zlc,] a konstanta ¢, se nevyskytuje nikde v ¥, ..., ¥ ani v . Podle
véty o konstantach je potom T F ((3x)¢ — ¢.[y]) = (92 = -+ = I — ), kde
y je néjakd proménna, kterd se nevyskytuje nikde v ¥4, ...,9% ani v 1. Pomoci

2.3.4 pak odvodime T F (Fy)((3x)e — wzly]) = (W2 — -+ = I — 9¥), a po-
moci prenexni operace také T F ((3x)p = (Fy)p=[y]) = (W2 = -+ = I — V).

60



Piitom podle véty o variantach je - (3z)p — (y)p.[y], takze pomoci modus
ponens je T+ Y9 — -+ - — ¥ — 1. Tak postupné dojdeme az k T F . O

2.4.16 Vé&ta (Lindenbaum). KaZdd bezespornd teorie md bezesporné ziplnénd.

Diikaz. Bud T bezesporna teorie. Uvazme systém S vSech bezespornych rozsi-
feni S teorie T' v témze jazyce. Potom systém S usporadany inkluzi spliuje pred-
poklady Zornova lemmatu.'® Pfedné je neprazdny, jelikoz T € S. Je-liC C S
Fetézec bezespornych rozsifeni, je také | JC € S. Nad T € S tedy existuje n&jaky
maximalni prvek S € S. Teorie S je maximélni bezesporné rozsifeni teorie 7'
Ukézeme, ze S je uplna. Kdyby ne, pak pro néjakou sentenci ¢ neni ani ¢ ani
- dokazatelna v S. To podle 2.3.14 znamena, ze S U {¢} je vlastni bezesporné
rozsiteni teorie S, coz neni mozné, jelikoz S je maximalni. O

Nyni jiz méame k dispozici v8echny prostiedky potiebné k dikazu Goédelovy
véty o uplnosti. Je-li T dana bezesporna teorie, ziskime nejprve konzervativni
henkinovské rozsiteni Ty podle 2.4.15. Teorie Ty je bezesporna, nebot konzer-
vativné rozsifuje T'. Zuplnéni T teorie Ty ve stejném jazyce pak ziskdme podle
2.4.16. Teorie T" je tuplna a henkinovska, ma tedy model 9’ = T”. Sta¢i pak
vzit realizaci 9 jazyka L teorie T, ktera ma stejnou nosnou mnozinu jako I,
ale realizuje jen'# symboly jazyka £, stejnym zptisobem jako model 9. Potom
kazda formule jazyka L je splnéna v 9 pravé kdyz je splnéna v 9. Pfitom
viechny axiomy teorie T jsou dokazatelné v T”, nebot T" rozsifuje T, takZe jsou
splnény v 9, a tedy také v M. Tedy M je model teorie T

Podle véty o aplnosti je sémantika predikatové logiky, totiz platnost v mode-
lech, plné zachycena syntaktickymi, tedy finitArnimi prostedky: zvolené axiomy
a odvozovaci pravidla Hilbertova kalkulu postac¢uji k tomu, aby bylo mozné do-
kazat kazdou platnou formuli.

Kompaktnost Z tuplnosti predikatové logiky dostavame ihned tento dtsledek:

2.4.17 Véta (o kompaktnosti). Bud T teorie a ¢ formule v témZe jazyce. Pak
(i) T = o prdve kdyz Ty |E ¢ pro néjaky konecny fragment To C T.
(ii) T md model prave tehdy, kdyz md model kazdd jeji koneénd édst.

Diikaz. (i) Podle véty o tuplnosti je T = ¢ pravé kdyz T + ¢. Pfitom dukaz
formule ¢ je kone¢na posloupnost, takZze pouZiva jen koneéné mnoho axiomu
z néjaké konefné ¢asti Ty C T. Je tedy Ty b ¢, takZe i Ty = . (ii) Podle véty o
aplnosti ma teorie model pravé kdyz je bezesporna. Pfitom dikaz piipadného
sporu v T je diikkazem jiz v néjaké jeji kone¢né casti. O

Kompaktnost je obecny princip matematiky zalozené na teorii mnozin, jejiz
zéklady popiSeme v piisti kapitole. Zatim ukadZeme na ptikladech dopad kom-
paktnosti v aritmetice, elementarni algebie a teorii grafi. Kompaktnost predi-
katové logiky klade jistd omezeni na to, co lze jazykem prvniho fadu vyjadrit:
télesa charakteristiky nula nelze axiomatizovat zadnou kone¢nou teorii v ja-
zyce téles, a torzni grupy nelze popsat dokonce Zadnou mnoZinou formuli jazyka

13Je znamo, 7e dikaz Lindenbaumovy véty vyzaduje n&jakou formu principu maximality,
potazmo axiomu vybéru. Vratime se k této otazce v kapitole o teorii mnozin.

MRikame pak, Ze M je redukce struktury 9. Tak miZeme napiiklad na kazdy okruh
(R,4+,%,0,1) hled&t zaroven jen jako na grupu (R,+,0). V naSem pfipadé ignorujeme pfi
redukci M’ do M to, Ze individua modelu M zaroveii realizuji henkinovské konstanty.
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teorie grup. Takova omezeni jazyka prvniho fadu lze obejit pravé vystavbou
matematiky na mnozinovém zakladé, jak jsme stru¢né zminili jiz v dvodu.

2.4.18 Lemma. Budte S, T ekvivalentni teorie, tj. maji stejny jazyk a dokazuji
tytéz formule. Je-li S koneénd, je T ekvivalentni uZ s néjakou konecnou Ty C T.

Diikaz. Pro kazdou formuli ¢ z teorie S je podle predpokladu T F ¢. Existuje
tedy néjakd konecnd T, C T tak, ze T, - ¢. Teorie Ty = Uwes T, je kone¢nou
¢asti T, pritom dokazuje v8echny formule z S, a tedy i vSechny formule z 7. [

Jinymi slovy, pokud néjaka teorie neni ekvivalentni s zddnym svym konec-
nym fragmentem, nema ani zadnou jinou ekvivalentni kone¢nou axiomatiku.

2.4.19 Piiklad. Pro n pfirozené oznafme term 1 4+ 1+ --- 4+ 1 (n séitanci)
jazyka teorie téles jako n x 1, a formuli n x 1 = 0 jako x,. Pokud dané téleso
splituje néjakou sentenci x,, pak prvni takové n € N je jeho charakteristika.
Pokud nespliiuje zZadnou x,, fikdme, ze ma charakteristiku nula. Napfiklad R
ma charakteristiku nula a Z, méa charakteristiku p. Existuji tedy kone¢na télesa
libovolné velké kone¢né charakteristiky. Rozsifenim teorie téles o vSechny for-
mule —Y,, vznikne teorie téles charakteristiky nula, ozna¢me ji T. UkdZeme, Ze
nema zadny koneény ekvivalent.

Bud totiz Ty C T né&jaky koneény fragment 7. Kone¢na teorie Ty obsahuje
jen konetné mnoho z formuli —y,,; bud m index posledni z nich. Kazdé téleso
charakteristiky vétsi nez m je pak modelem teorie Ty, pfitom nemé charakteris-
tiku nula. V logice prvniho rfadu tedy nelze té€lesa charakteristiky nula popsat
zédnou konecnou mnozinou formuli v jazyce téles.

2.4.20 Piiklad. Télesa nenulové charakteristiky nelze axiomatizovat zadnou
teorii v jazyce téles. Bud totiz T teorie téles charakteristiky nula, a predpokla-
dejme, ze U je né€jaka axiomatizace téles nenulové charakteristiky. Vime, ze T
je nutné nekonecné, a kazdy jeji konecny fragment je splnén v né&jakém modelu
teorie U. To znamend, Ze kazdy kone¢ny fragment teorie TUU mé model. Podle
véty o kompaktnosti pak 7"U U mé model, coz neni mozné.

2.4.21 Priklad. Je-li (G,+,—,0) grupa, ozna¢me pro x € G a pfirozené n
prvek  + x 4 -+ - + x (n séitanct) jako n X x. Rekneme, 7e grupa G je torzni,
pokud pro kazdé x € G existuje pfirozené n tak, ze n x x = 0. Nejmensi takové
n je potom 7dd prvku z € G. Jinymi slovy, G je torzni, pokud kazdy jeji prvek
je koneéného fadu. Napiiklad kazda grupa Z, je torzni, zatimco R neni torzni.
UkéZzeme, Ze mnozina vSech formuli jazyka teorie grup, které plati ve vSech
torznich grupach, je zaroven splnéna v néjaké grupé, které neni torzni. Tim bude
ukazéano, Ze torzni grupy nelze popsat Zadnou mnozinou formuli jazyka grup.
Bud G torzni grupa, kterda ma prvky neomezené velkych koneénych fadi.!?
Bud T mnoZina v8ech sentenci jazyka teorie grup, které plati v G, rozsifené o
vSechny sentence n x ¢ # 0 v jazyce obohaceném o konstantu c. Potom kazda
kone¢na Ty € T mé model: je splnéna v grupé G, pokud konstantu c realizujeme
prvkem Fadu vétstho nez kazdé n z konetné mnoha n x ¢ # 0 obsazenych v Tj.
Podle véty o kompaktnosti tedy 7" mé né&jaky model H. To je grupa, ve které
plati stejné sentence jazyka teorie grup jako v G, ale H neni torzni, protoze
prvek, ktery v grupé H realizuje konstantu ¢, nemuze byt kone¢ného radu.

15 Takovou grupou je naptiklad direktni suma viech grup Zp, tj. mno#ina viech = € [[Zp
spliiujicich z,, = 0 v8ude aZ na kone¢né mnoho n, s operacemi po slozkach.
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2.4.22 Piiklad. Aritmetické termy tvaru S(...(S(0))...) se nazyvaji nume-
raly; byva zvykem oznacovat je kratce jako 7, je-li symbol S pouZit n-krat. Tedy
naptiklad 4 je zkratka za S(S(S(S(0)))).

Pridejme k jazyku aritmetiky novou konstantu ¢ a rozsifme Peanovu arit-
metiku do teorie T pFidanim v8ech formuli ¢ # 7. Potom kazd4 kone¢na Ty C T'
ma model: je splnéna ve standardnim modelu N, pokud konstantu ¢ realizujeme
¢islem vétsim nez kazdy z koneéné mnoha numeralt zminénych v Tp.

Podle véty o kompaktnosti ma tedy teorie T' n&jaky model 9. Individuum
™ € M, které v modelu O realizuje konstantu c, nemiize zarovei realizovat
zadny numeral m. Tedy 9t nemuze byt isomorfni se standardnim modelem N, ve
kterém naopak kazdé individuum (tj. pfirozené ¢islo) je realizaci odpovidajiciho
numeralu. Rikame, ze 9 je nestandardni model aritmetiky.

2.4.23 Priklad. Usporadané téleso F' je Archimedovské, pokud pro kazdé a € F
existuje k € N takové, ze kx 1 > a. Napiiklad (R, +, *,0, 1, <) je Archimedovsky
usporadané téleso. Podobné jako v predchozim prikladé lze ukézat, Ze existuje
usporadané téleso, které neni Archimedovské.

2.4.24 Priklad. Rekneme, Ze rozklad V = AU B grafu G = (V, E) je nemily,
pokud kazdy vrchol z € V ma v druhé ¢asti rozkladu alespon tolik sousedi,
jako ve své vlastni. Snadno se ukéze, Ze pro kone¢ny graf takovy rozklad existuje
(uvazte maximalni fez). Ukazeme, Ze takovy rozklad existuje i v p¥ipads, kdy
graf G je lokdlné konecny, tj. pokud kazdy vrchol je konecného stupné.

Bud £ jazyk obsahujici konstantu ¢, za kazdy vrchol 2 € V a dva unéarni
predikaty R4, Rp. V tomto jazyce formulujeme nasledujici teorii 7. Prvnim
axiomem je formule (Vz)(Ra(x) <> -Rp(x)). Pro kazdy vrchol 2 € V' ozna¢me
jako N, C V mnozinu jeho sousedii; bud potom O, systém v8ech S C N,, které
obsahuji ze vSech jeho sousedi alespoii polovinu. Za kazdy vrchol x € V' jsou
potom axiomy teorie 7" také formule Ra(z) = Vgeo, Ayes BB(cy) a formule
Rp(z) = Vseco, N\yes RBalcy). Graf G je lokalné konecny, takze takové formule
lze viibec napsat: pouzité konjunkce a disjunkce jsou konecéné.

Kazdy kone¢ny fragment T’ teorie T' ma model: je-li 77 C T kone¢né, bud
H C G koneény podgraf uréeny kone¢né mnoha vrcholy z € V, pro které se
konstanta ¢, vyskytuje v T’; potom H ma nemily rozklad, symboly jazyka L
realizujeme v H o¢ividnym zptsobem, a ziskdme tak model fragmentu 7".

Podle vty o kompaktnosti tedy existuje i model 9 = T. Polozme pak
A={xeV;ME Ra(cy)} a B={x €V;MM E Rp(c;)}. Snadno se nahlédne,
7e AU B =V je hledany rozklad.

2.5 Rozsifovani teorii

P1i praci v néjaké matematické teorii je bé&zné rozsifovat jeji zékladni jazyk o
nové symboly popisujici nové objekty, vlastnosti a vztahy, které postupné obje-
vujeme. Napfiklad pfi studiu pfirozenych ¢isel brzy odhalime vztah délitelnosti,
existenci nejmensich spoleénych nasobku, atd. Je potom pfirozené rozsitit pu-
vodni jazyk o binarni predikit z|y a binarni funkéni symbol lem(z,y), i kdyz
bychom se obesli i bez nich. Podobné pfi studiu teorie mnozin brzy narazime
na existenci prazdné mnoziny, a je prirozené ji pojmenovat néjakou konstantou,

16Nabizi se otazka, jaké je postaveni standardniho modelu N mezi ostatnimi modely Peanovy
aritmetiky. D4 se ukazat, ze ,,zaCatek® kazdého modelu aritmetiky je isomorfni s N.
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typicky 0, zavést bindrni funkéni symbol N pro prinik, atd. V tomto oddile
popiSeme formalni naleZitosti takového rozsirovani.

2.5.1 Véta (o novém predikatu). Bud T teorie v jazyce L, a bud & formule
jazyka L, jejiz volné promeénné jsou prdveé x1,...,x,. Bud L' roz§irent jazyka L
o novy n-drni relacni symbol R, a bud T’ teorie v jazyce L', kterd roz§iruje teorii
T o axiom R(x1,...,2y) < 6(x1,...,2Ty). Potom T' konzervativné rozsiruje T

Dikaz. Ukazeme nejprve, ze ke kazdé formuli ¢ jazyka £’ existuje formule p*
jazyka L takova, ze T' F ¢ <> ¢*. Pokud ¢ neobsahuje symbol R, staci za
©* vzit formuli ¢. V opa¢ném piipadé bud ¢’ ndjaka varianta formule ¢, ktera
nemé zadnou promeénnou spoleénou s . Kazdy vyskyt atomické podformule
tvaru R(y1,...,yn) ve formuli ¢ potom nahrad instanci ¢'(y1,...,y,) formule
¢§'. Tak vznikne formule ¢* jazyka L. Podle véty o ekvivalenci je T' F ¢ <> ©*.

Zbyva ukazat, ze T’ je konzervativni rozsifeni T'. K tomu podle pfedchoziho
stadi ukéazat, ze pri T F ¢ je T F ©*, nebot pro formuli ¢ jazyka L je ¢* sama
formule . Bud tedy ¢1,...,p, néaky dikaz formule ¢ v teorii 7”. Indukef
ukazeme, Ze pro kazdé ¢ < mn je T F ¢, tim specielné pro ¢ = n budeme
hotovi. Je-li ¢; axiom logiky, je ¢} axiom stejného typu. Je-li ¢; formule z T,
je v jazyce L, takze ¢} je formule ;. Je-li ¢; instance nového axiomu, je ¢}
formule tvaru ¢’ <> §, kterd je dokazatelna podle vty o variantach. Je-li ¢;
odvozena z né&jakych piedchozich ¢;, o, pomoci modus ponens, je ¢; odvozena
z odpovidajicich ¢, ¢}, jak se snadno nahlédne. Je-li ¢; odvozena pravidlem
generalizace z néjaké predchozi ¢, tj. je-li ¢; tvaru (V)p;, mame jiz T F o7,
pfitom ¢} je formule (Vz)p}, tedy je odvozena pravidlem generalizace z ¢}. [

Napftiklad jazyk aritmetiky béZné rozsifujeme o novy binarni predikat | pro
deélitelnost a pfidavame definujici axiom z|y <> (3d)(y = x *x d), podobné unéarni
predikat p pro prvociselnost a axiom p(z) < (Vy)(Vz)(p = zxy — p = zVp = y).
Podle pravé dokazané véty jsou takova rozsifeni konzervativni: obohacuji vyra-
zové prostiedky teorie, ale nepridavaji dokazatelné formule ptavodniho jazyka.

2.5.2 Vé&ta (o nové funkci). Bud'y formule s volngmi proménngmi x1, . .., Tn,Y,
a bud T teorie, kterd dokazuje formuli (Vx1)...(Va,)(3y)p. Potom teorie T’
v jazyce s movym n-drnim funkénim symbolem f, kterd obsahuje movy azxiom
oyl f(x1,...,20)], je konzervativnim rozsirenim T

Skolemizace Obrat pouzity v piedchozi vété lze pouzit k eliminaci existené-
nich kvantifikdtori, za cenu rozsifeni jazyka o nové Skolemouvské funkce.

2.5.3 Definice. Pro formuli ¢ v prenexnim tvaru (Qzo)...(Qz,)¢ bud pg
formule, ktera vznikne z ¢ vynechanim vSech existen¢nich kvantifikitort Jz;
z prefixu (Qxo) ... (Qzy,) a nahrazenim (volnych) vyskyti proménné z; v ote-
vieném jadie ¢ termem f;(zo,...,z;—1), kde f je novy funkéni symbol Eetnosti 7,
pokud existen¢éni kvantifikaci Jx; pfedchézi prave i univerzalnich kvantifikdtora
Vxj,j < i. Formule pg je pak Skolemovskd varianta formule ¢.

Pro otevienou formuli ¢ prenexni formuli ¢ bez existen¢nich kvantifikatora
je pg formule ¢ sama. P¥ipadnych existen¢nich kvantifikitora je v prefixu ko-
ne¢né mnoho, takze ke Skolemovskému tvaru lze dojit v koneéné mnoha krocich.

2.5.4 Lemma. Formule ¢ je splnitelnd prdvée kdyz ps je splnitelnd.
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Diikaz. Pomoci 2.3.3 se snadno ukaze F p5 — . V opaéném sméru bud M = ¢,
méame najit model pg. Pro jednoduchost pfedpokladejme, zZe ¢ obsahuje jen
jeden existencéni kvantifikitor (v opafném piipads pokrac¢ujeme indukei). Je
tedy M = (Vaq) ... (Vz,) (Fy)v, kde ¢ uz dalsi existenéni kvantifikace neobsa-
huje. Odpovidajici Skolemovskou funkci f potom realizujeme pfirozenym zpu-
sobem: v modelu 9 existuje ke kazdym ai,...,a, € M né&jaké b € M tak, ze
M = Ylay,. .., an,b); staci tedy vzit za f™ néjakou vybérovou funkci. Vznikla
struktura je pak modelem ¢g. O]

Naptiklad: jelikoZ existuje nekone¢né mmnoho prvoéisel, plati v N formule
(Vz)(Jy)(z < yAp(y)). Strukturu N tedy miZzeme rozsitit o novou unarni funkci
f+ N = N, kterd kazdému ¢islu n € N pfifazuje néjaké prvocislo f(n) > n.
Vznikla struktura potom spliuje (Va)(z < f(z) A p(f(x))).

v o

2.5.5 Véta (Skolem). Kazdd teorie md konzervationi oteviené rozsirent.

Dikaz. Je-li Ty dana teorie, bud nejprve T teorie v tomtéz jazyce, ktera jako
axiomy obsahuje uzavéry prenexnich tvarta formuli z Ty. Potom T je ekvivalentni
s Tp. Bud dale T teorie, jejiz axiomy jsou Skolemovské varianty formuli z T;.
Podle piedchoziho je T konzervativnim rozsitenim 7T3. Bud kone¢né T3 teorie,
ktera jako axiomy obsahuje oteviena jadra formuli z T5. Podle véty o uzavéru
je T3 ekvivalentni s T5. Teorie T3 je tedy hledané rozsiteni. O

Naptiklad teorie pologrup jazyce s jedinym binarnim funkénim symbolem
mé jediny axiom (Vz)(Vy)(Vz)((z *y) * 2 = x % (y * 2)), nebo ekvivalentné jen
(zxy)*xz=ax*(y*z). Tedy teorie pologrup je oteviena teorie. V tomtéz jazyce
1ze formulovat teorii monoidi, pokud pfidame formuli (Jy)(Va)(y * z = ). Za
cenu nové konstanty (tfeba 1) miZzeme tuto formuli nahradit jeji Skolemovskou
variantou (Vz)(1 * x = x), resp. jejim otevienym jadrem 1 % x = x. V jazyce
{*, 1} pak mizeme zformulovat teorii grup pfidanim axiomu (Vz)(Jy)(zxy = 1),
a po pridani nové unarni skolemovské funkce ~! mame (Va)(z * =1 = 1), resp.
r*x 2t =1.V jazyce {*,71, 1} miizeme koneéné teorii grup zachytit obvyklou
otevienou axiomatikou (z*y)* z = x* (y*2), ¥z =z, zx2x 1 = 1.

2.6 Rezoluéni metoda

V kapitole o vyrokové logice jsme popsali rezolu¢ni metodu, ktera efektivné
rozhoduje o splnitelnosti koneénych vyrokovych teorii. Zde popiseme zobecnéni
rezolu¢ni metody pro jazyk predikatové logiky.

Rezoluéni kalkul je urcitou formou predikatové logiky, ale lisi se motivaci
i technickym piistupem: misto zkoumani pravdivosti a hledani dukazu ovéruje
nesplnitelnost teorif a hleda jejich zamitnuti. Je-li T' n&jaka teorie a ¢ uzaviené
formule, pak podle 2.3.14 je T + ¢ pravé kdyz teorie T, —p je sporné, coZ
podle véty o uplnosti znamena pravé tolik, Ze je nesplnitelna. Rezoluéni me-
toda hleda misto dikazu formule ¢ v teorii T argument o nesplnitelnosti teorie
T, —y. Jednotlivé kroky takového zamitnuti pfitom ¢asto postradaji pfimocarost
a pruhlednost klasickych diikazi, jsou vSak pristupné strojovému zpracovani.

Nejprve prijmeme dulezita technicka zjednodusSeni. Kazdé teorie ma podle
Skolemovy véty oteviené konzervativni rozsifeni. Misto splnitelnosti dané teorie
budeme tedy zkoumat splnitelnost tohoto rozsiteni, v némz kazdéa formule je
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otevienym jadrem univerzalni sentence v jazyce rozsifeném o nové Skolemovské
konstanty a funkce. Navic miaZeme predpokladat, Ze toto jadro je v disjunktivni
normalni formé, tedy Ze je disjunkci atomickych formuli nebo jejich negaci, které
souhrné nazyvame literdly. Na kazdou predlozenou teorii miizeme tedy hledét
jako na mnozinu klauzuli; na jejich poradi ani na poradi literalt v nich nezélezi.

2.6.1 Definice. Je-li S mnozina klauzuli, pak jeji Herbrandovské univerzum
sestava ze v8ech konstantnich termu jejiho jazyka L, tj. vSech termi bez pro-
ménnych. Pokud jazyk L neobsahuje Zadnou konstantu, je Herbrandovskym
univerzem mnoZina konstantnich termt jazyka £LU{a}, kde a je nova konstanta.

Napiiklad Herbrandovskym univerzem teorie uspofadani je trivialnf mnozina
{a}, nebot jazyk teorie usporadani nema zadné konstanty ani funkéni symboly.
Naopak Herbrandovské univerzum aritmetiky tvoii konstantni termy 0,1,0 +
0,0+1,14+0,1+1,0%0,0%1,1%0,1%x1,04+ (04 0),0+ (0+1),0+ (1 +0),
0+(141),04(0%0), atd. Z¥ejmé pro teorii s alespoir jednim funkénim symbolem
je Herbrandovské univerzum nekonecné.

2.6.2 Definice. Je-li S mnozina klauzuli a H jeji Hebrandovské univerzum,
pak pro kazdou P C H bud P(S) saturace S pomoci P, totiz mnoZzina vSech
klauzuli bez proménnych, které vzniknou jako instance klauzuli z S dosazenim
konstantnich termi z P za vSechny proménné.

Rezoluce bez proménnych Klauzule z H(S) neobsahuji zddné proménné,
miZeme tedy na jejich literaly hledét jako na prvotni (vyrokové) formule a
otazku splnitelnosti teorie H(S) pfenechat vyrokové rezoluci. Vychazime z na-
sledujici podoby Herbrandovy véty, kterou uvadime zatim bez dikazu.

2.6.3 Véta. Bud S koneénd mnoZina klauzuli s Herbrandovskym univerzem H .
Je-li S nesplnitelnd, pak uz pro néjakou koneénou P C H je P(S) nesplnitelnd.

Spolu s vétou o vyrokové rezoluci potom mame

2.6.4 Dusledek. Bud S konecnd mnoZina klauzuli s Herbrandovskym univer-
zem H. Je-li S nesplnitelnd, pak uzZ pro néjokou koneénou P C H a néjaké
prirozené ¢islo n mnozina R™(P(S)) obsahuje kontradikci.

2.6.5 Priklad. Piedvedeme diikaz elementarniho tvrzeni z teorie usporadéni:
ostré usporadani je antisymetrické. Standardni dikaz méa dva fadky: kdyby v né-
jakém usporadani (X, <) existovaly prvky a,b € X, pro které je zaroveir a < b i
b < a, pak z transitivity je také a < a, coz je ve sporu s antireflexivitou. Zajiméa
nas nyni, jaky argument dava vyse popsand metoda.

Formalné vzato chceme dokazat formuli (Vz)(Vy)—(z < y Ay < z) v teorii
(Vo) (z < z), Vz)(Vy)(V2)(z < y Ay < z = = < z); ptame se tedy, zda
(V)= (z < z), V) (Vy)(V2)(z <y Ay < z = x < 2),(F)Fy)(zr <y Ay < z)
je splnitelna teorie. Jeji otevienou Skolemovskou variantou je kone¢né mnozina
klauzuli S = {-(z < z),~(z <y) V-(y < 2) V(z < z),a < b,b < a} v jazyce
se dvéma novymi Skolemovskymi konstantami. Tato teorie nema zadné funkéni
symboly, jeji Herbrandovské univerzum H tvoii jen konstanty a,b. Saturace

66



H(S) je potom nasledujici kone¢na mnozina klauzuli bez proménnych:

(a < b),(b<a),
=(a < a),~(b < b),
—(a<a)Va(a<a)V(a<a),~(a<a)V-la<b)V(a<b),
“(a<b)Va(b<a)V(a<a),=(a<b)V-(b<b)V(a<b),
—(b<a)V-(a<a)V(b<a),m(b<a)V-(a<b)V(b<b),
Sb<b)Valb<a)V(b<a), (b<b)Vab<b)V(b<b)

Po odstranéni duplicit a tautologii, které splnitelnost neovlivni, zbyde

(a <b),(b<a),~(a<a),~(b<d),
—(a<b)Valb<a)V(a<a),~(b<a)V-(a<b)V(b<b)

Systematickou probirkou vSech moznych rezolvent, feknéme vSechny dvojice
klauzuli v potadi zleva,'” pak ziskime nésledujici piirastky do R'(H(S)):

“(b<a)V(a<a),~(b<a)V(b<b),
—(a<b)V(a<a), -(a<b)V(b<d),
“(a<b)Va(b<a)

Do R%(H(S)) pak ptibudou (a < a), (b < b),~(b < a),—~(a < b), a R}(H(S))
obsahuje kontradikci. Uvazovand mnozina klauzuli tedy neni splnitelna.

Posloupnost klauzuli pouzitych cestou ke kontradikei je pfikladem zamitnut?
formule (3z)(3y)(z < y Ay < x) v teorii ostrého usporadani (presnou definici
podame pozdéji). Tento ,strojovy” diikaz postrada pfimocarost ,lidského* di-
kazu, na druhou stranu se déje zcela mechanicky, nevyzaduje zadny vhled do
struktury uspofadanych mnozin, a poskytuje stejny protiptiklad.

Uvedeny ptiklad je v né€kolika ohledech specialni. Herbrandovské univerzum
je dvouprvkové, obecné mize byt i v kone¢nych pripadech netinosné velké. Pokud
jazyk obsahuje néjaky funkéni symbol, je Herbrandovské univerzum nekone¢né,
a pfedem nevime, kterda kone¢na ¢ast P C H, pokud vibec néjaka, postacuje
k zamitnuti. Pro formuli ¢, kterd z dané teorie T' neplyne, tak bude rezolué¢ni
metoda navzdy marné hledat protipiiklad na 7', —¢.

Je-li Herbrandovské univerzum H spocetné, existuje posloupnost kone¢nych
mnozin P, C H tak, 7ze P, C Pr11 a H = |JP,. MuZeme naptiklad za P,
vzit konstanty, a indukci priddvat do Pri1 konstantni termy vzniklé aplikaci
funkénich syboli na termy z Pj,. Nabizi se potom ovérit postupné splnitelnost
kone¢nych mnozin Py (S). Je-li totiz P C H konecné, je P C Py pro né&jaké k,
takze je-li S nesplnitelna, musi uz néjaka Py (S) byt nesplnitelna. Rist mnozin
Py, a odpovidajicich saturaci Py (.S) je vSak kromé trividlnich pfipadd netinosny.
Ukazuje se, ze efektivngjsi nez saturovat klauzule z S pomoci hladin Hebrandova
univerza a nasledné provadét vyrokovou rezoluci je zobecnit samotnou rezoluci
pro jazyk predikitové logiky, kdy klauzule mohou obsahovat proménné.

Unifikace Atomické formule ((zx7)+1) < (y*2)a—-((p+q) <r=x(s+1))
jazyka aritmetiky nejsou navzajem opacnymi literdly. Vhodnymi substitucemi
1ze ale vyrobit jejich instance, které opacnymi literaly jsou. Pokud za proménnou
p dosadime term x*y, za proménnou ¢ konstantu 1, za proménnou r proménnou

177pisob, jak presné rezolventy hledat, je samostatna otézka, kterou prozkoumame pozd&ji.
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Yy, a za proménnou z term s+ 1, vznikne formule ((x*y)+1) < (y*(s+1)), ktera
je instanci prvni i druhé formule, resp. jeji negace. Rikame, Ze takova substituce
obé formule unifikuje. Pokud dokéazeme literaly v klauzulich unifikovat, mazeme
rezoluéni metodu rozsifit na predikatovou logiku.

Jiz d¥ive jsme zavedli notaci ¢z, . . [t1,...,tn] @ @y, a2, [t1, ..., ts] Pro in-
stance termil a formuli. Termy a formule budeme pro tcely tohoto oddilu nazy-
vat souhrné vijrazy. Potfebujeme se nyni detailné zabyvat provadénymi substitu-
cemi jako takovymi. Substituce je tedy kone¢na mnozina paru z;/t;, kde x; jsou
navzajem ruzné proménné a t; jsou libovolné termy, pifi¢emz ¢; neni proménné
x;. Je-li potom e ngjaky vyraz (term nebo formule) a je-li o = {x1/t1, ..., 2, /tn}
néjaka substituce, budeme jako eo znacit vyraz, ktery vznikne soucasnym na-
hrazenim vSech volnych vyskytt vSech proménnych x; odpovidajicimi termy t;.
Napiiklad pro substituci o = {p/(z *vy),q/1,7/y,z/(s+1)}, je-li t je term p+q
a ¢ je formule ((z x7) + 1) < (y * 2), je to term (z xy) + 1 a po je instance
((xxy)+1) < (y*(s+1)). Je-li £ mnozina vyrazi, polozme Eo = {ed;e € E}.

VyuZijeme dvé specialni substituce: je-li e n&jaky vyraz, bud . (resp. ve)
substituce, ktera nahrazuje vSechny (volné) proménné ve vyrazu e v abeced-
nfm pofadi'® proménnymi z1,2s,... (resp. y1,¥z,...). Tyto substituce maji
Cisté technicky vyznam, totiz odstranit pfipadné kolize ve jménech promén-
nych. Napiiklad je-li ¢ formule ((z %) +1) < (r = (s + 1)), je Yuy formule
((xg*x1) +1) < (x1 % (x2+ 1)) a Y, formule ((y3*xy1) +1) < (y1 * (y2 +1)).
Nékdy budeme psat stru¢néji e misto ey, i kdyz pro vyrazy e s riznymi pro-
ménnymi jsou p. rizné substituce.

Jsou-li o = {uy/s1,...,um/sm} a 7 = {v1/t1,...,0,/t,} dvE substituce,
definujeme jejich sloZeni o7 jako substituci o’ U 7/, kde ¢’ tvori vSechny pary
u;/s;T, pro které s, 7 je term rizny od proménné u;, a 7’ tvofi viechny pary v, /t;
z 7, kde proménnd v; neni Zadné z proménnych u,, . .., u,. Napiiklad substituce
uveden4 vyse je slozenim substituci {p/(z *7),q/1} a {r/y,z/(s+1)}.

Snadno se ovéri, ze skladani substituci je asociativni, prazdna substituce € je
vici skladani neutralni, a pro kazdy vyraz e a substituce o, 7 je (eo)T = e(oT).

Je-li £ mnozina vyrazu, pak jeji kolizni mnoZinu tvori vSechny podvyrazy
(podtermy, podformule) vyrazii z £, které zacinaji na pozici,'® na které v néja-
kém jiném vyrazu z £ stoji néjaky jiny podvyraz.

Rekneme, Ze substituce o unifikuje mnozinu vyrazi &, pokud je £o jedno-
prvkova. Pokud k mnoziné £ existuje takova unifikujici substituce, fekneme, Ze
& je unifikovatelnd. Zi¥ejmé unifikovat £ znamena unifikovat jeji kolizni mnozinu.

2.6.6 Definice (Unifika¢ni algoritmus). Vstupem nésledujici procedury je ja-

18Symboly jazyka jsou pfedem né&jak dobie uspofadany, napiiklad nasledovné. Proménné
predchazeji konstantam, néasleduji unarni funkéni symboly, po nich binarni, atd; nasle-
duji unarni predikdtové symboly, po nich binarni, atd; néasleduji logické spojky; kvanti-
fikdtory se néas pfi praci s otevienymi Skolemovskymi formulemi netykaji. V ramci jed-
notlivych t¥id symbold (proménné, konstanty, ...) volime budto abecedni nebo né&jaké
jiné (arbitrarni) uspofadani. Napfiklad symboly jazyka aritmetiky jsou usporadany v po-
fadiai,a2,...,b1,b2,...,y1,¥Y2,...,21,22,...,0,1,S % 4+, <, =, =, V, A. Kazdé takové linearni
usporadéani symboli se pfirozenym zpusobem rozsifuje na linearni usporadéani termu a formuli.

9P§i pouziti infixni notace je namist& urdita syntakticka opatrnost: ve formulich ((p*q) < r)
a p*q < s+ 1 nezacinaji termy r a s + 1 na téze pozici, totiz r zac¢ind na osmém zatimco
s + 1 na patém symbolu. MiZeme trvat na disledném zavorkovéani infixnich termu a formuli,
nebo pouzivat prefixni notaci, kde zavorky nejsou potfeba a termy a formule zafinaji svym
funkénim resp. predikidtovym symbolem (ve formulich <xpgr a <xpg+sl pak stoji r a +sl
na stejném mistd), nebo pracovat se syntaktickymi stromy, kde termy a podformule tvori
podstromy. Vé&fime, Ze ¢tenafe tyto technikalie nezastavi, a pouzivame obvykly infix.
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kakoli kone¢nad mmnozina vyrazi £. Vystupem je budto unifikujici substituce,
pokud existuje, nebo informace o tom, Ze £ neni unifikovatelné.

(1) Poloz k = 0,009 = € a jdi na (2).
(2) Je-li Eoy jednoprvkova, vrat oy a skondi.

(3) Bud vy lexikograficky prvni a e; prvni jemu odpovidajici kolizni vyraz
mnoziny Eoy. Je-li v, proménna, ktera se nevyskytuje v e, bud op11 =
or{vk/ex}, zvedni k o jedna, a pokracuj na (2). Jinak skon¢i netspéchem.

2.6.7 Priklad. Unifikujeme nésledujici aritmetické formule:
((Zxr)+1) <(yx2)
(p+q) <(rx(s+1))

Term (x*7r) je kolizni, na téZe pozici stoji ve druhé formuli proménna p; podobné
termy ¢ a 1 jsou kolizni, stejné jako z a (s+1). Zac¢iname tedy s koliznimi vyrazy

D¢ 7Y, 2, 1, (%), (s + 1).

Vyraz p je proménné, a nevyskytuje se v odpovidajicim koliznim termu x * r.
Bud tedy o1 = {p/(z *r)}. MnoZina o1 potom sestavé z formuli

((xxr)+1) < (yx*2z)
(zxr)+q) <(rx(s+1))

a ma kolizni termy ¢, r,y, z,1, s + 1. Lexikograficky prvni z nich je proménna ¢,
a nevyskytuje se v odpovidajicim koliznim termu 1, bud tedy oo = 01{q/1} =
{p/(x*x7)}{q/1} = {p/(x xr),q/1}. Pak Eoy obsahuje formule

((wr) +1) < (y*2)
((x*xr)+1) < (r*(s+1))

a ma kolize 7,y, z,s + 1. Lexikograficky prvni je proménna r, nevyskytuje se
v odpovidajicim termu y, bud tedy o3 = oo{r/y} = {p/(xz *7),q/1}{r/y} =
{p/(z *y),q/1,r/y}. Mnozina Ec3 pak obsahuje formule

(xxy)+1) < (yx*2)
(zxy)+1) < (yx*(s+1)),

m4 jediny kolizni par z a (s + 1), pfitom proménnd z se nevyskytuje v (s + 1).
Bud tedy konetnd o4 = o3{z/(s + 1)} = {p/(x *xy),q/1,7/yHz/(s + 1)} =
{p/(x*y),q/1,7/y,z/(s+ 1)}. MnoZina o4 pak obsahuje jedinou formuli

(@xy)+1) <(y*(s+1))
a substituce o = 04 je hledana unifikace.

2.6.8 Priklad. Aritmetické formule

r<y+z
y<z+(zx+zx)
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nejsou unifikovatelné. Postupujeme-li podle unifika¢niho algoritmu, pouZijeme
nejprve substituci {z/y} a dostaneme

y<y+z
y<z+(y+y),

pak substituci rozsifime na {x/y}{y/z} = {x/z,y/z}, mame

z<z+z
z2<z+(z+2)

a konéime s chybou: proménna z se vyskytuje v koliznim vyrazu (z + z). Ve sku-
teCnosti jsme ukézali jen to, Zze k unifikaci nevede konkrétni pouzity algoritmus.
Podle véty o unifikaci nize to ale znamena, Ze neexistuje zadna unifikace.

Kazdé koneéna mnozina klauzuli obsahuje jen koneéné mnoho proménnych,
takZe unifika¢ni algoritmus na takovém vstupu musi jednou skon¢it, nebot s kaz-
dym dalsim krokem ma o jednu proménnou méné. UkdZeme, Ze na unifikovatel-
ném vstupu koné¢{ tspéchem, a nalezené unifikace je navic nejobecnéjsi mozné.

2.6.9 Vé&ta (o unifikaci). Bud & konecnd unifikovatelnd mnoZina vyrazi. Pak
(i) Unifikaéni algoritmus vraci substituci o, kterd unifikuje £.
(ii) Pro libovolnou jinou unifikaci T existuje substituce A tak, Ze T = o A.

Diikaz. UkaZeme, Ze pro unifikovatelnou mnozinu £ konéi algoritmus tspéchem,
a Ze pro kazdy krok k > 0 existuje substituce Ay takova, ze 7 = o \g.

Pro k = 0 je 0¢p = ¢, takZe staci polozit \g = 7. Pokud po k krocich znédme
substituce o a A\, takové, Ze T = op )\, nastavaji dva pripady. Budto je oy
jednoprvkova, a konéime se o = oy, nebo pokracujeme instrukei (3).

Pfitom A unifikuje mnozinu Eoy, jelikoz (Eox) A\ = E(opAr) = E7. Jinymi
slovy, A\r unifikuje kolize mnoziny Eoy, takze specielné v\ = exAr pro v, eg
definované v instrukei (3). Vyrazy z kolizni mnoZiny nemohou vechny za¢inat?®
stejnym symbolem (jinak by nebyly kolizni), a néktery z nich musi byt proménna
(jinak by & nebyla unifikovatelné). Tedy v je proménnd, nebot proménné pied-
chézeji ve zvoleném usporadani viechny ostatni symboly. Pokud se proménné vy,
vyskytuje v odpovidajicim koliznim vyrazu ey, vyskytuje se také vp A\, ve vyrazu
exAk, coZ pro dva ruzné vyrazy spliujici vgk A = epAr neni mozné. Proménné
vg se tedy nevyskytuje ve vyrazu ey, a pokrac¢ujeme instrukei (2) se substituct
op+1 = or{vr/ex}. Stadi pak polozit Agyr1 = Mg \ {vk /v Ak} a mame

A = {vk /v AL} U Ag1 z definice A\p11
= {vr/exAr} U App1 diky veAp = erAk
= {vp/erMit1} U Agt1 nebot v se nevyskytuje v ey
= {v/er k41 z definice slozeni
Je tedy 7 = oAk = or{vr/er}A\k+1 = k1 k+1. Tim je véta dokazéna. O

20Upozoriiujeme znovu, Ze vyrazy jako a < b a & < y oba formalné ,za¢inaji“ symbolem <,
a podobné pro ostatni predikaty a funkéni symboly, které formalné piseme R(...) a f(...).
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Rezoluce pro predikatovou logiku Po zavedeni unifikaci muZeme rozsi-
Fit pojem rezolventy a rezoluce i na formule jazyka predikatové logiky. Takovy
piistup je obecnéjsi nez vyrokova rezoluce saturovaného Herbrandova univerza.

2.6.10 Definice. Budte C, D klauzule a L. C C, M C D jejich nepréazdné ¢asti.
Bud dale N mnozina atomickych podformuli z LU Mwv. Je-li N unifikovatelna,
s unifikaci o, a jsou-li Luo, Mvo jednoprvkové mnoziny obsahujici navzéajem
opacné literaly, je mnozina (C'\ L)uo U (D \ M)vo rezolventa klauzuli C a D.

Kazdé dvé klauzule maji zfejmé jen koneéné mnoho rezolvent, a rezolventy
C, D jsou praveé rezolventy D, C, az na jména proménnych. Jsou-li navic C, D bez
proménnych, jsou jejich rezolventy pravé vyrokové rezolventy zavedené difve.

Priklad 2.6.8 ukazuje, pro¢ pred unifikaci nejprve standardizujeme jména
proménnych. V kontextu rezolu¢ni metody jsou klauzule oteviena jadra uni-
verzalnich sentenci, na jménech proménnych tedy nesejde, potfebujeme se jen
zbavit pfipadnych umélych kolizi v téchto jménech. Po standardizaci jmen se
zformuli x < y+zay<z+ (z+2) stanou 21 < X9 +x3 2 y2 < Y3+ (y1 +v1),
které se snadno unifikuji (dokonce druhé je instanci prvni).

Pro kazdou mnozinu klauzuli S ozna¢me jako R(S) sjednoceni S a mnoziny
vech rezolvent klauzuli z S, a pro kazdé n € N bud R"*1(S) = R(R™(9)). Pro
S kone¢nou je i kazda R™(S) konena, ale rostouci retézec

S=R'S)CRYS)C...CR"(S)CR"™(S)C...

se narozdil od vyrokové logiky nemusi stabilizovat ani pro kone¢nou S. Jedno-
duchym prikladem je S = {Q(a), 7Q(z) V Q(f(x))} v jazyce s konstantou a a
unérni funkei f. Snadno se nahlédne, ze mezi jeji rezolventy patii

Q(f(a)), Q(f(f(a))), QU (f(f(a)))); - -

takZe rezolu¢ni uzavér je nekoneény.

Ukézeme piedné, ze rezoluce v jazyce predikatové logiky a nésledna satu-
race prvky Herbrandova univerza je obecnéjsi nez opacny postup, totiz saturace
klauzuli konstantnimi termy a néasledna vyrokova rezoluce.

2.6.11 Vé&ta. Bud S libovolnd mnoZina klauzuli a bud P libovolnd podmnoZina
jejiho Herbrandova univerza. Potom R(P(S)) C P(R(S)).

Diikaz. Bud A € R(P(S)). Pokud je dokonce A € P(S), je také A € P(R(S)),
nebot S C R(S). V opatném piipadé je A vyrokovou rezolventou néjakych
klauzuli Ca, DS bez proménnych pro C, D € S, a = {v1/t1,..., v /tr}, kde v;
jsou pravé vechny proménné z C' v abecednim potadi, 8 = {w; /uq,...,w;/u},
kde w; jsou pravé v8echny proménné z D v abecednim poradi, a ti,...,t; a
Ui, ..., u; jsou konstantni termy z P. To jest, A je tvaru (C'\ L)aU (D \ M)g,
kde L € C;M C D jsou neprazdné, a La, M jsou jednoprvkové mnoziny
obsahujici navzajem opacny literdl. V tom pfipadé polozme

T={z1/ts,..., 2/t Y1 ur, .. Y1 wi}

Pak bude A = (C\L)utU(D\M)v7, La = Lut a M3 = MyT. To znamena, 7e 7
unifikuje mnozinu N atomickych podformuli z Ly U Mv. Existuje tedy unifikace
o a substituce A termi z P tak, ze 7 = oA. Je tedy Luoch = Mvo, takze
Luo a Mvo jsou jednoprvkové mnoziny obsahujici navzajem opacny literal.
To znamena, ze B = (C'\ L)puo U (D \ M)vo je rezolventou C, D € S, neboli
B € R(S). Piitom 7 = 0, takze A = BX a mame A € P(R(S)). O
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Opacna inkluze nemusi platit ani v jednoduchych pripadech. Naptiklad pro
mnozinu klauzuli S = {Q(z, f(y)), ~Q(g(y),z)} a P = {a} C H je P(S) =
{Q(a, f(a)),~Q(g(a),a)} = R(P(S)), zatimco P(R(S)) obsahuje kontradikei.

2.6.12 Disledek. Bud'S libovolnd mnozina klauzuli a bud' P podmnoZina jejiho
Herbrandova univerza. Potom R™(P(S)) C P(R™(S)) pro kazdé n € N.

7 vyse uvedeného ihned dostavame nasledujici verzi Herbrandovy véty.

2.6.13 Dusledek. Bud' S koneénd mnoZina klauzuli s Herbrandovskym univer-
zem H. Je-li S nesplnitelnd, pak uzZ pro néjokou koneénou P C H a néjaké
prFirozené ¢islo n mnozina P(R™(S)) obsahuje kontradikci.

Znéni je stejné jako ve vété 2.6.4, jen poradi rezoluce a saturace je opacné.
Pokud si nyni uvédomime, Ze pouhym dosazenim konstantnich termu do klauzuli
novéa kontradikce nevznikne, vidime, ze P(R™(S)) obsahuje kontradikci préave
kdyz R™(S) obsahuje kontradikci. Odtud ziskdvame hlavni vétu.

2.6.14 Vé&ta (o rezoluci). Bud S konecnd mnozina klauzuli. Potom S je nespl-
nitelnd, prdavé kdyZ pro néjaké n € N mnoZina R"™(S) obsahuje kontradikci.

2.6.15 Piiklad. Mnozina klauzuli {Q(z, f(y)), 7Q(g(y),z)} zminéna vyse je
nesplnitelna. Obé klauzule jsou jednoprvkové, do rezoluce tedy vstupuji jen
1iteraly Q(xaf(y)) a _'Q(g(y)vx)a resp. Q(xlvf(xZ)) a _'Q(g(yQ)ayl)v po stan-
dardizaci jmen. Tyto literaly potiebujeme nejprve unifikovat (aZ na piipad-
nou negaci). Lexikograficky prvnim koliznim vyrazem je proménné xzi, ktera
se nevyskytuje v odpovidajicim koliznim vyrazu g(y2). Klademe tedy o1 =
{z1/9(y2)} a zbyva unifikovat Q(g(y2), f(z2)) s =Q(g(y2),y1). Jedinou kolizi
je nyni proménna y; a vyraz f(za), ve kterém se y; nevyskytuje. Bud tedy
oo = o1{y1/f(x2)} = {z1/9(y2), y1/f(x2)}. Substituce o pak unifikuje literaly
Q1, £(2)) a ~Q(g(y2), y1) na vajemns opacns literaly Q(g(y2), f(r2)) resp.
=Q(9(y2), f(z2)). Jiné literdly v pouzitych klauzulich nejsou, jejich rezolventa
je tedy prazdna, a uvazovana mnoZzina klauzuli je nesplnitelna.

Zaroven si miZzeme opét vSimnout, jak standardizace jmen umoZznuje uni-
fikaci. V pivodnich literalech Q(z, f(y)) a -Q(g(y),x)) je tfeba substituovat
{z/9(y)}, po substituci viak s vyrazy Q(g(y), f(y)) a ~Q(g(y), 9(y))) neni jak
pokracovat: kolizni term f(y) Zadna substituce nepfepise na g(y). Standardizace
jmen vyuZziva jen toho, Ze proménné z,y ve formuli (Vz)(Vy)Q(z, f(y)) nemaji
nic spoletného s proménnymi z,y ve formuli (Vz)(Vy)-Q(g(y), ).

2.6.16 Priklad. Ukazeme, jak rezolu¢ni metoda dojde k nasledujicimu tvrzeni
z teorie pologrup: pologrupa s délenim ma zprava neutralni prvek.
Piipomeiime, Ze pologrupa je mnoZina opatienéd asociativni operaci. Polo-
grupa (X, *) mé déleni zleva, pokud pro kazdé z,y € X existuje a € X takové,
ze a *x x = y; podobné ma délen? zprava, pokud pro kazdé z,y € X existuje
b € X tak, ze xxb = y. Pokud spliiuje ob& podminky, jde o pologrupu s délenim.
Ditikaz neni tézky. Zvolme x € X libovolné. Potom diky déleni zprava existuje
f € X takové, ze z x f = x. UkdZeme, Ze prvek f € X je zprava neutralni.
Pro y € X totiz diky déleni zleva existuje a € X tak, Zze a x ¢ = y, nacez
yxf=(a*xz)*f=ax(x*f)=axx =y a jsme hotovi.?!

21 Analogicky se najde zleva neutralni prvek e € X. Z definice je potom e = e * f = f, takZe
(X, *,¢e) je monoid. Pro libovolné € X navic mame a € X takové, Ze a * x = e, a zaroveh
b € X takové, Ze x x b = e, neboli levy a pravy inverz. Potom opét a = a*xe = a* (v *xb) =
(a*x)*b=exb=0>. Pologrupa s délenim je tedy ve skutec¢nosti grupa.
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Zajim4a nas nyni, jak k témuz zavéru dojde rezoluéni metoda, totiz jak
odhali kontradikei obsazenou v teorii (Va)(Vy)(Vz)((z x y) x 2 = x * (y * 2)),
(va)(¥y) (3a) (a + & = y), (¥2)(¥y)(30) (@ b = ), ~(32)(¥y)(y * & = y).

Zjednodusime pfedné jazyk, ve kterém formulujeme predpoklady i zévér. Ve
vySe uvedeném argumentu nékolikrat mléky pouzivame axiomy rovnosti, které
jsou tak samoziejmé, Ze je ani nepfipominame. Ve formalnim dikaze ¢i v chodu
rezoluéni metody bychom museli kazdou pouZzitou instanci explicitné rozepsat.
Pouzijeme misto toho jazyk s jedinym ternédrnim predikidtem @; atomické for-
mule Q(z,y,z) mé znacit, Ze souc¢inem z,y je z. Formulace v takovém jazyce
ptisobi na prvni pohled kostrbaté, ale diky tomu, Ze se jedné o jazyk bez rovnosti,
je nésledujici argument ve skute¢nosti jednodussi.

Axiom asociativity pak v tomto jazyce nabyva podobu univerzalni sentence
(V) (Vy) (Vz) (Vu) (Vo) (Yw) (Q(x, y,u) = Q(y, z,v) = Qz,v,w) = Q(u,z,w)),
otevienym jadrem je klauzule =Q(z, y, u)V —=Q(y, z,v) V-Q(x,v,w)V Q(u, z, w)
v normalnim tvaru. Déleni zleva je po prekladu formule (V) (Vy)(a)Q(a, z,y),
jejimz otevienym jadrem je po Skolemizaci klauzule Q(g(z,y), z,y), a podobné
klauzule Q(z, h(z,y),y) vyjadiuje déleni zprava. Negaci (Jz)(Vy)(y x = = y) je
konecné formule (Vz)(Jy)(y*x # y) se Skolemovskym jadrem —Q(k(x), z, k(z)).

P1i znaceni z 2.6.10 volime pro prvni krok rezoluce za klauzuli C' axiom aso-
ciativity ve vyse uvedené podobé, za L C C mnozinu {-Q(z,y,u), ~Q(x,v,w)},
a za M = D jednoprvkovou {Q(g(z,y),x,y)}. Po standardizaci jmen?? je tedy

Lp = {-Q(z4,z5,21), ~Q(24, x2,23)}
Mv ={Q(g(y1,v2), y1,92)}
N = {Q(.’ﬂ4,£€571'1),Q($4,I2,$3),Q(g(ylay2),ylayQ)}

a hledame unifikaci pro N podle unifika¢niho algoritmu. Lexikograficky prvnim
koliznim vyrazem je proménné x; s kolizi x3, coz je vyraz, ve kterém se x; nevy-
skytuje. Klademe tedy o1 = {x1/x3} a zbyva unifikovat mnozinu vyrazi Noj =
{Q(24, 25, 73), Q(74, T2, 3), Q(9(¥1, ¥2), Y1, ¥2)}. Jejim prvnim koliznim vyra-
zem je proménné xs s kolizi x5, klademe tedy oo = o1{xa/x5} = {z1/23, 22/x5}
a mame Noy = {Q(z4,25,23), Q(g(y1,Y2),y1,y2)}. Zde je prvni kolizi x3/ya,
bud tedy o3 = oo{x3/y2} = {x1/y2,x2/x5,23/y2} a zbyva unifikovat Nog =
{Q(w4,25,92), Q(9(y1,y2), Y1, y2) }. Proménna x4 je v kolizi s vyrazem g(y1,y2),
bud tedy o4 = o3{z4/g(y1,y2)} = {=1/y2,22/75,03/y2,v4/9(y1,y2) }; zbyva
unifikovat Noy = {Q(g(y1,v2), zs5,y2), Q(9(y1,y2), y1,y2)}. Jedinou kolizi je
Jis/yl, takZze 0 = 05 = 04{%5/y1} = {wl/y%962/y1,963/y27934/9(ylvy2)7xs/y1}
unifikuje ptivodni mnozinu N na jednoprvkovou No = {Q(g(y1,y2), y1,y2)}-
Zikavame rezolventu (C'\ L)puo U (D \ M)vo = {=Q(y1, %6, Y1), Q(Y2, T6, Y2) }-

Zbylé rezoluéni kroky zapiSeme jiz strucénéji. Drzime se stéile znaceni z 2.6.10,
podtrzenim zna¢ime kolizni vyrazy a rezolventu. Standardizace p,v se tykaji
proménnych v celé klauzuli C resp. D (a spravné bychom je méli znalit uc, vp);

22Pt¥ejmenovani p, v se tyka celych klauzuli C, D, i rezolventu obdrzime jiz v novych jménech.
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viz podrobné napi. jména proménnych v klauzuli Mv nasledujiciho kroku.

L ={-Q(k(z),z, k(z))} ¢ ={-Qk(z),z,k(z))}

M = {Q(y2,ws,y2)} D = {ﬁQ(yl,xe,yl) Q(y2, z6,y2)}
Lp = {~Q(k(z1), z1, k(21))} Cp ={-Q(k(z1), 21, k(z1))}
My ={Q(y3,y1,y3)} Dv  ={-Q(y2,y1,92),Q(y3,y1,¥3)}

N ={Q(k(z1), 21, k(21)), Qys, y1,¥3)} o1 ={z1/y1}
Nov = {Q(k(y1),y1, k1)), Q(ys, y1,43)} o2 ={z1/y1,ys/k(y1)}
Noz ={Q(k(y1),y1,k(y1))} ~Q(y2,y1,y2)

Ke kontradikci nyni zbyva posledni krok.

L={Q(,h(z,y),y)} =C

M ={=Q(y2,y1,y2)} = D

Lp ={Q(z1, h(z1,22),22)}
My ={=Q(y2,y1,92)}

N = {Q(z1, h(w1,22),%2), Q(y2,y1,92)} o1 = {21/y2}
Nov = {Q(y2, h(y2, ¥2), 22), Q(y2, ¥1,y2)} 02 = {1/y2,72/y2}
Noz ={Q(y2, h(y2,92),y2), Q(y2,y1,v2)} 03 = {1/y2, 22/y2,y1/h(y2,92)}
Nos = {Q(yz2, h(y2,y2), y2)}

Jednoprvkové klauzule C, D posledniho kroku se unifikuji na opac¢né literaly.
Jejich rezolventa je prazdné, uvazovana teorie je nesplnitelna.

2.6.17 Cviceni. Ukaite, ze nasledujici dvé klauzule tvori nesplnitelnou teorii.

Qz, 9(x), y, h(z,y), 2, k(2, Y, 2))
—Q(u,v,e(v),w, f(v,w),x)

Vsimnéte si, ze unifikovand mnozina kolizi pouziva jedinou proménnou, takze
dosazenim libovolného prvku Herbrandova univerza dostaneme i zamitnuti po-
moci vyrokové rezoluce. Pouzité termy se v8ak vyskytuji teprve na paté hladiné
P5; C H Herbrandova univerza, kterd ma pro dany jazyk rfadové 104 prvkii.

Rezoluéni metoda jako logicky systém

2.6.18 Definice. Bud S libovolna mnozina klauzuli. Potom zamitnuti S je
kazd4a kone¢na posloupnost klauzuli ¢1, . . ., @, ve které kazda ¢; je bud'to klau-
zule z S, nebo je rezolventou nékterych predchozich dvou, a ¢, je prazdna.

Jako disledek véty o rezoluci ihned ziskdvame, Ze mnozina klauzuli S je
nesplnitelna, praveé kdyz existuje jeji zamitnuti. V tomto smyslu je véta o rezoluci
vétou o uplnosti pro rezolucni kalkul jehoz jediné odvozovaci pravidlo je pravidlo
rezoluce: z libovolnych dvou klauzuli odvod libovolnou jejich rezolventu.
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Kapitola 3

Teorie mnozin

Dosud jsme pouzivali zakladni mnozinové pojmy jako sjednoceni, podmnozina,
zobrazeni, kartézsky soucin a dalsi, aniz bychom se pozastavovali nad jejich
psamoziejmym® vyznamem a existenci. Takovy piistup je pro jistou ¢ast mate-
matiky dostacujici. Setkdme se vSak i s otdzkami, na které lze odpovédét az po
vyjasnéni zékladnich vlastnosti mnozin.

Ve skutecnosti samotné predstava mnoziny jako souboru néjakych objektt
s néjakou vlastnosti je sporna. To je obsahem znadmého Russelova paradoxu:
ozna¢me jako r mnozinu vSech téch mnozin, které neobsahuji samy sebe jako
prvek, formalné r = {x;x ¢ x}, a ptejme se, zda je r € r. Pokud je r € r, pak
méa mnoZina r onu vlastnost, kterou prvky mnoziny r maji, totiz r ¢ r. Pokud
naopak r ¢ r, pak je z definice r € r. Oba piipady vedou ke sporu.

Podobné sémantické paradoxy vedly ke vzniku axiomatické teorie mnozin.
Jeji jazyk obsahuje jediny specialni symbol, totiz binarni predikat € pro nalezeni.
Jak jsme naznadili jiz v avodu, ukazuje se, zZe na tomto pojmu lze uvnitf univerza
mnozin vybudovat zédklady veskeré b&Zné matematiky. Matematické objekty lze
pak nahliZzet jako mnozZiny opatfené néjakou strukturou.

Napiiklad metricky prostor je uspofadana dvojice (X,d), kde X je néjaka
neprazdnd mnozina a d je zobrazeni z kartézského souc¢inu X x X do mno-
ziny realnych ¢isel, spliiujici trojihelnikovou nerovnost a dalsi podminky. Zbyva
Fict, co je neprazdné mnozina, usporadané dvojice, kartézsky soucin, zobrazenti,
uspofadani (pokud chceme mluvit o nerovnostech), a realné ¢islo.

Vétsina matematickych obori postupné piijala mnozinovy zaklad, a teorii
mnozin tak pfipadla v moderni matematice podobné tloha, jakou v fecké mate-
matice hrala geometrie: axiomy teorie mnozin popisuji ,,svét matematiky“, tak
jako axiomy geometrie popisuji vSeobjimajici prostor.

Vétsin€ matematického provozu pfitom staci zakladni objekty a konstrukce,
které axiomy teorie mnozin v tomto svété garantuji, a jazyk teorie mnozin jako
vyjadiovaci prostiedek. To je obsahem prvnich nékolika odstavcii.

Kromé této meta-matematické ulohy ma teorie mnozin i svij vlastni pred-
mét studia, totiz aktualni nekone¢no. Uvidime, jak v teorii mnozin zavést pojem
mohutnosti a popiseme zaklady kombinatoriky nekoneénych mnozin a pocitani
s nekoneénymi mohutnostmi. Ukazuje se, Zze né€které problémy v analyze, to-
pologii, algebfe, logice i jinde jsou ve skutecnosti otdzkami po mohutnostech ¢i
kombinatorickych vlastnostech nekone¢nych mnozin. Nékteré z nich jsou pritom
tak jemné, Ze na né ani sama teorie mnozin nema jednozna¢nou odpovéd.

75



3.1 Axiomy teorie mnozin

Nejrozsifenéjsi axiomatikou je Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin, oznacovana
jako ZF. Jeji axiomy na jednu stranu zarucuji, Ze univerzum mnozin je dosta-
tetné bohaté, na druhou stranu vylucuji existenci mnozin, které by vedly ke
znamym sporiim obsazenym v naivni teorii mnozin. Uvedeme nejprve vSechny
axiomy. Ke kazdému jednotlivé se pak vratime a ukaZzeme, které z obvyklych
mnozinovych konstrukei zarucuje.

Aziom extenzionality. MnoZiny se stejnymi prvky se rovnaji.

(Vz)(Vy)((V2)(z €z > 2z €y) = z =y)

Schema aziomi vydéleni. Pro kazdou formuli ¢(z) jazyka teorie mnoZin,
které neobsahuje volné proménnou y, je nasledujici formule instanci axi-
omu vydéleni: z kazdé mnoziny lze vydélit mnozinu prvki spliujicich ¢.

(Vo) (3y)(Vz)(z € y < (z € z N p(2))
Aziom dvojice. Kazdé dvé mnoziny urc¢uji dvouprvkovou mnozinu.

(Vz)(Vy)(3d)(V2)(z € d <> (x =2V y = 2))

Aziom sumy. Kazda mnozina mé sjednoceni.

(Vx)(3s)(V2)(z € s+ (Fy)(y €z Nz €y))

Aziom potence. Kazda mnoZina méa potenéni mnozinu.
(Ve)(Bp)(Vy)(y € p <y C )

Schema axiomi nahrazeni. Pro kazdou formuli ¢(u,v) jazyka teorie mno-
Zin, ktera nemé volné proménné w,y, je nasledujici formule instanci axi-
omu nahrazeni: obraz mnoziny pii definovatelném zobrazeni je mnozina.

(Vu) (Vo) (Yw) (p(u, v) A p(u, w) = v =w)
= (Vo) By) (Vo) (v € y + (Fu)(u € x A p(u,v))
Axiom nekonecna. Existuje nekoneéna mnozina.
Gr)@exn(Vy)ly ez —yU{y} €x))
Aziom regularity. V kazdé nepréazdné mnoziné existuje €-miniméalni prvek.
r£0— Fy)yexnynz=0)

Axiomy jsou formulovany v jazyce, ktery kromé predikiatu € pouziva dalsi
specialni symboly C, , U, N, {z} pro podmnoZinu, prazdnou mnozinu, sjedno-
ceni, prunik, a jednoprvkovou mnozinu. Uvidime, ze tyto pojmy lze definovat
jiz. v zdkladnim jazyce teorie mnozin. Budeme také pouzivat obvyklé zkratky
Frey)pza(Fx)(zeynp)a (Ve ey)pza (Vr)(z €y — ).
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Aziom extenzionality (Vo)(Vy)((Vz)(z € © < z € y) — = = y) zachycuje
zékladn{ pfedstavu o mnozindch: mnozina je uréena svymi prvky, takZze mnoziny
se stejnymi prvky jsou identické. Opa¢na implikace plyne z axiomu rovnosti,
takze plati dokonce (Va)(Vy)((Vz)(z €z <> z € y) &> z =y).

Schema axiomi vydélent je formalnim protéjskem intuitivni pfedstavy mno-
ziny jakozto souboru objektt s néjakou vlastnosti, respektive tstupkem z takové
predstavy, ktera je podle Russelova paradoxu sporna: mnozinou neni nutné kazdy
takovy soubor — jeho prvky musi pochazet z néjaké predem jiz dané mnoziny.
Soubor, ktery neni takto omezen, muaze byt ,,pfili§ velky*“ na to, aby byl mno-
zinou. Napiiklad {z;z = 2} neni mnoZina,! jinak aplikuj axiom vydéleni pro
formuli z ¢ 2z jako v Russelové paradoxu.

Schematem vydéleni je pro kazdou mnoZinu x a kazdou formuli ¢(z) zarucena
existence mnoziny téch prvki z € z, které spliiuji ¢(z). Tato mnoZzina je podle
axiomu extenzionality jednozna¢né urcena, budeme ji znacit {z;z € z A p(z)}
nebo struénéji {z € x; p(2)}.

Formuli z # 2z miZeme z jakékoli mnoziny x vydélit prdzdnou mnoZinu
{z € x; 2 # z}, kterd nem4 7adné prvky. Takova mnoZzina je podle axiomu ex-
tenzionality jedina, budeme ji znaéit 0.

Jsou-li a,b dvé mnoziny, pak formule z € b vydéluje z mnoziny ¢ mnozinu
anNb={zz€aAz e b}, kterou nazyvame prinik mnoZin a,b. Obecnéji, pro
neprazdnou mnozinu z je prinik (x = {z; (Vy € x)(z € y)} mnozina vydélena
z libovolné y € . MnoZiny a, b jsou disjunktni, pokud je a N'b = §. Formule
z ¢ b vydéluje z mnoziny a rozdil a \ b = {z € a;z ¢ b} mnozin a,b.

Rozsirili jsme zékladni jazyk teorie mnoZin o definice novych symbola 0, N, \.
Z kapitoly o predikatové logice vime, Ze se jedna o konzervativni rozsifeni, a Ze
kazdou formuli rozsifeného jazyka lze ekvivalentné zapsat jiz v zakladnim jazyce.
Napiiklad z Ny = z lze ekvivalentné zapsat jako (Vt)(t € z <> (t € x At € y)).
V dalsim budeme jiz bez komentafe volné pouzivat nové zavedené symboly.

Je-li kazdy prvek mnoziny a prvkem mmnoZiny b, tj. (Vz)(z € a — z € b),
fekneme, Ze mnozina a je podmnoZinou mnoziny b a pisSeme a C b. Je-li a C b
a pritom a # b, piSeme obvykle a C b a Fikdme, Ze a je vlastni podmnoZinou b.
Vidime, ze vSechny mnoziny vydélené z mnoziny x jsou jejimi podmnozinami.

Snadno se nahlédne, Ze pro jakékoli mnoziny x,y,z plati § C z, x C x;
rCyNyCz—zCziaCyAyCaxr=yzNy=yNz, zNH =0
rCysrznNy=nzCycz\y=0zny=0cz\y=u=1.

Axiomy vydéleni nejsou samy dostate¢né silné na to, aby zarucily napiiklad
existenci sjednoceni dvou mnozin. K tomu a k dalsim konstrukcim je potfeba pii-
jmout dalsi axiomy. Pfedpoklddame pfitom, Ze ¢tenafi je vétSina téchto elemen-
tarnich pojmi znama; nasim zamérem neni popisovat napt. vlastnosti priniku,
nybrz ukazat, jak pfijaté axiomy zarucuji existenci a vlastnosti standardnich
mnozinovych konstrukei.

Podle aziomu dvogice (Vz)(Vy)(3d)(Vz)(z € d <> (x = 2V y = 2)) existuje
ke kazdym dvéma mnozinam z,y dal$i mnozina, jejimiz jedinymi prvky jsou
pravé mnoziny x,y. Podle axiomu extenzionality je takova mnoZina jednoznacéné
uréena mnozinami x,y. Tim je definovana operace {z,y}, kterou nazgvame ne-

1Takovéto ,,p¥ilis velké“ soubory, tzv. vlastns tFidy, nemaji v ZF zadnou formalni existenci,
ale presto s nimi lze rozumné pracovat. Zavedeme je v pristim oddile jako uziteéné zkratky.
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usporddand dvojice mnozin x,y. Jsou-li x a y jedna a tatdZz mnozina, piSeme
misto {z, 2} kratce {z}, a jednoprvkovou mnoZinu {z} nazyvame singleton.
Pomoci pojmu neusporadané dvojice lze zavést usporddanou dvojici mnozin
x,y jako (z,y) = {{z}, {z,y}}. To je dvouprvkova mnoZina zarucené axiomem
dvojice, pfi¢emz prvek {z} vyznacuje, ktera z obou mnozin x,y je prvni.

3.1.1 Lemma. Pro kaZdé mnoZiny x,y,u,v je (i) {x,y} = {u,v} prdve kdyz
(x=uny=v)V(@=vAy=u); (i) (z,y) = (u,v) prdvé kdyz (x = uAy =v).

Obecnéji pak mizeme zavést uspoiddanou n-tici mnozin x1, . . ., x,. PoloZzme
(1) = 1, a je-li jiz definovana n-tice (z1,...,z,), bud (z1,...,Zn, Tny1)
usporadanéd dvojice ((x1,...,%n),Tnt1). Pro dvojici 21,22 se jednd o uspo-
rfadanou dvojici zavedenou vyse. Pro mnoziny x1,...,%n,¥1,-.-,Yn pak plati

(@1, @) = (Y15 Yn) S TL =YL A AT = Y.

Podle aziomu sumy (Vx)(3s)(Vz)(z € s > (Fy)(y € z A z € y)) existuje ke
kazdé mnoziné x jeji sjednocent, tj. takova mnoZzina, jejimiz prvky jsou pravé
prvky prvkt mnoziny x. Podle axiomu extenzionality je suma jednoznaéné ur-
¢ena mnozinou z. Tim je definovana operace |Jz = {z;(Fy)(y € x Az € y)}.
V piipadé = = {a, b} pak sjednoceni | J{a,b} = {z;2 € a V z € b} znafime aUb.

Pomoci axiomu dvojice jsme definovali jednoprvkové a dvouprvkové mnoziny.
Pomoci operace sjednoceni miizeme nyni pro mnoziny a, b, ¢ definovat t¥iprvko-
vou mnozinu {a, b, ¢} jako {a,b}U{c}, a je-li pro ngjaké aq, ..., a, jiz definovana
{a1,...,an}, polozime {a1,...,an,any1} ={a1,...,ant U{ans1}.

Pomoci mnozinového rozdilu a sjednoceni definujeme pro mnoziny a, b jejich
symetrickou diferenci jako aAb = (a\ b) U (b\ a).

Podle aziomu potence (Vz)(3p)(Vy)(y € p <> y C x) existuje ke kazdé mno-
ziné x jeji potenéni mnoZina, tj. mnozina vSech jejich podmnozin. Podle axiomu
extenzionality je poten¢ni mnozina jednozna¢né u¢ena mnozinou z. Tim je de-
finovana operace P(x) = {y;y C z}.

Jsou-li a,b mnoziny, je a x b = {(x,y);x € a,y € b} jejich kartézsky soucin.
To je mnoZina, nebot a x b = {u; (3x € a)(Jy € b)u = (z,y)} C P(P(a UDb)).
Obecné pak mizeme definovat a3 X -+ X ap—1 X @y, = (a1 X +++ X ap—1) X ay,
jako mnozinu {(z1,...,%,); %1 € a1,...,T, € a,} usporadanych n-tic; specialng
a™ =a x -+ X a (n-krat) je mocnina mnoziny a.

Aziom nekoneéna (3z)(0 € = A (Vy)ly € = — y U {y} € z)) postuluje
existenci nekone¢né mnoziny. Pojem nekonecéna resp. konecnosti obvykle pou-
7iva n&jaky pojem ¢isla nebo mohutnosti, které jsme dosud nezavedli.? Uvedeny
axiom zadny pojem mohutnosti nepouziva; mnoziny s uvedenou vlastnosti se na-
zyvaji induktivni. Uvidime pozdé&ji, ze nejmensi induktivni mnozinou je mnozina
prirozenych ¢éisel.

V&imnéme si, Ze axiom nekoneCna je prvni, ktery zarucuje existenci vibec
né&jaké mnoziny. Ruzné alternativni axiomatiky, které axiom nekone¢na neobsa-
huji,® proto obvykle piijimaji jesté aziom existence (3x)(x = x).

Schema axiomi nahrazend zaru€uje, Zze obrazem mnoziny pii definovatelném
zobrazeni je op&t mnozina. Je-li totiz ¢(u,v) formule takova, zZe

(Vu) (Vo) (Yw) (¢ (u, v) A p(u, w) = v =w),

2Pojem koneéné mnoziny lze zavést i bez pojmu mohutnosti, i kdy# takova definice muze
pusobit umeéle. Ve cvienich ukazeme nékteré ekvivalentni definice kone¢nosti.
3Napfiklad teorie kone¢nych mnozin ZF g;,, kterad obsahuje negaci axiomu nekoneéna.
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existuje ke kazdé mnoziné u nanejvys jedna mnoZzina v tak, ze p(u,v); tim je
mnoZzina v mnoziné u jednozna¢né prifazena. Axiom potom zarucuje, Ze pokud
prvky u € x nahradime odpovidajicimi v, vysledkem bude opét mnozina.

Zatimco pfedchozi axiomy zaruCuji existenci rozliénych mnozin a mnozi-
novych operaci, aziom regularity mnozinové univerzum omezuje. V kazdé ne-
prazdné mnoziné pozaduje existenci €-minimalniho prvku, tj. takového y € =z,
ze pro zadné dalsi z € x nenf z € y. Tim vylucuje naptiklad mnoziny tvaru
x = {z}, nebo obecnéji piipady = € x a cykly naleZeni jako x1 € x5 € x3 € 7.
Uvidime pozdéji, Ze mnozinové univerzum spliiujici axiom regularity lze vystavét
»odspoda“ z prazdné mnoziny iterovanim operaci potence a sjednoceni.

Rozsifenim teorie ZF o aziom vybéru vznikne teorie ZFC, nejrozsifen
axiomatika teorie mnozin. Axiomu vybéru se budeme vénovat v oddile 3.7.

it

3.1.2 Cviceni. Axiomy jsme zformulovali v jazyce, ktery kromé predikatu €
obsahuje dalsf symboly (které jsme nicméné postupné definovali). NapiSte axi-
omy v zakladnim jazyce teorie mnozin.

3.1.3 Cviceni. Diky axiomu vydéleni je mozné ostatni axiomy zeslabit a misto
existence té které mnoziny pozadovat jen mnozinu, ktera ji obsahuje jako ¢ast.
Napiiklad axiom dvojice lze nahradit formuli (Va)(Vy)(3d)(z € d Ay € d) a
samotnou dvojici {z, y} pak z mnoZiny d vydslit formuli z = z V z = y. Ukaite,
Ze podobné je mozné rozvolnit ostatni axiomy.

3.1.4 Cviceni. Ve schematech axiomu vydéleni a nahrazeni neni mozné vyne-
chat podminku o volnych vyskytech proménnych.

3.1.5 Cviceni. Ze schematu axiomu vydéleni plyne silnéjsi schema axiomu
vydéleni s parametrem: pro kazdou formuli ¢(z, p), ktera neobsahuje volné pro-
ménnou y, je formule (Va)(Vp)(Ty)(Vz)(z € y <> (2 € & A p(z,p)) axiomem.

Takové schema lze pak rozsifit i na formule s vice parametry.

3.1.6 Cviceni. Kazd4 instance axiomu vydéleni plyne z néjaké instance axiomu
nahrazeni. (Navod: vhodnou formuli zobrazte vyhovujici prvky na sebe.)

3.1.7 Cvi€eni. Uréete prvky mnozin Jz, Nz, UUz, NNz, UNz, NUx,
kde (a) z = {{a, c},{b,c}, {b,d}}; (b) z = {{{a, 0}, {0}, {{b,c}}}.

3.2 Tridy

Jediné objekty, které v teorii mnozin existuji, jsou mnoziny. Dand mnozina miize
byt prvkem v jinych mnozinéch, a naopak jediné jeji prvky jsou dalsi mnoziny.
Videéli jsme, Ze ne kazdy soubor tvaru {z;¢(z)} je mnozinou. Z praktickych
dtvodi je vSak vyhodné i takové soubory pouZzivat.

3.2.1 Definice. Je-li p(x) formule jazyka teorie mnoZin s volnou proménnou z,
fekneme, Ze C = {z; p(x)} je definovatelnd tiida. Obecnéji, je-li ¢(x,p) formule
se dvéma volnymi proménnymi, je t¥ida C = {z;¢(z,p)} definovatelnd z p.
Viastni trida je takova, ktera nenf mnozinou.*

4Tvrzeni ,{x; (x)} je vlastni tiida® lze vyjadiit formuli —(Fu)(Vz)(z € u > ¢(x)).
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T¥idy jsou zkratkami za odpovidajici formule. Jsou-li x,y mnoziny, a jsou-li
C, D t¥idy definované formulemi ¢ resp. v, jsou nasledujici vyrazy zkratkami za
formule jazyka teorie mnozin.

x € C je zkratka za o(x)
y=C je zkratka za (Vz)(x € y > ()
C =D jezkratka za (V) (p(z) < ¥(x))
C CD jezkratka za (Vx)(p(z) = ¥(x))

Indukci podle slozitosti se snadno ovéri, ze kazdou formuli, ktera obsahuje vyse
uvedené vyrazy, lze ekvivalentné rozepsat v zakladnim jazyce teorie mnozin.
Pfitom pracovat se tiidami je prakti¢téjsi nez pracovat s formulemi. Podstatné
je, ze nedovolujeme kvantifikaci tfidovych proménnych. To by znamenalo kvan-
tifikovat formule; takto zustavame v jazyce prvniho fadu.

Pro tfidy mizeme zavést operace analogické zakladnim mnoZzinovym opera-
cim. Jsou-li C, D t¥idy definované formulemi ¢ resp. ¢, bud

CUD ={z;0(x) Vi(z)};
CND = {x;0(x) Np(x)};
C\ D = {z;p(x) N ¢(x)}.

Kazda mnozina y = {z;z € y} je tfidou, ale nikoli naopak; zatim zname
jednu vlastni t¥idu, totiz univerzdlnd tFidu neboli univerzum V = {x;x = x}.
Je-li C tfida a y mnozina, je y N C mnoZina: je-li totiZ ¢(x) formule definujici
tiidu C = {x; p(x)}, je yN C = {z € y; ¢(x)} mnozina podle axiomu vydéleni.

Existuji teorie mnozin, které vychézeji ze zakladniho pojmu tiidy, a mnoziny
definuji jako specialni typ t¥id. V Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin jsou t¥idy
jen pomocnym vyjadfovacim prostfedkem, nejsou to objekty teorie.

3.3 Relace a funkce

3.3.1 Definice. Mnozina R C X; X --- x X,, uspofadanych n-tic je n-drni
relace. V piipadé R C X" je R relace na mnozZiné X.

Relace umoznuji zachytit vztahy mezi objekty: 1, ..., z, jsou v uvazovaném
vztahu, pokud (z1,...,x,) € R. Volbou riznych relaci lze pak zkoumat rizné
vztahy. Pro bindrni relaci R C X x X piSeme obvykle xRy misto (z,y) € R.

Pro zachyceni vztahi mezi objekty tedy neni potieba zavadét novy typ ob-
jekti: relace jsou opét mnoziny. Z pohledu predikatové logiky je vystavba mate-
matiky na mnoZinovém zakladé zptisob, jak formulovat v8e podstatné v jazyce
prvniho fadu. Kvantifikace objekti, tj. mnoZin, umoziuje zaroveir kvantifikaci
mnozin objektl, vlastnosti a vztahti mezi objekty.

3.3.2 Definice. Bud R C X x Y. Potom mnoZina dom(R) = {z; (3y)xRy} je
definiéni obor relace R a rng(R) = {y; (3z)x Ry} jeji obor hodnot. Pro mnoZinu
A C X je R[A] = {y €Y;(3x € A)xRy} obraz mnoziny A pii relaci R a pro
mnozinu B C Y je R7'[B] = {z € X;(Jy € A)zRy} vzor mnoziny B. Relace
R™' = {(y,2);(z,y) € R} CY x X je relace inverzni k R. Jsou-li R, S relace,
je SoR={(z,2); Jy)(xRy AN ySz)} sloZenirelaci R a S.

80



Obory dom(R) a rng(R) jsou skutetné mnozinami, nebot dom(R) C [JUR
a rng(R) € U R. P¥imo z definice je (R™1)~! = R, dom(R) = rng(R™}),
rng(R) = dom(R~1). Pro slozené relace je dom(SoR) C dom(R), rng(SoR) C S
a(SoR)™'=R1oS7L.

3.3.3 Definice. Relace f C X XY je funkce z X doY, pokud pro kazdé z € X
existuje nejvyse jedno y € Y takové, ze (x,y) € f. V takovém pripadé piSeme
obvykle f : X = Y a f(z) = y a fikime, Ze y € Y je funkéni hodnota & obraz
x € X, a x je vzorem y. Mnozinu vech funkci z X do Y pak znac¢ime jako YX.

Mnozina dom(f) = {z € X;(Fy € V) f(x) = y} je definiéni obor a mnoZina
rng(f) = {y € Y;(3x € X)f(x) =y} je obor hodnot funkce f : X — Y. Pro
ACXjeflA={(z,y) € f;x € A} ziZeni funkce f na mnozinu A. Funkce
f:X™ =Y jen-drni, specielné f : X" — X je n-drni operace na X.

Nékdy se misto funkce ¥ika zobrazent, a pojem funkce se vyhrazuje pro spe-
cialni pfipad zobrazeni z R do R, tedy pro redlné funkce, nebo alesponi funkce
s realnymi hodnotami. Pro néas viak budou oba pojmy synonymni. Soubor Y ¥
véech funkci z X do Y je mnozina, nebot YX C P(X x Y).

3.3.4 Definice. Je-li f : X — Y funkce, pak pro A C X je f[A] = {f(a);a € A}
obraz mnoziny A, apro B CY je f~[B] = {a € A; f(a) € B} vzor mnoziny B.
Pokud pro z1,z2 € X razné jsou také f(x1), f(z2) € Y rizné, je f prostd.
To je pravé kdyz i f~': Y — X funkce, totiz inverzni funkce k funkci f.
Je-li f[X] =Y, fekneme, Ze f je zobrazeni z X na Y. Prosta funkce z X
na Y je bijekce neboli vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi X a Y. V takovém
piipadé piSeme nékdy f : X =~ Y. Bijekce z X na X je permutace mnoziny X.

3.3.5 Definice. Jsou-li f € YX a g € ZY funkce, pro které rng(f) C dom(g),
bud go f = {(z,2); Gy € Y)(f(z) =y Agly) =2} C X x Z funkce z X do Z
sloZend z funkci f a g (v tomto poradi).

Snadno se ovéii, Ze slozeni funkci je opét funkce. Znaceni g o f je jedna ze
dvou moznych konvenci. Ma tu vyhodu, Ze odpovida znaceni ,,po argumentech,*
totiz obrazem x pii funkci g o f je g(f(z)).

3.3.6 Definice. Je-li {X;;4 € I} soubor mnozin, pak kartézsky soucin [],c; X
tohoto souboru je systém vsech funkei f : I — |J X; spliwjicich f(i) € X; pro
kazdé i € I. Je-li specielné X; = X pro kazdé i € I, pak soucin [[,.; X = X7 je
mocnina mnoziny X . Prvky f € X', tedy funkce f : I — X, obvykle zapisujeme
jako (f; € X;i € I) nebo strucnéji (fi;i € I) & (fi)ier-

Definice kartézského souc¢inu je kompatibilni s predstavou konec¢ného soucinu
X1 X+ x X, jako mnoziny v8ech uspofadanych n-tic (z1,...,z,), kde z; € X;.
Vskutku, prvky pravé zavedeného soucinu Hie 1 X; jsou préavé takové I-tice.
3.3.7 Cviceni. Ukazte, ze pro kazdé zobrazeni f : X — Y a systém mnozin
ACP(Y)je fUA = U{f 1Al Ae A} a f U NA = N1/ 1Al A e A);
jinymi slovy, vzor sjednocenti je sjednoceni vzori, a vzor pruniku je prinik vzort.
Podobné pro systém A C P(X) je flUA] = U{f[A]; A € A}, tedy obraz sjed-
noceni je sjednocenim obrazi. Ukazte na piikladé, ze obraz pruniku obecné
nemusi byt prinikem obrazi, a to ani v koneéném pfipadé.
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3.3.8 Cviceni. (i) Jsou-li f, g funkce, pak také fNga f\ g jsou funkce, a fUg
je funkce pravé tehdy, kdyz f | (dom(f) Ndom(g)) = g | (dom(f) N dom(g)).
(ii) Bud F takova mnozina funkci, Ze pro kazdé f,g € F je budto f C g nebo
g C f. Potom také | JF je funkce. (iii) Obecnéji, pro systém funkei F, ktery je
direktné usporadan inkluzi, je také |JF je funkee.

3.3.9 Cviceni. Slozeni prostych funkci je prosté a slozeni bijekci je bijekce.
Inverzni funkce k bijekci je opét bijekce. Slozeni bijekce a jejiho inverzu je iden-
tita. Systém vSech permutaci dané mnoziny tvofi grupu viudci skladani. Systém
vSech funkei z dané mnoziny na sebe tvori monoid.

3.3.10 Cviceni. (i) Funkce h : Y — Z je prosta pravé tehdy, kdyZ pro kazdé dvé
funkee f,g: X - Y plati hof =hog — f =g. (ii) Funkce f : X - Y jena Y
pravé tehdy, kdyz pro kazdé dvé funkce g,h : Y — Z plati gof = hof — g = h.

3.3.11 Cviceni. Budte f : A — B a g : C — D zobrazeni. Potom také
fxg:AxC — B x D definované predpisem (f x g)(z,y) = (f(x),g9(y)) je
zobrazeni, a plati (i) f x g je prosté pravé kdyz f, g jsou prosta; (ii) f x g je
na pravé kdyz f, g jsou na; (iii) f x g méa inverz pravé kdyZ f, g maji inverz, a
v tom piipadé je (f x g) "t = f"1x gL

3.4 Ekvivalence a usporadani

V tomto oddile se budeme vénovat dvéma typim relaci, které maji v teorii
mnozin i v ostatni matematice vysadni postaveni: ekvivalence a usporadani.

3.4.1 Definice. Binarni relace R na mnoziné X je
(a) reflexivni, pokud pro kazdé = € X je zRx.
(b

) antireflexivoni, pokud pro zadné x € X neni zRx.
(c) symetrickd, pokud pro kazdé xRy je také yRx.
(d) antisymetrickd, pokud pro kazdé xRy je ~yRx.
(e)

(f) transitivng, pokud p¥i 2Ry A yRz je také zRz.

slabé antisymetrickd, pokud zRy A yRx plati jen pro z = y.

3.4.2 Definice. FEkvivalence na mnoziné X je relace, ktera je reflexivni, symet-
rické a transitivni. Je-li = néjaka ekvivalence na X, pak pro prvek x € X je mno-
7ina [z] = {y € X;x = y} jeho ekvivalenéni tiida. Mnozina X/= = {[z];x € X}
je potom kvocient neboli faktorizace mnoziny X podle ekvivalence =.

Pojem ekvivalence je zpiisob, jak vyjadrit stejnost ¢i podobnost: zavedeme-li
na dané mnoziné néjakou ekvivalenci, vyjadiujeme tim, které jeji prvky pova-
zujeme v néjakém ohledu za ,stejné“. Z tohoto pohledu jsou pozadavky na re-
flexivitu, transitivitu a symetrii velmi pfirozené. Relaci ekvivalence na mnoziné
je obvyklé znacit néjakym sugestivnim symbolem jako = ¢i ~ apod.

Ekvivalenéni t¥ida néjakého prvku sestédva pravé z téch prvki, které jsou
s nim ekvivalentni; zfejmé dva prvky jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jejich
ekvivalenéni t¥idy jsou totozné, tj. x =y pravé kdyz [z] = [y].
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3.4.3 Priklad. (a) Krajnim pfikladem ekvivalence je rovnost: kazdy prvek je
ekvivalentni jen sdm se sebou, vSechny ekvivalenéni t¥idy jsou jednoprvkové.
Druhym extrémem je relace X x X, ve které kazdé dva prvky jsou navzajem
ekvivalentni, a celda mnozina X je jedinou ekvivalen¢ni tf¥idou. (b) Pro vyrokové
formule ¢ a ¥ polozme ¢ = ¥ pravé tehdy, kdyz jsou splnény pii stejnych
pravdivostnich ohodnocenich. (c) Pro celd &isla® o,y bud x = y pravé tehdy,
kdyZ maji stejny zbytek po déleni sedmi. Tim se mnozina Z celych ¢isel rozpadne
na sedm disjunktnich t¥id. (d) Pro kone¢né automaty A a B bud A = B pravé
kdyz pfijimaji stejny jazyk. Pro generativni gramatiky Gp,G2 bud G; = Gs
pravé tehdy, kdyz generuji stejny jazyk. Pro Turingovy stroje S aT bud S =T
pravé tehdy, kdyz na stejném vstupu davaji stejny vystup.

3.4.4 Definice. Systém A C P(X) tvoii rozklad mnoziny X, pokud mnoziny
A € A jsou neprazdné, navzajem disjunktni, a plati X = J.A.

3.4.5 Véta. Bud E ckvivalence na X. Potom A(E) = {[z];z € X} je rozklad
mnoZiny X. Naopak je-li A rozklad mnoZiny X, je relace E(A) sestdvajici z
dvojic (x,y) € X x X splitujicich (VA € A)(x € A < y € A) ekvivalence na X.

Diikaz. Bud E ekvivalence na X. Pro kazdé x € X je x € [z] diky reflexivité,
takze vSechny t¥idy [x] jsou neprazdné a jejich sjednocenim je mnoZina X. Zbyva
ukazat, ze rizné ekvivalen¢ni t¥idy jsou navzajem disjunktni. Budte tedy [z] a
[y] dv& rizné ekvivalen¢ni tiidy. Pokud [z] a [y] nejsou disjunktni, znamena to,
7e z € [z]N[y] pro n&jaké z € X. Pak je z definice zFz a yFz, takZe ze symetrie
také zFy, a z transitivity pak xFy. Tedy [z] = [y], spor.

Bud naopak A néjaky rozklad. Snadno se nahlédne, Ze ndlezeti do stejné éasti
rozkladu je reflexivni, symetricky a transitivni vztah, neboli ekvivalence. O

Navic plati, Zze pro kazdou ekvivalenci E na mnoziné X je E(A(E)) = E,
a pro kazdy rozklad A mnoziny X je A(E(A)) = A. Mezi ekvivalencemi na
mnoziné a jejimi rozklady tedy existuje jednoznaéné korespondence.

3.4.6 Definice. Binarni relace < na mnoziné X je uspordddni mnoziny X, po-
kud je antireflexivni a transitivni. Dva ruzné prvky x,y € X jsou porovnatelné,
pokud plati bud'to x < y nebo y < x; jinak jsou neporovnatelné. Usporadani, ve
kterém kazdé dva prvky jsou porovnatelné, je linedrni. Podmnozina C' C X je
Fetézec, pokud je < linearni uspotradani na C.

Usporadani budeme znacit jako <, <, C ¢ podobné, uspordadanou mnozinu
spolu se zvolenym usporadanim jako (X, <).

3.4.7 Ptiklad. (a) Nejjednodussi mozné usporadani je diskrétni uspoidddni
prazdnou relaci. (b) Tradi¢ni ¢iselné obory N, Z, Q, R jsou linearné uspoiadané.
(c) Potenéni mnozina P(X) mnoziny X je uspofddana inkluzi. Pokud X ob-
sahuje alespon dva prvky, pak toto uspofadani neni linearni. (d) Rozklad A
mnoziny X zjemiiuje rozklad B, pokud pro kazdou A € A existuje pravé jedna
B € B tak, ze A C B (a zaroven neni A = B). V takovém pfipadé piSeme
A < B. Systém v8ech rozkladi mnoziny X je potom usporadan relaci zjemnéni.

5Rekli jsme, ze v teorii mnozin lze vybudovat zaklady veskeré bézné matematiky, ale na-
priklad okruh celych ¢isel jsme dosud forméalné nezavedli. V piikladech ale budeme i nadale
Gerpat z oblasti, které ¢tenar zna (elementarni algebra, geometrie, analyza) jesté predtim, nez
pfislusné objekty definujeme v teorii mnozin.

83



(e) Je-li (A, <) n&jaka kone¢na linedrné usporadana mnozina (abeceda), bud A*
mnoZzina v8ech koneénych posloupnosti prvka z A (vSech slov v abecedé A).
Linearni usporadani abecedy se pak rozsifuje na lexikografické uspordddni slov
stejnym zpusobem, jako usporadéni slov ve slovniku: pro slova u = ajasas . .. ay
a v =bibabs...b je u < v pravé tehdy, kdyz pro kazdé i < min{k,(} je a; < b;.
(f) Mnozina Seq = |J,,cy 2" vech kone¢nych binarnich posloupnosti je uspofa-
déana relaci prodlouzent, kde (z1,...,z;) C (y1,...,y;) pravé tehdy, kdyz k <[
a (Vi <k)(z; =y:).

Usporadani tak jak je definovano vyse se ob8irnéji nazyva ostré uspoidddni.
Kazdému ostrému usporadani < odpovidé pravé jedno neostré usporadani < na
téze mnozin€, polozime-li z < y pravé kdyz z < y nebo x = y. Takové neostré
usporadani je potom reflexivni, transitivni, a slabé antisymetrickeé.

Naopak kazdému neostrému usporadani < odpovida pravé jedno ostré uspo-
radani, polozime-li x < y pravé kdyz r < y a x # y. V dalsim budeme volné pre-
chazet mezi ostrym a odpovidajicim neostrym usporfadanim, podle toho, ktera
formulace bude momentalné vyhodnéjsi.

3.4.8 Definice. Bud (X, <) usporfadani. Prvek a € X je nejmensi (nejuétsi),
pokud prokazdé x € X jea < z (a > ). Prvek a € X je minimdini (mazimdlni),
pokud pro zadné z € X neni z < a (z > a).

3.4.9 Priklad. (a) Pokud ¢islo m € N déli ¢éislo n € N, budeme psat m|n. Relace
délitelnosti je pak uspofadani na mnoziné N pfirozenych ¢&isel. Jeho nejmensim
prvkem je ¢&islo 1, které déli vSechna ostatni ¢isla, nejvétsim prvkem je &islo 0.
Minimalnimi prvky mnoziny N\ {1} uspofadané délitelnosti jsou pravé viechna
prvodisla; zadné z nich neni nejmensim prvkem.

(b) Prazdna posloupnost je ziejmé nejmensim prvkem v (Seq, C), Zadny ma-
ximalni prvek v Seq neexistuje. Mnozina J,,,, 2" ma 2™ maximalnich prvka.

(c) Uplna teorie je pravé takova, ktera je maximalni mezi viemi bezespor-
nymi teoriemi (v daném jazyce) pii usporadani inkluzi.

Nejmensi prvek a € X, pokud existuje, je zarovenn (jediny) minimalni, ale
nikoli naopak, jak ukazuje pfedchozi pfiklad. Usporadani s vice nez jednim mini-
malnim prvkem tedy nemiize mit zadny nejmensi prvek. Navic minimélni prvky
jsou navzajem neporovnatelné, takze takové usporadani nemtiize byt linearni.
Analogické tvrzeni miZeme vyslovit o nejvétsich a maximélnich prvcich.

Rekneme, ze usporadani < mnoziny X roz$ifuje uspofadani <, pokud pro
kazdé x < y je také x < y. Napfiklad obvyklé uspofadédni mnoziny N pfiro-
zenych ¢isel rozsifuje usporadani podle délitelnosti, a lexikografické usporadani
kone¢nych binarnich posloupnosti rozsifuje relaci prodluzovani na Segq.

3.4.10 Lemma. Bud (X, <) uspofdddni, ve kterém prvky z,y jsou neporovna-

telné. Pak existuje rozsivent (X, =), ve kterém je x < y.

Diikaz. Pro prvky p,q € X polozme p = ¢ pravé tehdy, kdyZ je budto p < ¢
nebo p < z ay < ¢q. Relace (X, <) zfejmé rozsifuje relaci (X, <) a mame = < y.
Zbyva ovérit, ze < je vskutku uspofadanim. To prenechavame ¢tenafi. O

3.4.11 Lemma. Systém X vSech uspordddni na mnoziné X je uspordddn in-
kluzi, a jeho maximdiIni prvky jsou prdvé linedrni uspordaddni mnoziny X .
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Diikaz. Snadno se nahlédne, ze inkluze je usporadanim na X C P(P(X x X)).
Usporadani mnoziny X, které neni linearni, neni podle pfedchoziho lemmatu
maximalni v X. Je-li naopak < linedrni usporadani na X, je pro kazdé dva
prvky z,y € X budto z < y nebo y < z. Usporadani < tedy nelze rozsirit
pridanim zadné dalsi porovnatelné dvojice z <y ani y < z: je-li © <y (opafny
piipad je podobny), pak # =< y nic nepfidava a y < = znamend z = y. To
znamend, ze < je maximéalni prvek X vici inkluzi. O

Linedrni usporadani jsou takova, kterad jiz nelze rozsifit. Proto se nékdy
linearni usporadani nazyvaji totdlni, kdezto ostatni usporadani jsou cdstecnd.

3.4.12 Cviceni. (a) Které z vlastnosti 3.4.1 maji nasledujici relace na mnozing
prirozenych ¢isel? m déli n; m je mensi nez n; m + n > 1000; m + n je sudé;
m + n je nasobkem sedmi; m * n je sudé; m = n* pro néjaké k piirozené.
(b) Které z uvedenych vlastnosti mé relace |x — y| € Q mezi redlnymi &isly?
(c) Které z téchto vlastnosti ma relace kolmosti (rovnob&znosti, mimobéznosti)
mezi pfimkami v roviné (v prostoru)?

3.4.13 Cviceni. Popiste vSechna usporadani na mnoZiné se dvéma, tiemi,
Ctyfmi prvky. Kolik riznych usporadéani existuje na n-prvkové mnoziné?

3.4.14 Cviceni. (a) PopiSte nejmensi, nejvétsi, minimélni a maximalni prvky
uspofadani z 3.4.7. (b) Maximalni prvek linearniho usporadani je jediny a nej-
vEtsi. (c) Popiste usporadani s jedinym maximalnim prvkem, ktery neni nejveétsi.

3.4.15 Cviceni. Popiste ndjakou mnozinu A C N, kterd ma pi¥i usporadéani
délitelnosti pravé m minimalnich a pravé n maximalnich prvki. Pro ktera ¢isla
m,n € N takovd mnozina existuje?

3.4.16 Cviceni. Maximalni Fetézec v (Seq, C) je vétev. Lexikografické uspora-
dani v8ech vétvi v Seq je linearni, zatimco (Segq, C) linearni nenf.

3.4.17 Cvi€eni. Konecnou aplikaci lemmatu 3.4.10 muzeme kazdé konecné
uspofadani rozgifit do linearniho, nebot pripadnych neporovnatelnych dvojic je
pouze koneéné mnoho. Implementujte algoritmus, ktery pro kone¢né usporadani

efektivné nalezne néjaké linearni rozsiteni.

3.5 Ordinalni c¢isla

3.5.1 Definice. Bud (X, <) uspofadana mnoZina. Rekneme, 7e usporadani
(X, <) je dobré, pokud kazda jeho neprazdné ¢ast mé nejmensi prvek.

Kazd4a ¢ast dobfe usporadané mnoziny je sama dobife usporddana toutéz
relaci, specialné kazdy pocdtecnt isek («+—,x) = {y € X;y < x} urceny prvkem
x € X. Dobré usporddani je nutné linearni, nebot kazda dvouprvkova mnozina
{z,y} ma nejmensi prvek, takze kazdé dva prvky jsou porovnatelné.

3.5.2 Definice. Zobrazeni f : (X,<) — (Y, <) mezi uspofddanymi mnoZi-
nami je monotdnng, pokud pro x1 < xs je f(x1) < f(x2). Monoténni bijekee je
isomorfismus mezi usporadanimi (X, <) a (Y, <). Pokud mezi dvéma usporada-
nimi (X, <) a (Y, <) néjaky isomorfismus existuje, fekneme, Ze jsou isomorfni
a piSeme (X, <) ~ (Y, <). Isomorfismus (X, <) se sebou je automorfismus.

85



SloZeni monotonnich zobrazeni je monoténni, slozeni automorfismiu je auto-
morfismus, a inverzni zobrazeni k automorfismu je rovnéz automorfismem. Bijti
isomorfnt je relace ekvivalence na t¥idé usporadanych mnozin.

3.5.3 Lemma. Je-li (X, <) dobré uspoiddini a f : (X,<) — (X, <) je mono-
tonni, je f(x) > x pro kazdé x € X. Jedingm automorfismem (X, <) je identita.
Jsou-li dvé dobrd uspordddni isomorfni, pak mezi nimi existuje jeding isomor-
fismus. Dobré uspoiddani neni isomorfni s Zadngm svijm pocdtecnim usekem.

Diikaz. Je-li mnozina {z € X; f(z) < x} neprazdna, bud z jeji nejmensi prvek.
Potom pro y = f(z) < z je f(y) < f(z) =y, spor. Je-li f: (X,<) = (X,<)
automorfismus, je i f~! automorfismus, takze je f(z) > x i f~!(z) > x pro
kazdé x € X;tedy také x = f(f~1(z)) > f(x). Jsou-li f,g: (X, <) — (Y, <) dva
rizné isomorfismy, je slozené zobrazeni ¢~ ! o f neidentickym automorfismem na
X, spor. Je-li f isomorfismus mezi usporddanim X a néjakym jeho pocatec¢nim
usekem (+,z), je f(z) < x, spor. O

3.5.4 Vé&ta. Budte (X, <) a (Y, <) dobrd uspordddni. Pak nastdvd prdvé jedna
z ndsledugicich moznosti:

(i) (X,<) a (Y, <) jsou isomorfni.
(i) (X, <) je isomorfni s néjakym pocdtecnim isekem (Y, <).
(iii) (Y, =) je isomorfni s néjakym pocdtecnim usekem (X, <).

Diikaz. Polozme f = {(z,y) € X X Y; (+, ) je isomorfni s (+,y)}. Z pFedcho-
ziho lemmatu plyne, Ze f je prostd funkce z X do Y. Navic f je monoténni:
jelizy <xzgag: (+,x2) = (+,y2) je isomorfismus, jsou i (+—,x1) a (+, g(x1))
isomortni, pfitom g(z1) < yo.

Pokud je dom(f) = X arng(f) =Y, nastava ptipad (i). Pokud rng(f) #Y,
bud y nejmensi prvek mnoziny Y \ rng(f). Pak je rng(f) = (+,y), nebot
rng(f) je uzaviena doli. V tom piipadé je ale dom(f) = X, nebot jinak pro
nejmensi prvek z mnoziny X \ dom(f) mame f(x) = y, spor. Tedy nastava
piipad (ii). Podobné se ukaze, ze pokud dom(f) # X, nastava piipad (iii).
Podle predchoziho lemmatu se tyto piipady vzajemné vylucuji. O

Pravé dokdzana véta 1ika, ze kazdé dvé dobfe usporadané mnoziny jsou po-
rovnatelné podle délky: jedna je pocateénim tsekem druhé. Pokud jsou dvé
dobfe usporadané mnoziny isomorfni, fekneme, Ze jejich uspotradani jsou stej-
ného typu. Ordinalni ¢isla jsou pak préavé typy dobrych usporadéani.

3.5.5 Definice. (i) MnozZina je transitivni, pokud kazdy jeji prvek je i jeji ¢asti.
(ii) Ordindlni ¢islo je transitivni mnoZina dobfe usporadana relaci naleZeni.
Prazdna mnoZina () je ordinal, a stejné tak mnoZiny

1=0u{0} = {0},

2=10{1} ={0,1} = {0,{0}},

3=2U {2} = {Oa 172} = {@, {®}7 {@, {®}}}v

4=3U {3} = {O’ L, 273} = {®> {@}, {(Z)’ {(D}}v {07 {@}v {(Z)v {(b}}}}

Nize zavedeme pfirozena Cisla pravé jako typy konecnych dobrych usporadani.
Induktivni mnozina zarucena axiomem nekonecéna obsahuje jako prvky vSechny
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ordinaly, které lze ziskat z prazdné mnoziny vySe naznacenym zpisobem. Tiida
ordinalnich ¢&isel pak tuto Skalu prodluzuje. Ordinélni ¢isla budeme znaéit pis-
meny «, 3,7, ... z fecké abecedy. T¥idu ordinélnich ¢isel budeme znaéit On.

3.5.6 Lemma. MnoZina x je transitivni pravé kdyz | Jx C x, coZ je prdvé kdyz
x C P(z). Jsou-li mnoZiny x,y transitivni, jsou také x Ny a = Uy transitioni.
Jsou-li viechny pruky mnoZiny x transitivni, jsou také (z a |Jz transitivnd.

3.5.7 Lemma. Budte o, 8 ordindlni ¢isla. Potom (i) a ¢ «; (ii) je-li x € a, je
také x ordindl; (iii) o € B pravé kdyZ o C B; (iv) je budto o € B nebo 5 € a.

Diikaz. (i) Pokud o € «, neni € uspofadanim mnoziny «. (ii) Pro z € « je
x C «, takZe i mnozina z je dobfe uspofddané relaci nalezeni. Pro z € y € z je
z € x, nebot « je transitivni mnozina a € je transitivni relace na «. (iii) Jeden
smér plyne z transitivity. Je-li naopak o C 3, bud v nejmensi prvek neprézdné
mnoziny 8\ a. Potom z transitivity je o pravé pocateéni tsek ordindlu 8 urceny
prvkem 7. Tedy a = {£ € ;€ € v} =« € 5. (iv) Mnozina a N 8 = ~ je ordinal,
pritom vy C away C B. Kdyby v C @ a v C 8, mame v € a N = v podle (iii),
coz je spor s (i). Je tedy v = a nebo v = 3, takze o € 8 nebo § € a. O

Pro ordinaly «, 8 budeme obvykle psat o < 8 misto o € 5. Kazdy ordinal
B je tedy pravé mnozinou {a;a < 8} svych piedchidct.

3.5.8 Véta. On je transitivni vlastni tiida dobfe usporddand relact ndleZend.

Diikaz. Podle (ii) pfedchoziho lemmatu je On transitivni a podle (i) je € antire-
flexivni relace na On. Zarovei € je transitivni relace na On, nebot vSechny prvky
On jsou transitivni mnoziny. Tedy € je ostré usporadani tiidy On. Podle (iv)
pfedchoziho lemmatu je toto usporadani linearni. UkaZeme, Ze je dobré. Bud
X C On ngjakad mnozina ordinali. Zvolme o € X libovolné. Pokud je o nejmensi
prvek mnoziny X, jsme hotovi. V opa¢ném piipadé je aNX neprazdna podmno-
Zina ordinalu «, takZe ma nejmensi prvek, ozna¢me ho . Snadno se ovéri, ze 3
je zaroven nejmensim prvkem mnoziny X. Ukazali jsme, Ze transitivni t¥ida On
je dobfe usporadana relaci nalezeni. Z toho plyne, Ze On nemizZe byt mnozinou,
tedy ordindlem, nebot pak by platilo On € On, coZ je spor. O

Zaroven je tfida On jedina s uvedenymi vlastnostmi. Je-li totiz X transi-
tivni vlastni tfida dobfe usporadana relaci néaleZzeni, jsou vSechny prvky xz € X
ordinaly, takze X C On. Je-li X C On, bud « € On\ X. Potom z transitivity
je X C «a, takze X je mnozina, spor.

3.5.9 Lemma. Bud X C On neprdzdnd mnoZina. Potom (X je nejmensi
prvek a |J X je supremum mnoZiny X v dobrém uspordddnt tridy On.

Diikaz. Bud « € X nejmensi prvek. Z definice je [ X C «. Pfitom pro § € «
plati 8 € z pro kazdé x € X, neboli 5 € (| X, takZe je zaroven a C [ X.
Mnozina |J X je transitivni, takze | J X C X je dobie usporadana nélezenim.
Tedy |J X je ordinalni &islo. Je-li § € X nejvétsi prvek, je dokonce JX = 3.
Pokud X nema4 nejvétsi prvek, je X C [JX, takze |JX je majorantou vSech
a € X. Naopak libovolna majoranta v € On mnoziny X obsahuje kazdé o € X
jako prvek, tedy i jako ¢ast o C ~y, a mame |JX C 7. O

3.5.10 Véta. KazZdd dobie uspoiddand mnoZina je isomorfni privé s jednim
ordindlnim c¢islem. Navic isomorfismus mezi nimi je jednoznacny.
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Diikaz. Bud (X, <) dané dobré uspofadani. Kazdy ordinal je podle 3.5.4 bud'to
isomorfni s X (a jsme hotovi), nebo je isomorfni s ngjakym pocéatednim tsekem
X, nebo naopak. Pritom On je vlastni t¥ida, takZze neni mozné, aby kazdy ordinél
byl isomorfni s néjakym pocateénim tsekem X. Bud tedy S € On ordinal, pro
ktery je naopak (X, <) isomorfni s n&jakym pocateénim usekem ordindlu S.
Takovy pocatecni usek («—,a) C f je oviem pravé ordinal o < 3. O

3.5.11 Definice. Pro ordinal o bud a + 1 mnozina o U {a}. Ordinal 5 je
izolovany, je-li § = 0 nebo je tvaru § = a+ 1 pro néjaké a < . Jinak je limitni.

Je-li a ordinalni ¢islo, je také awU {a} ordinalni &islo: je transitivni, nebot «
je transitivni, a jakozto mnozina ordinalu je dobfe uspoifddana relaci néalezeni.
Zarovel je a U {a} nejmensi ordinal nad a: pro 8 < a U {a} je budto 8 € «
nebo 8 = a, ¢li § < «; pod aU{a} tedy lezi jen ordinaly < «. To ospravedliiuje
zna¢eni o + 1. Ordinal o + 1 je ndslednikem ordinalu « ve t¥idé On.

Ordinal f € On je limitni, pravé kdyZ neni néslednikem, tedy kdyz pro
a < B je také a+ 1 < B. Induktivni mnozina zaru¢ena axiomem nekoneéna
obsahuje ) jako prvek, a s kazdym prvkem z obsahuje také x U {z}; obsahuje
tedy cely pocatecni usek t¥idy On. Formule ¢(z), ktera ¥ika z je izolovany ordindl
a vSechny jeho prvky rovnéz, pak z této mnoziny vydéluje prvni limitni ordinal.

3.5.12 Definice. Bud w nejmensi limitni ordinalni ¢islo. Predchidci ordinalu
w ve tfidé ordinalnich ¢&isel jsou prirozend éisla.

Pfirozené ¢&islo je tedy pravé izolovany ordinal s izolovanymi predchidci, a
axiom nekonecéna zarucuje existenci limitnich ordinali. Nad kazdym ordindlem
a existuje limitni ordinal 5 > a: staéi poloZit ap = a a a1 = a,, + 1, ordinal
B = UJa, je pak limitni. Tfida On obsahuje neomezend mnoho isolovanych i
neomezené mnoho limitnich ordinala.

3.5.13 Definice. Funkce s defini¢nim oborem w je posloupnost, v pfipadé zobra-
zeni z w do X pak posloupnost v mnoziné X, kterou obvykle znacime (z,;n < w).
Analogicky definujeme konecnou posloupnost (x;;i < n) pro n € w piirozené a
transfinitni posloupnost (z¢; & < a) pro ordinaly a > w.

Transfinitni indukce Naslednik w + 1 limitniho ordinalu w je isolovany, ale
neni to pfirozené ¢islo. Trida ordinéla prekracuje hranici prirozenych ¢isel. Pro
tfidu On plati nasledujici indukéni princip, silnéjsi nez princip indukce pro pii-
rozené Cisla: dovoluje ucinit indukéni krok i pro limitn{ ordinaly.

3.5.14 Véta (o transfinitni indukci). Bud X C On tfida ordindlnich cisel
takovd, Ze pro kazdy ordindl o € On plati « € X — o € X. Potom X = On.

Diikaz. Pokud X C On, bud « nejmensi prvek tfidy On \ X. Pak pro kazdé
E<ajeée X, tj.aC X, aleneni a € X, spor. O

Transfinitni rekurze V matematice jsou bézné rizné rekurzivni konstrukce.
Typicky se v kazdém n-tém kroku (pro n piirozené) provadi néjaka stéile stejna
operace nad predchozimi kroky ¢ < n. DokdZeme vétu o transfinitni rekurzi,
ktera zobecnuje takové konstrukce rekurzi na t¥idu vSech ordinalnich &isel.
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Rekneme, 7e tfida F = {(z,y); o(x,y)} je (t¥idové) zobrazeni, pokud pro
kazdou mnozinu x existuje nanejvys jedna mnozina y tak, ze p(z,y). V tako-
vém piipadé piSeme F(z) = y. Ttidové zobrazeni F' definované na On je ordi-
ndlni funkce. Podobné jako u mnozinovych zobrazeni definovanych na néjakém
ordinélu, znacime tiidové ordindlni posloupnosti jako (zq;a € On).

3.5.15 Véta (o transfinitni rekurzi). Bud G tFidové zobrazeni. Potom ezistuje
jedind ordindlni funkce F takovd, Ze pro kaZdy ordindl o je F(a) = G(F | «).

Diikaz. Jednozna¢nost takové funkce F' se dokaZze indukci: v bodé o = 0 musi
byt F(0) = G(F | 0) = G(0), a jsou-li jiz znamy hodnoty F(£) pro £ < a, exis-
tuje jedina p¥ipustnd hodnota pro F(«). Definujeme tedy F jedinym moZnym
zpusobem: F'(a) = = pravé kdyz existuje a-posloupnost (z¢; € < «), pro kterou
(1) pro kazdé £ < a je ¢ = G((zy;n < &) a (i) z = G((z¢; € < @)).
Posloupnost spliiujici (i) muze existovat jen jedna, coz se dokadZe indukci:
pokud je (yg;§ < ) jina takova posloupnost, je z¢ = ye pro kazdé £ < a.
Hodnota F(«) = z je pak jednozna¢né uréena podminkou (ii), tedy F je funkce.
7 véty o indukci rovnéz plyne, Ze pro kazdé a € On takova posloupnost existuje,
takze F(a) je definovano pro kazdé o € On. O

3.5.16 Disledek. Bud X mnoZina a bud « ordindl. Je-li G funkce, kterd zob-
razuje posloupnosti v X délky < a do X, pak existuje jedind a-posloupnost
(xe; € < a) v mnoziné X takovd, Ze pro kazdé & < a je xe = G((zn;n < §)).

Ordinalni aritmetika Zavedli jsme pojem ordinédlniho ¢isla a ukézali jsme,
ze ordindly jsou pravé typy dobfe uspofadanych mnozin. Nyni ukdzeme, Ze s or-
dinédlnimi ¢isly lze rozumné pocitat: popiSeme ordinalni aritmetiku. Speciilné na
oboru pfirozenych ¢isel tak ziskdme model Peanovy aritmetiky v teorii mnozin.

3.5.17 Definice (ordinalni soudet). Pro ordinaly «, 8 polozme
(i) a+0=a
(i) a+(B+1) =(a+p)+1
(iii) o+ B = supg.za+§ pro B limitni.
3.5.18 Definice (ordinalni soudin). Pro ordinaly «, 8 polozme
(i) a-0=0
(i) a-(B+1)=(a-B) +a«
(iii) o~ B =supg g -§ pro B limitni.

Operace ordinalniho sou¢tu a soucinu maji nékteré vlastnosti znamé z ele-
mentarni aritmetiky. Indukci podle S lze napiiklad dokéazat, Zze operace o + (8
i a - jsou asociativni. Ani jedna z operaci v8ak neni komutativni, napriklad
l+w=sup,c,l+n=w#w+la2 - w=sup,c,2 N=wW#w-2=w+w.

Ordinaly jsme zavedli jako typy dobrych usporadani, nabizi se tedy otazka,
v jakém vztahu je ordinalni aritmetika k dobrym usporddanim.
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3.5.19 Definice. Budte (4,<4) a (B, <p) dvé navzajem disjunktni linearni
usporadani. Potom jejich sumou je nasledujici linearni usporadani na AU B: pro
x,y € AUB bud x < y pravé tehdy, kdyz je budto (i) z,y € A a © <4 y, nebo
(ii) z,y € Bax <p y, nebo (iii) z € A a x € B. Jejich produktem je nasledujici
linearni usporadani na A x B: pro (a1, b1), (az,b2) € Ax B bud (a1,b1) < (ag,bs)
pravé kdyz je budto (i) a1 <4 ag, nebo (ii) a; = ag a by <p be.

Snadno se ovéri, Ze suma i produkt linearnich usporadani je opét linearni, a
ze suma i produkt dobrych usporadani jsou opét dobré. MuZzeme obrazné fici,
%e suma A U B vznikne poloZenim uspofadani A a B za sebe (v tomto pofadi),
zatimco produkt A x B vznikne poloZenim nékolika kopii usporadani B za sebe,
totiz pro kazdy prvek mnoziny A jednou. Indukci se pak dokéze:

3.5.20 Véta. Pro kazdé dva ordindly o, 8 je ordindlni soucet o + B prdvé typ
dobrého uspordddni disjunktni sumy ({0} x a) U ({1} x B), a ordindlni soucin
- B je prave typ dobrého usporfdddni produktu 8 X .

3.5.21 Definice. Ordinalni funkce F' : On — On je normdlni, pravé kdyz je
neklesagici, tj. pro a < Bje a F(a) < F(B), a zaroveh spojitd,’ tj. pro (3 limitn{ je
F(B) = sup, g F(a). Analogicky se zavede normdlni posloupnost (za; o € On).

Operace ordinalniho sou¢tu a soucinu jsou piimo z definice normélnimi funk-
cemi druhého argumentu. Nasledujici véta fiké, ze kazdé normalni funkce mé
neomezené mnoho pevngch bodii.

3.5.22 Vé&ta. Bud F normdini funkce a bud o libovolny ordindl. Potom existuje
ordindlnt ¢islo 8 > «, pro které je F(B) = f5.

Diikaz. Bud «p = « dany ordinal. Zname-li jiz «,, polozme a,+1 = F(ay).
Funkce F' je neklesajici, je tedy ay+1 > an. Pokud je apy1 = F(an) = ay
pro néjaké n, jsme hotovi. V opa¢ném piipadé mame nekonecnou rostouci po-
sloupnost (ap;n € w). Pro ordindl § = sup o, je B > «, a ze spojitosti mame
F(pB) = sup,, F(an) = sup,, @n+1 = B. Navic 8 je nejmensi pevny bod > . O

Pro operace ordinalniho sou¢tu a soucinu to znamena, ze pro kazdé a existuje
neomezené mnoho takovych 3, ze a4+ = 3, a neomezené takovych, ze a- 3 = 3.

3.5.23 Cviceni. Napiste formuli zdkladniho jazyka teorie mnozin, ktera ¥ika,
ze « je tranzitivn{ mnozina; o je dobfe usporadana nalezenim; « je izolovany
ordinal; « je pfirozené ¢islo.

3.6 Prirozena dcisla

3.6.1 Véta. Ordindlni ndslednik, ordindlni soucet a ordindlni soucin priroze-
nych cisel je opét prirozené cislo. MnoZina w pFirozengch cisel opatrend témito
operacemi je modelem Peanovy aritmetiky.

Diikaz. Prvni tvrzeni ziskame snadno indukei pfimo z definice naslednika, souétu
a soudinu: je-li n izolovany ordinal sestévajici z izolovanych ordinali, ma nU{n}

6T¥ida ordinalnich &isel nese pFirozenou topologii, pii které jsou spojita prave takova zobra-
zeni, které respektuji suprema; to je divodem pro zavedeny nazev. Isolované a limitni ordinaly
jsou v této topologii pravé isolované a hromadné body. Topologii On se zabyvat nebudeme.
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tutéz vlastnost; podobné pro soucet n + 0 a dale indukci, podobné pro souéin.
Schema axiomu indukce plyne ihned z véty o indukci. Vlastnosti sou¢tu a souc¢inu
jsou zachyceny piimo v definici. Naslednik libovolného ordinalu je z definice
neprazdna mnozina, a je-li m U {m} = n U {n} pro né&jaka m,n € w, je nutné
m = n: jinak by muselo byt m € n a zaroveih n € m, coz neni mozné. O

Struktura N = (w, +,+,0,1, €) pfirozenych &isel tvoii tzv. standardni model
aritmetiky v teorii mnozin. Z véty o kompaktnosti vime, Ze aritmetika ma i jiné,
nestandardni modely. V kapitole o teorii modeld takovy model sestrojime.

3.6.2 Piiklad. Struktura pfirozenych ¢isel je odrazovym mistkem ke kon-
strukci dalsich tradi¢nich obort algebry. PopiSeme nejprve, jak z prirozenych
¢isel sestrojit okruh celych ¢isel.

Pro uspofadané dvojice (a,b), (¢,d) € N x N polozme (a,b) = (c,d) pravé
kdyz a +d = b+ ¢, kde + je s¢itani prirozenych &isel, tedy ordinalni soucet.
Snadno se ovéii, e relace = je ekvivalence.” Oznadme mnozinu ekvivalenénich
tiid jako Z, a pro [(a,d)], [(p, ¢)] € Z polozme

[(a,0)] ® [(p,q)] = [(a +p,b+ q)]
[(a,0)] @ [(p,q)] = [(ap + bq, ag + bp)]

Musime predné ukazat, Ze operace zavedené na ekvivalen¢nich tfidach nezavisi
na jejich reprezentantech; to jest, Zze pro (a,b) = (¢,d) a (p,q) = (r,s) je také
[(a,0)] & [(p, @)] = [(c,d)] & [(r,5)] a [(a,b)] @ [(p,q)] = [(¢,d)] @ [(r,s)]. To se
vSak snadno ovéii z definice.

UkaZzeme nejprve, Ze (Z, ®, ®) spolu s konstantami 0 = [(0,0)] a 1 = [(1,0)]
tvori komutativni okruh s jednotkou. Asociativita a komutativita operaci & a
® na Z plyne z asociativity a komutativity operaci na N. Pro kazdé [(a,b)] € Z
méame [(a,b)] ® [(0,0)] = [(a,b)], takZze O je neutralni vici @, a zaroven plati
[(a,0)] + [(b,a)] = [(a + b,b+ a)] = [(0,0)] = 0. Tedy (Z,®,0) je komutativni
grupa. Je také [(a,b)] ® [(1,0)] = [(a, )], takze 1 = [(1,0)] je neutralni vici ® a
(Z,®,1) je komutativni monoid. Distributivitu ® vaéi @ pfenechavame ¢tenaii.

Je-li [(a,b)] # 0 # [(p,q)], je a # b,p # q, a tedy ap + bq # aq + bp, takze
[(a,b)] ® [(p, q)] # 0. To znamena, 7%e okruh (Z,®, ®,0,1)] je oborem integrity.

Polozme dale [(a,b)] < [(p, q)] pravé kdyz a + g € p + b. Podobné jako vyse
se ovéri, ze definice < nezéavisi na volbé reprezentantii. Relace < je linearnim
usporadanim na Z, coz se ukaze z linearity uspofadani na N. Tim je okruh Z
rozdélen na kladn& z > 0 a zapornd z < 0. Pfitom proz <y jex ® z < y P z,
a pro z,y > 0 je také z ® y > 0. To znamena, Ze Z je usporadany okruh.

Zobrazeni n +— [(n,0)] je potom isomorfnim vnofenim (w,-+,*,0,1,€) do
(Z,®,®,0,1,<); obrazem N je pravé mnozina vSech nezapornych celych ¢isel.

3.6.3 Priklad. Popiseme konstrukei télesa QQ racionalnich ¢isel z oboru integrity
Z celych ¢isel. Obecné se jedna o algebraickou konstrukei podilového nadtélesa.

Pro usporadané dvojice (a,b), (¢,d) € Z x (Z \ {0}) polozme (a,b) = (¢, d)
pravé kdyz a @ d = b® ¢, kde ® je nasobeni celych ¢isel, zavedené vyse. Snadno

"Dvojice (a,b) budou hrét roli chybgjicich rozdiléi a —b. Je potom piirozené pozadovat, aby
napf. dvojice (3, 7) reprezentovala stejny objekt jako (5,9), coZ je pravé zavedena ekvivalence.
Operace na ekvivalenénich t¥idach jsou pak zavedeny pfirozenym zpisobem.
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se ovéri, ze = je relace ekvivalence.® Ozna¢me mnozinu ekvivalencnich tiid jako
Q, a pro [(a,b)], [(p, )] € Q polozme

[(a,0)]B[(p,q)] =[((ea®q) ® (p®b),b® q)]
[(a,0)] X [(p,q)] = [(a ®@p,b® q)]

Musime opét ukazat, Ze operace zavedené na ekvivalen¢nich tfidach nezavisi na
zvolenych reprezentantech; to v8ak plyne snadno z definice.

Ukazeme, ze (Q,H,X) spolu s konstantami 0 = [(0,1)] a 1 = [(1,1)], kde 0
a 1 znadi nulu a jednotku okruhu celych ¢isel, je komutativni téleso, do kterého
se okruh (Z,®, ®,0,1) isomorfné vnofuje.

Asociativita a komutativita operaci HH a X na Q plyne snadno z asociativity
a komutativity operaci na Z. Pro kazdé [(a,b)] € Q je [(a,b)]HI(0,1)] = [(a, b)],
takZe 0 je neutralni vadi H, a zaroven plati [(a,b)] + [(—a,b)] = [(0,1)] = O,
kde —a je opa¢ny prvek v (Z,®). Tedy (Q,H, 0) je komutativni grupa. Je také
[(a,b)] X [(1,1)] = [(a,b)], takze 1 = [(1,1)] je neutralni vadi X a (Q,X, 1) je
komutativni monoid. Navic pro [(a,b)] # 0 je [(a,b)] X [(b,a)] = 1, tedy kazdy
nenulovy prvek ma inverzni prvek vacéi nasobeni. Distributivita plyne snadno
z distributivity v Z. Struktura (Q,H,X,0,1) je tedy komutativni t&leso.

Polozime-li [(a,b)] < [(p, q)] pravé kdyZ a ® ¢ < p ® b, kde < je usporadani
celych ¢isel, ovéii se opét, Ze definice < nezalezi na zvolenych representantech,
zavadi linearni usporadani na Q, a Ze se jedna o usporadané téleso. Zaroven
usporadani (Q, <) je husteé.

Zobrazeni k — [(k, 1)] je potom isomorfnim vnofenim uspofadaného okruhu
(Z,®,®,0,1,<) do usporddaného télesa (Q,H, X, 0,1, <).

Zkonstruovali jsme okruh celych ¢isel a téleso racionélnich ¢isel v teorii mno-
zin. Algebraik pochopitelné nepracuje s racionalnimi ¢isly jako s ekvivalen¢nimi
tfidami dvojic celych ¢isel — dilezité je, Ze sestrojené obory maji vlastnosti,
které od nich ocekavame; vnitini podoba jejich prvkt nas pak trapit nemusi.

3.7 Axiom vybéru

3.7.1 Definice. Bud z neprazdna mnozina. Rekneme, 7e mnozina ¢ C Uz je
vgbérovd mnozina pro x, pokud pro kazdou neprazdnou y € z je mnozina cNy
jednoprvkové. Zobrazeni f : x — |Jx je vgbérovd funkce neboli selektor pro x,
pokud pro kazdou neprazdnou y € x je f(y) € y. Aziom vgbéru (AC) je pak
nasledujici tvrzeni: na kazdé mnoziné existuje vybérova funkce.

Axiom vybéru se od axiomu teorie ZF lisi v tom, Ze postuluje existenci
mnozin, aniz by popisoval, co pfesné maji byt jejich prvky, narozdil tfeba od
axiomu dvojice nebo potence. V tomto smyslu neni konstruktivni. Podle AC
napiiklad existuje vybérova funkce na P(R), kterou tézko explicitné popsat.

Pfijetim axiomu vybéru se teorie ZF rozgifuje do teorie ZFC. D4 se ukazat,
ze pokud je ZF bezesporné, je bezesporna i ZFC. Rikame, ze ZFC je relativné
bezespornd vaci ZF. Zaroven je relativné bezesporné i teorie ZF rozsitena o
negaci AC. To znamena, Ze teorie ZF neni tiiplna: AC je nerozhodnutelna formule.

8Dvojicemi (a,b) modelujeme zlomky a/b. Zavedena ekvivalence znamena pravé tolik, Ze
(a, b) reprezentuje tentyZ zlomek jako (c,d). Pro diikaz transitivity potfebujeme fakt, ze Z je
obor integrity; napfiklad v okruhu Z4 relace = neni transitivni.
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3.7.2 Véta. Nasledugici tvrzent jsou ekvivalentni:
(i

) Na kazdé mnoZiné existuje vybérovd funkce.

(ii) KaZdy systém navzdjem disjunktnich mnoZin md vgbérovou mnoZinu.
)
)

(iil) Neprdzdnyg soubor neprdzdnijch mnozin md neprdzdny kartézsky soucin.
(iv) Na kazdé mnoZiné existuje dobré uspordddni.
(v) Pro mnoZiny x,y existuje budto prosté vnoteni x do y nebo naopak.

Diikaz. (i <> ii) Bud z dana mnozina. Bez tjmy na obecnosti pfedpokladame, Ze
je neprazdna, a viechny y € z jsou neprazdné. Uvazme systém {{y} x y;y € x}.
To je systém navzajem disjunktnich mnozin, podle (ii) pro né&j tedy existuje vy-
bérova mnozina c. Ta je ovSem vybérovou funkci na x. Naopak, je-li x uvazovany
systém a f vybérova funkce na x, je ¢ = rng(f) vybérovd mnoZina pro x.

(i +» iil) Bud z neprazdna mnoZina sestavajici z neprazdnych y € x. Potom
prvky kartézského soucinu [ {y;y € x} jsou pravé selektory na z.

(i + iv) Bud z dana mnozina a bud § ordinal, ktery nelze prostou funkei
zobrazit do x. Takovy ordinal musi existovat, nebot On je vlastni t¥ida. Bud
f vybérova funkce na mnoziné P(z) \ {#}. Ordinalni indukci pak definujeme
funkei g : § — x tak, Ze g(a) = f(x\ g[a]), dokud je mnoZina x \ g[a] neprazdna.
Funkce g je z definice prosta, takZe pro néjaké a < § musi byt « \ g[a] prazdna.
Pak ale g [ a : a — x je prosté zobrazeni o na x, které na mnoziné x indukuje
dobré uspotadani typu a. Je-li naopak < dobré uspofadani mnoziny |Jz, je
f(y) = min y vybérova funkce na z.

(iv «» v) Pokud se mnoZiny z,y daji dobfe usporadat, zvolme négjaka jejich
dobra uspofadani. Potom podle 3.5.4 mame bud'to vnofeni  do y (piSme z < y)
nebo y = z. Naopak, pokud je § ordinal takovy, Ze 6 Z z, je podle (v) nutné
x = §, takZe mnozina x nese dobré usporadéani typu < 4. O

V dalsim zformulujeme t¥i principy mazimality, ¢asto pouzivané v ruznych
partiich matematiky, a ukaZeme, Ze jsou ekvivalentni s axiomem vybéru.

3.7.3 Definice. Systém A C P(X) je koneéného charakteru, pokud pro kazdou
A C X je A€ A pravé kdyz plati B € A pro vSechny kone¢né B C A.

Pro systém A kone¢ného charakteru plati pii B C A € A také B € A.

Systémy kone¢ného charakteru se v matematice ptirozené vyskytuji, napii-
klad systém linearné nezévislych podmnozin vektorového prostoru, systém fe-
tézct v dané usporadané mnoziné ¢i systém splnitelnycch teorii v daném jazyce.

3.7.4 Lemma (Tukey). Je-li A C P(X) systém konecného charakteru, pak pro
kazdou mnozinu A € A existuje Y D A, kterd je mazimdlni v (A, C).

7 Tukeyova lemmatu ihned plyne tvrzeni Lindenbaumovy véty 2.4.16: kazda
bezesporné teorie ma bezesporné zuplnéni. Bezesporné teorie tvori systém ko-
ne¢ného charakteru, a tplna teorie je pravé maximélni bezesporna.

3.7.5 Lemma (Hausdorfl). Kazdé uspoidddni obsahuje maximdlni fetézec.
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Maximalni Fetézec je takova linearné usporadand podmnozina C' C (X, <),
kterou nelze rozsitit do zadné vétsi linearné uspoirddané D D C. Ekvivalentné,
fetézec C' C X je maximalni pravé kdyz pro kazdy prvek = € X porovnatelny se
viemi y € C je x € C. Specialng nejmensi a nejvétsi prvek usporadani (X, <),
pokud existuji, musi lezet v kazdém maximéalnim fetézci.

3.7.6 Lemma (Zorn). Bud (X, <) usporddand mnoZina, ve které kaZdy Fetézec
md horni mez. Potom pro kaZdé x € X existuje mazimdlni prvek y > x.

3.7.7 Véta. Kazdé z ndsledujicich tvrzeni je ekvivalentni s ariomem vijbéru:
(vi) Tukeyovo lemma.

(vil) Hausdorffovo lemma.

(viil) Zornovo lemma.

Diikaz. (iv — vi) Bud A C P(X) systém kone¢ného charakteru a bud A € A.
Nosna mnozina X méa podle (iv) n&jaké dobré uspofadani {z,; o < k}. Polozme
Yo = A, a dale indukei: pokud je Y, U{z,} € A, bud Y,41 =Y, U{z,}, jinak
bud Y,11 = Ya; pro 8 < & limitni bud Yz = {J, . 5 Ya; nakonec polozme Y =
Ua<r Yo. Zfejmé Y D A, zbyva ukazat, ze Y je maximalni v A. Pfedné kazda
Y, € A: pro isolované ordinaly z definice, pro limitni ordinaly diky tomu, ze A
je kone¢ného charakteru. Ze stejného divodu je Y € A, nebot kazda konecné
K C Y je podmnozinou néjaké Y, a tedy K € A. Zaroveii je Y € A maximalni:
kdyby Y € Z € A, bud z, € Z\Y prvni ve zvoleném ocislovani. Potom je
YoU{za} C Z € A, tedy také Y, U{z,} € A, ¢ili Yo,U{z,} = Yaq11 C Y, spor.

(vi — vii) Bud (X, <) dané uspofadani. Systém vSech Fetézcti v X je koned-
ného charakteru: je-li A C X Fetézec, je i kazdé B C A fetézec, a naopak pokud
A neni fetézec, jsou n&jaké x,y € A neporovnatelné, takze koneéna {x,y} C A
neni fetézec. Podle (vi) méa pak systém Fetézct maximalni prvek.

(vii — viil) Bud (X, <) uspofadand mnozina a = € X dany prvek. Pokud
kazdy fetézec v X ma horni mez, méa horni mnozina (z,—) = {y € X;y > z}
tutéz vlastnost. Podle (vii) existuje v (z, —) maximalni fetézec C; ten obsahuje
x, jinak neni maximéalni. Je-li potom y horni mez C, je y > x maximalni v (X, <):
kdyby z > y pro né&jaké z, bylo by C'U {z} prodlouzeni maximélniho Fetézce C.

(viii — vi) Je-li A C P(X) systém kone¢ného charakteru, pak pro kazdy
fetézec C C A je takeé |JC € A. Tedy kazdy fetézec v A ma horni mez. Nad
zvolenym A € A tedy podle Zornova lemmatu existuje maximalni Y € A.

(vili — ii) Je-li  dany systém neprazdnych, navzajem disjunktnich mnoZin,
bud § mnoZina é&istecngich selektord na x, tj. mnozin ¢ C | Jx takovych, Ze pro
kazdou y € x je ¢ Ny nejvyse jednoprvkova. Pak (S, C) spliuje predpoklady
Zornova lemmatu, a kazdad maximélni ¢ € S je vybérovou mnozinou pro x. [
3.7.8 Véta. Kazdé z ndsledujicich tvrzend je dusledkem aziomu vijbéru.

(a) Kazdd bezespornd teorie md bezesporné zuplnénd.

(b) Kazdé uspoidaddani md linedrni rozsirent.

(¢) Kazdy vektorovy prostor md bdzi.
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Diikaz. (a) Systém vSech bezespornych teorii (v daném jazyce) je kone¢ného
charakteru, nebot pfipadny spor v teorii je dokazatelny uz z néjaké jeji koneéné
Casti. Pritom uplna teorie je pravé maximélni bezesporna. Tvrzeni tedy plyne
z Tukeyova lemmatu. (b) Linearni rozsifeni daného usporadani (X, <) je podle
3.4.11 pravé maximélni prvek nad < v systému (X, C) vSech usporadani na
X. Snadno se ovéti, Ze kazdy Fetézec C C X ma horni mez | JC € X. Hledané
rozsifent tedy existuje podle Zornova lemmatu. (¢) Systém linearné nezavislych
podmnoZin daného prostoru je kone¢ného charakteru, nebot o pf¥ipadné linearni
zévislosti svédéi uz néjakéa konecna ¢ast. Pritom béze je pravé maximalni linedrné
nezéavisla podmnozina. Existence tedy plyne z Tukeyova lemmatu. O

3.7.9 Véta. AC plati pravé kdyz kazdy sowvisly graf md kostru.

Dikaz. Bud G = (V, E) souvisly graf. Pro stromy S,T C G polozme S < T
pokud S C T je podgraf. Systém vSech stromt G usporadany touto relaci spliiuje
predpoklady Zornova lemmatu: snadno se ukéze, Ze sjednoceni Tetezce stromi
je strom. To znamené, Ze existuje maximélni strom 7" C G. Takovy ale nutné
obsahuje v8echny vrcholy, nebot G je souvisly. Tedy T je kostrou G.

V opa¢ném sméru ukizeme, ze pro kazdy systém neprézdnych mnozin exis-
tuje vybérova mnozina. Bud A = {A;;i € I} takovy systém; miZeme pfedpo-
kladat, Ze mnoziny A; jsou navzajem disjunktni. PopiSeme graf G = (V, E). Bud
V =UAU{y;, 2;;i € [} U{z}, kde z,y;, 2 & |JA jsou ngjaké navzajem riizné
mnoziny, a polozme E = {xy;;i € I} U {ay;,az;;a € A;}. Potom G = (V, E)
je souvisly graf, podle predpokladu tedy mé néjakou kostru (T, F) C (V, E).
Snadno se nahlédne, ze kazda xy; € F, ze v kazdé mnoziné A; existuje pravé
jeden prvek a; € A; takovy, Ze ay;,az; € F, a Ze pro kazdé a € A; \ {a;} je
ay; € F pravé kdyz az; ¢ F. Potom {a;;i € I'} je vibérova mnozina pro A. O

3.7.10 Véta. AC plati privé kdyz kaZdd mnoZina nese grupovou operaci.

Diikaz. Bud X libovolné neprazdna mnozina. Sta¢i najit grupu mohutnosti | X|.
Pro X kone¢nou mame cyklickou grupu Z,x|. Pro X nekonecnou ma mnoZina
[X]<“ mohutnost |X| a nese pfirozenou grupovou operaci symetrické diference.

Necht naopak kazda mnoZina nese grupovou operaci. Je-li X neprazdna,
najdeme pro ni dobré usporadani. Bud § n&jaky ordinal, ktery se nevnoruje do
X; takovy nutné existuje, nebot On je vlastni t¥ida. Podle pfedpokladu existuje
na mnoziné G = X U J néjakd grupova operace, zna¢me ji kratce ab € G.
Pro kazdé x € G je zobrazeni a — xa injektivni, nebot p¥i xa = zb je a =
z7'za = x7'xb = b. Speciilné pro kazdé x € X musi existovat néjaké a € §
tak, Ze za € 4, jinak by o — za bylo vnofeni 6 do X. Pro x € X bud f(x)
lexikograficky prvni par («,8) € 0 x & takovy, ze xa = 8 € 0. Zobrazeni f je
pak vnofenim X do § x d, nebot pii f(x) = (o, 8) = f(y) je za = f = ya, takze
x =y jako vySe. Mnozina X tak dédi dobré uspofadéani typu < ¢ x 4. O

3.7.11 Cviceni. Napiste axiom vybéru v zékladnim jazyce teorie mnozin.

3.7.12 Cviceni. Ukaite, Ze nasledujici tvrzeni je ekvivalentni s axiomem vy-
béru: pro kazdou neprazdnou mnozinu X a kazdé zobrazeni f : X — Y existuje
zobrazeni g : Y — X takové, ze fogo f = f.

3.7.13 Cviceni. Linearni usporadani je dobré, pravé kdyz neobsahuje neko-
necnou klesajici posloupnost 1 > xo > -+ > 2, > Tpg1 > ...
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3.7.14 Cviceni. Popiste néjaka linearni rozsifeni (2¢,C) a (P(N), Q).

3.7.15 Cviceni. Usporadani < mnoziny X je definovatelné, pokud existuje
formule ¢(z,y) jazyka teorie mnozin tak, Ze pro x,y € X je < y pravé kdyz
o(x,y). Definujte formuli néjaké dobré usporadani mnoziny redlnych &isel.

3.8 Kardinalni ¢isla

Mohutnosti Pojem vzajemné jednozna¢ného zobrazeni je klicem k porovna-
vani mnozin podle mohutnosti — mnoziny, mezi kterymi existuje bijekce, maji
v dobrém smyslu ,,stejné prvka“, aniz bychom zatim hovorili o jejich ,,poétu®.

3.8.1 Definice. Pokud existuje bijekce f : A — B, fekneme, ze A a B maji
stejnou mohutnost a piSeme A ~ B. Existuje-li prosté zobrazeni z A do B,
fekneme, Ze A mé nanejvys takovou mohutnost jako B, a piseme A =< B. Pokud
existuje prosté zobrazeni z A do B, ale zadné zobrazeni z A na B, fekneme, Ze
mnozina A méa mensi mohutnost nez B, a piSeme A < B.

3.8.2 Piiklad. (a) Funkce f(n) = 2n je prosté zobrazeni N na mnoZzinu sudych
¢isel, takze mnozina pfirozenych &isel ma stejnou mohutnost jako jeji vlastni
¢ast. (b) Kazdé dva oteviené intervaly na realné piimce maji stejnou mohutnost.
(c) Funkce arctg : R — (=3, 3) je bijekce, takze interval (—7, 5 ) mé stejnou
mohutnost jako redlna piimka. Tutéz vlastnost méa potom i kazdy jiny interval.

Tyto piiklady by nas mély varovat. S pojmy mensi a stejné mohutnosti
musime zachéazet opatrné: nejprve je tfeba ukazat, Ze maji vlastnosti, které od
nich o¢ekavame. Kazda mnozina je bijektivni sama se sebou; je-li f bijekce z A
na B, je f~! bijekce z B na A; a slozeni bijekci je bijekce. Tedy relace A ~ B
je reflexivni, symetrickd a transitivni, neboli je ekvivalenci mezi mnozinami.

Podobné bychom radi dokazali, ze A < B je (t¥idové) usporadani. Reflexivita
a transitivita je zfejmé. Slaba antisymetrie je zaru¢ena nasledujici vétou.

3.8.3 Véta (Cantor, Bernstein). Pokud existuje prosté zobrazeni z A do B, a
zdroven, existuje prosté zobrazeni z B do A, pak existuje bijekce mezi A a B.
Jingmi slovy, je-li A= B a B=< A, je A~ B.

Dikaz. Budte f: A — B a g: B — A prosté funkce. Potom sloZené funkce

g o f je prosté zobrazeni A na g[f[A]] C g[B] C A. Bez Gjmy na obecnosti tedy

sta¢i dokézat nasledujici: je-li Ag D By D A; a Ag = A1, pak je také Ay =~ By.
Bud tedy f: Ag ~ A; bijekce a Ag D By D A;. Polozme dale

An+1 - f[An]a Bn+1 = f[Bn}

Potom pro kazdé n € w jsou mnoziny A, \ By, a A,t1\Bnt1 navzajem disjunktni
a bijektivni; podobné B, \ 4, jsou disjunktni navzajem i se viemi A, \ B,.
Polozime-li tedy g(x) = f(z) pro € U, ¢, (An \ Bn) a g(z) = z jinak, je tim
definovano zobrazeni g : Ag — Bp. Snadno se ovéfi, Ze g je bijekce. O

3.8.4 Definice. Mnozina, ktera je bijektivni s néjakym pfirozenym c¢islem, je
konecnd; v opa¢ném piipadé je nekonecnd. Nekoneéna mnozina, ktera je bijek-
tivni s mnozinou ptirozenych &isel, je spocetnd; v opacném piipadé je nespocetnd.
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3.8.5 Priklad. (a) Isolovany ordinal w + 1 je spoetna mnozina. Sta¢i polozit
flw) =0a f(n) = n+1pron € wa mame bijekci mezi w U {w} a jeho
ordindlnim predchidcem w. Podobné se ukaze, ze kazdy ordindlni néslednik
spocetného ordinalu je spocetny, takze vSechny ordindly w + n jsou spocetné.
(b) Limitn{ ordinalni ¢islo w + w = 2w je rovnéZz spofetné, staci poslat sudé 2n
nan € w a liché 2n + 1 na w + n. Podobné se nahlédne, Ze také 3w a obecné
kazdy ordinal tvaru kw je spocetny. (¢) Prosté zobrazeni z w do w X w najdeme
trivialng, a g(m,n) = 2™ - 3" je prosté zobrazeni z w x w do w. Podle Cantor-
Bernsteinovy véty je tedy w X w spoetnd mnozina. Indukei se nyni snadno
piedvede, Ze viechny ordinly tvaru w* jsou spocetné. (d) Z a Q jsou spocetné.

3.8.6 Véta. Sjednoceni konecné mnoha konecngch mnozin je koneéné. Sjedno-
cent spocetné mnoha nanejvys spocetnijch mnozin je spocetné.

3.8.7 Priklad. (a) Viechny mnoziny w* jsou spocetné, tedy i jejich spocetné
sjednoceni w<“ = J;c,, w” je spocetnd mnozina. Existuje tedy jen spocetnd
mnoho kone¢nych posloupnosti pfirozenych ¢&isel.

(b) Je-li A kone¢na nebo nejvyse spocetna abeceda, pak kazda konecna po-
sloupnost prvki z A je slovo nad A. Jazyk je potom jakakoli mnozina takovych
slov. Kazdy jazyk nad spocetnou abecedou je tedy spocetny.

(¢) Polynomu daného stupné n s celo¢iselnymi koeficienty je pravé tolik jako
n-tic celych ¢isel (koeficientti), tedy spocetné mnoho. Pro kazdy stupen n € w
je tedy mnozina P,, v8ech polynomi s celo¢iselnymi koeficienty spocetna, takze
i mnozina P = |JP,, polynomi viech stupit je spodetna.

(d) Reélné ¢islo, které je kofenem néjakého realného polynomu s celoéisel-
nymi koeficienty, je algebraické; jinak je transcendentni. Z¥ejmé kazdé racionalni
¢islo je algebraické. Cislo V2 je jak znamo iraciondlni, ale je algebraické, nebot
je kofenem polynomu 22 — 2. Podle (c) je viech polynomi s celo¢iselnymi koe-
ficienty jen spocetné mnoho, a podle zndmé véty z algebry ma kazdy z nich jen
koneéné mnoho kofenti, totiz nejvyse tolik, kolik je jeho stupen. Tedy algebraic-
kych &isel je jen spocetné mnoho.

3.8.8 Vé&ta (Cantor). Pro kaZdou mnoZinu x je x < P(z).

Diikaz. Zobrazeni svédéici o x < P(z) najdeme snadno, naptiklad y — {y}.
Zbyva ukazat, Ze neexistuje zadné zobrazeni mnoziny  na potenci P(z). Doka-
Zeme to sporem: bud f : x — P(x) takové zobrazeni. V tom piipadé poloZzme
z={yex;yé¢ f(y)} C x. Podle predpokladu je z = f(y) pro n&jaké y € x;
ptejme se, jestli je y € f(y). Pokud y € f(y) = z, je z definice y ¢ f(y). Pokud
y ¢ f(y), je z definice y € z = f(y). V kazdém pFipadé dostavame spor. O
Kardinalni ¢isla Pomoci prostych zobrazeni mizeme porovnévat mohutnosti
mnozin, aniz bychom tyto mohutnost vyjadfovali néjakym c¢islem udéavajicim
»pocet prvkia.“ Je uziteéné si uvédomit, ze pojem stejné mohutnosti je zaklad-
néjsi nez pojem ¢isla, které tuto mohutnost reprezentuje. Zavedeme nyni kardi-
nalni ¢isla jako reprezentanty mohutnosti.

3.8.9 Definice. Ordinalni ¢islo « je kardindl, pokud neni bijektivni s zadnym
ordinalem S < a. Pro mnozinu z je || = min {& € On; x ~ a} jeji mohutnost.

Pracujeme v teorii ZFC, takZze kazda mnozina se da dobfe uspotfadat, a
je tedy bijektivni s alesponi jednim ordinalem. To znamené, Ze mohutnost |z|
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je dobfe definovana pro vSechny mnoziny. Navzajem bijektivni mnoZiny x ~ y
maji z definice stejnou mohutnost |z| = |y|. V tomto smyslu jsou kardinalni ¢isla
reprezentanti mohutnosti. Kardinaly budeme obvykle znacit pismeny &, A, i, . . .
z prostifedku Fecké abecedy, a C'n bude znacit t¥idu vS8ech kardinalnich ¢&isel.

3.8.10 Lemma. (i) Kazdé prirozené éislo je kardindl. (ii) Je-li A mnoZina kar-
dindld, je také |J A kardindl. (i) Ordinding ¢islo w je kardindl. (iv) Nekonecné
kardindlni ¢islo je nutné limitni ordindl.

Diikaz. (i) Pro n = 0 neni co dokazovat. Déle pokra¢ujeme indukci: je-li n € w
kardinal, je také n U {n} kardinal. Pokud ne, pak pro néjaké m < n existuje
bijekce f : m U {m} ~ nU{n}. Je-li f(m) = n, mame f | m : m = n, spor.
Je-li f(m)=j < n, musi byt f(i) = n pro n&jaké i < m. Pak ale stac¢i polozit
g(i) = j a g(k) = k pro ostatni k < m a mame bijekci g : m = n, spor.

(ii) Bud A mnozina kardinalt. Vime, Ze |J A je ordinal, supremum mnoZiny
A v dobrém usporadani t¥idy On. Pokud | J A nenf kardinal, pak existuje bijekce
f: B =~ JA pro ngjaké g < |JA. V tom pfipadé je 8 < « pro ndjaké a € A,
nebot | JA = sup A. Podle Cantor-Bernsteinovy véty je potom /3 & «, spor.

(iii) plyne z (i) a (ii), nebot w = supw je supremum mnoZiny kardinala.

(iv) Bud aU{a} nekoneény kardinél. To znamena, ze o > w. Polozme f(a) =
0, f(n) =n+1lpron € w,a f(B) prow < 8 < «. Snadno se ovéri, Ze f je bijekce
a U {a} na a, spor. Kardinal tedy nemuZe byt ordinalnim naslednikem. O

Uvédomme si rozdil mezi ideou ordinalniho a kardinalniho ¢isla. Ordinalni
&isla jsou reprezentanti dobrych usporadani (viz véta 3.5.10), kdezto kardinaln{
¢isla jsou reprezentanti velikosti. Naptiklad spo¢etnou mnozinu lze usporadat
podle typu w nebo w + w nebo jiného spocetného ordinalu, coZ jsou navzajem
ruzna uspofadani, jejich mohutnost je vSak stejna, totiz spocetna.

Na pfirozenych ¢islech, tj. koneénych kardinélech, pfedstava mohutnosti a
dobrého usporadani splyvaji. Podle 3.7.13 je linearni usporadani dobré pravé
tehdy, kdyz neobsahuje nekone¢nou klesajici posloupnost. Z toho plyne, ze kazdé
linearni usporadani kone¢né mnoziny je dobré. Podle 3.5.10 jsou tedy vSechna
linearni usporadani kone¢né mnoziny navzajem isomorfni. To znamena, Ze priro-
zené ¢islo n € w lze linearné usporadat jedinym zpisobem (aZ na isomorfismus),
totiz podle ordinalniho typu n, ktery je zaroven jeho mohutnosti.

3.8.11 Cvic¢eni. Pro funkci f : X — X z konetné mnoziny X do sebe jsou
nasledujici podminky ekvivalentni: (i) f je prosta (ii) f je na (iii) f je bijekce.

3.8.12 Cviceni. (a) Popiste néjakou bijekci z w X w na w. (b) Pro bijekci
f(z) =2/32[0,1] na|0,1/3] C [0,1/2) C [0, 1] popiste bijekei g : [0, 1] ~ [0,1/2)
tak jak je sestrojena v dikaze Cantorovy-Bernsteinovy véty a nakreslete jeji graf.

3.8.13 Cviceni. Trivialné plati 2 < w®. Ukazte, ze plati i opa¢na nerovnost.
(Navod: funkéni hodnoty z w lze binarné koédovat hodnotami z {0, 1}.)

3.8.14 Cviceni. (a) Kazdy systém neprazdnych, otevienych, navzajem dis-
junktnich intervali v R je nanejvys spoletny. (b) KaZda monoténni realna
funkce ma nanejvys spocetné mnoho bodi nespojitosti. (¢) Kazda realna funkce
ma nanejvys spofetné mnoho ostrych lokalnich extrém.

3.8.15 Cvi€eni. (a) Mnozina X je T-konecnd pravé kdyz kazdy neprazdny
systém A C P(X) obsahuje maximalni prvek, tj. mnoZzinu A € A takovou, Ze pro
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zadnou B € Aneni A C Ba A # B.V opatném piipadeé je T-nekonecnd. Ukazte,
7e kazdé prirozené &islo je T-koneéna mnozina; kardinalni ¢islo w je T-nekoneéna
mnozina; kazda kone¢na mnozina je T-kone¢né; kazda nekoneéna mnozina je T-
nekone¢na. (b) Mnozina je D-konecnd, pokud neni bijektivni s Zadnou svou
vlastni ¢asti. Ukazte, Ze mnozina je konecné pravé tehdy, kdyz je D-koneéna. To
jsou dva zptisoby, jak zavést pojem konec¢nosti bez pojmu ¢&isla.

3.8.16 Cviceni. Popiste néjakou mnozinu A C R, pro kterou je N < A <R —
nebo ukazte, ze zadna takovad mnoZzina neexistuje.

3.9 Filtry a idealy

3.9.1 Definice. Bud X nepréazdna. Neprazdny systém F C P(X) je filtr na
X, pokud pro A,Be Fje ANB € Fapro Ae F,AC B je B € F. Jinymi
slovy, filtr na X je horni, dold usmérnéna mnozina v uspotradani (P(X), C).

Filtr je zptsob, jak zachytit predstavu ,velké* podmnoziny: celd mnoZina
je velka, prazdné nikoli; prunik dvou velkych mnozin je stale velky, a mnozina
veétsi nez néjaka velka je sama velkd. Volbou raznych filtra pak zkoumame rizné
pojmy ,velikosti* podmnozin. Definice vylu¢uje nezajimavy piipad F = P(X).
Uvazujeme pouze vlastnd filtry, spliujici ) ¢ F.

3.9.2 Priklad. (a) Pro pevné zvolenou A C X je F = {B C X; A C B} filtr
na X. Filtry tohoto typu jsou hlavn? filtry. Krajnimi pfipady jsou trividlni filtr
{X} afiltry tvaru {B C X;x € B} pro néjaké z € X.

(b) Systém F = {A CN;N\ A je konetna} je netrividlnim filtrem na N,
nazyva se Fréchetiv filtr. Vskutku, F neni tvaru {B C N; A C B} pro zadnou
AC N:jeli Ae F,pak také B= A\ {min A} € F, pfitom A  B.

(¢) Bud F filtr na N. Rekneme, Ze &islo a € R je F-limitou posloupnosti (ay, ),
pokud pro kazdé € > 0 je {n € N;|a,, —a| < ¢} € F. Klasicky pojem limity je
pak pravé F-limita podle Fréchetova filtru.

(d) Systém mnozin A C R, které obsahuji ¢islo 0 i s né&jakym otevienym
intervalem, tvori filtr na R, ktery neni hlavni: zadna A z filtru neni podmno-
zinou vSech ostatnich. Tento filtr se nazyva filtr okoli nuly. Obecnéji v kazdém
topologickém prostoru X tvofi okoli zvoleného bodu filtr na X.

3.9.3 Definice. Bud X né&jaka neprazdna mnoZina. Systém Z C P(X) je idedl
na X, pokud pro A,B € 7 je také AUB €Z apro AC BeZjetaké A€ T.
Jinymi slovy, ideél je nahoru usmérnéna dolni mnozina v (P(X), C).

Pojem ideélu je duélni k pojmu filtru: tak jako filtr zachycuje predstavu o
»velkych® podmnozinach, zachycuje ideal predstavu ,,malych” podmnozin. Na-
priklad konefné podmnoziny dané mnoziny X tvori ideal F'in(X), nebo prosté
Fin v ptipadé Fin(N). Ideal Fin je dualni k Fréchetovu filtru.

3.9.4 Cvi€eni. F je filtr na X pravé kdyz F. = {X \ F; F € F} je idedl, a
naopak Z je ideal na X pravé kdyz Z* = {X \ I; I € Z} je filtr. Takové filtry a
idealy jsou navzajem dudini.

3.9.5 Piiklad. Harmonicka rada ) {%, n e N} jak znamo diverguje. Sumacni
idedl Z1 na P(N) sestava z téch mnozin A C N, pro které 3 {1;n € A} kon-
verguje. Idedl Z1 D Fiin rozifuje Fréchetiv ideal o nékteré nekonetné mnoziny.
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3.9.6 Cviceni. Pro mnozinu A C N uvazme posloupnost |[AN{0,1,...,n}|/n.
To je posloupnost realnych ¢isel z intervalu [0, 1]. Ma-li tato posloupnost limitu
d(A), fekneme, 7Ze mnozina A ma hustotu d(A). Napiiklad kazda koneéna mno-
Zina mé nulovou hustotu, mnoZina sudych ¢isel méa hustotu 1/2, a kazda neko-
nefné aritmetickd posloupnost s diferenci k¥ ma hustotu 1/k. Existuji i mnoZiny,
které hustotu nemaji. Uvazte systém Z v8ech podmnozin A C N s nulovou
hustotou. Ukazte, ze Z je ideal na P(N). Pat¥i mnoZina prvocisel do Z7

3.9.7 Cviceni. Uvazte systém W vSech podmnozin A C N, které obsahuji jen
aritmetické posloupnosti omezené délky. Napiiklad mnozina {2";n € N} obsa-
huje jen aritmetické posloupnosti délky 2, a padne tedy do W. Naopak mnozina
sudych ¢isel obsahuje aritmetické posloupnosti libovolné kone¢né délky. D4 se
ukazat, Ze systém W je ideal na P(N): je zfejmé uzavien na podmnoZiny, obsa-
huje prazdnou mnozinu, a neobsahuje N; uzavienost na sjednocenti je tvrzeni van
der Waerdenovy véty z algebry. Podle Szemerediho véty je W C Z, tedy kazda
mnozina s nenulovou hustotou obsahuje aritmetickou posloupnost libovolné ko-
netné délky. Opacna inkluze neplati, jak ukazuje jiz mnozina (J[n®,n® + n).
Patfi mnozina prvocisel do W?
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Kapitola 4

Booleovy algebry

Booleovy algebry zavedl G. Boole v pili devatenactého stoleti jako algebraickou
strukturu vhodnou pro matematicky popis chovani vyrokovych spojek. Postupné
se ukazalo, ze Booleovy algebry jsou relevantni nejen pro logiku, ale Ze se pfi-
rozené vyskytuji v teorii mnozin, topologii, informatice, analyze, teorii miry a
jinde. Zakladni literaturou pro hlubsi studium Booleovych algeber je [HBA].

4.1 Booleovské operace

4.1.1 Definice. Booleova algebra je struktura B = (B, A,V,—,0,1), kde B je
neprazdnd mnozina, opatfend binarnimi operacemi A (prisek) a V (spojeni),
unarni operaci — (komplement) a konstantami 0 a 1, pficemz plati:

zANl=2 zVO0==z
zNAN—2z=0 zV-z=1
TANy=yNx xzVy=yvVze
cA(yAz)=(xAy)ANz aV(yVz)=(xVy)Vz
zAyVz)=(@Ay)V(eAz) zV(yAz)=(@Vy A(zVz)

Operace pruseku a spojeni jsou komutativni, asociativni, navzajem distri-
butivni, a prvky 0 a 1 jsou vucéi operacim V a A neutrdlni. Diky asociativité a
komutativité miazeme pro koneénou {z1,...,x,} C B psat struéné z1 A... Az,
axi V...V, bez zavorek a bez ohledu na pofadi. Misto x A —y budeme psat
stru¢éné z — y. Mnozinu B\ {0} nenulovych prvki algebry B budeme znacit B+.

Jednoprvkova mnozina s operacemi definovanymi jedinym moznym zptiso-
bem zfejmé spliiuje vSechny vysSe uvedené axiomy, je vSak zcela nezajimava.
Budeme uvazovat jen nedegenerované algebry, splitujici 0 # 1.

4.1.2 Priklad. Nejjednodussi Booleovou algebrou je dvouprvkovd mnozina
{0,1}, kde operace se chovaji jako vyrokové spojky, hledime-li na 0 a 1 jako
na pravdivostni hodnoty. Tuto algebru budeme oznacovat strucné 2.

Mnozina 2" tvofend vSemi n-bitovymi posloupnostmi je Booleovou algebrou
vii¢i operacim definovanym po slozkdch: v posloupnosti z Ay € 2" stoji na i-tém
misté hodnota x; A y;, a podobné definujeme i ostatni operace. Tedy naptiklad
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v algebie 2° je 10110A01010 = 00010, 1011001010 = 11111 a —10110 = 01001.
Snadno se ovéri, Ze tato struktura spliiuje Booleovské axiomy. Existuji tedy
Booleovy algebry neomezené velkych kone¢nych mohutnosti. Pozdé&ji ukazeme,
ze kone¢né Booleovy algebry jsou pravé tvaru 2™.

4.1.3 Piiklad. (a) Je-li X neprazdna mnoZina, pak mnozina P(X) vSech jejich
podmnozin tvoii via¢i obvyklym mnoZinovym operacim pruniku, sjednoceni a
dopliitku Booleovu algebru, takzvanou potencni algebru mnoziny X.

(b) Bud X libovolna neprazdna mnoZzina. Potom systém vSech téch podmno-
zin mnoziny X, které jsou bud'to kone¢né, nebo maji kone¢ny doplnék, tvori viéi
obvyklym mnoZzinovym operacim Booleovu algebru. Existuji tedy Booleovy al-
gebry vSech nekoneénych mohutnosti.

(¢) Je-li (X, <) linearni uspofadani, uvazme polouzaviené intervaly tvart
[x,y) a [z,—) a (+,y). Systém vSech kone¢nych sjednoceni takovych intervala
tvofi spolu s mnozinovymi operacemi intervalovou algebru linearniho usporadani
(X, <), kterou budeme znacit Int(X, <).

Algebry z predchoziho piikladu sestavaji z podmnozin néjaké predem dané
mnoziny, a operace na nich jsou obvyklé mnozinové operace. Takové algebry
nazyvame algebry mnozin. Pozdéji dokdZeme Stoneovu vétu o reprezentaci, podle
které je kazda Booleova algebra isomorfni s néjakou algebrou mnozin.

4.1.4 Piiklad. Bud X topologicky prostor. (a) Mnozina U C X je obojetnd,
je-li soucasné oteviend i uzaviena. Systém CO(X) vSech obojetnych podmno-
zin pak tvofi algebru mnozin. Tato algebra je triviadlni pravé kdyz prostor X
je souvisly. (b) Podmnozina U C X je reguldrni oteviend, pokud je vnitikem
svého uzéavéru. Soubor RO(X) v8ech regularnich otevienych mnoZin pak tvori
Booleovu algebru, definujeme-li operace néasledovné. Spojenim U V V je vnitiek
uzévéru mnoziny U U V; prisekem U AV je pranik U N'V'; Booleovskym doplii-
kem U je vnitiek mnoziny X \ U. Algebra RO(X) neni algebrou mnozin, nebot
Booleovské operace nesplyvaji s mnozinovymi operacemi.

4.1.5 Priklad. Bud A mnoZina vyrokovych proménnych. Pro vyrokovou for-
muli ¢ nad A bud [p] = {o;F ¢ < o} jeji ekvivalencni tiida. Na mnoZing t&chto
ekvivalen¢nich tiid definujeme Booleovské operace nasledovné:

0=[L]1=[TLpl A =[pAY] el VI =[p VYl —[p] = [~¢]

Ptisné vzato se dopoustime nejasnosti ve znaceni: na levé strané uvedenych
definic znag¢i symboly A a V jistou nové zavedenou binarni operaci, vpravo pak
vyrokovou spojku. Tento slang je vSak bézny, a zdlraziiuje souvislost mezi cho-
vanim vyrokovych spojek a Booleovskych operaci.

Booleovské operace na ekvivalen¢énich t¥idach jsou definovany pomoci zvo-
lenych reprezentanti, ale snadno se presvédéime, Ze vysledek operace na volbé
reprezentanti nezavisi: pro [¢] = [¢'] je —[¢] = [~¢] = [~¢'] = —[¢'] apod.

Ovérit nyni, Ze tato struktura je vskutku Booleovou algebrou, znamena ové-
Fit jisté vlastnosti vyrokovych spojek, které jsou v8ak ¢tenari jiz znamé. Tuto
algebru budeme nazyvat algebra vyrokid nad A a znagcit ji B(A). Pro kone¢nou
A={A1, Ay, ..., A} se jedna o koneénou algebru vyroki — z 1.2.5 vime, Ze ma
pravé 22" prvki. Pro A nekoneénou je B(A) nekonedna algebra mohutnosti [Al.

4.1.6 Priklad. Pro uzavienou formuli ¢ jazyka £ predikatové logiky oznac¢me
jeji ekvivale¢ni tiidu jako [¢] = {o;F ¢ < o}. Ekvivalenéni t¥idy [¢] pak tvoii
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Lindenbaumovu algebru B(L) jazyka L, s operacemi definovanymi jako vyse.
Obecnéji, je-li T teorie v jazyce L, bud [p] = {¢;TF ¢ <> ¢} ekvivalen¢ni
tfida sentence ¢ jazyka L. Tt¥idy [p] pak tvofi Lindenbaumovu algebru B(T)
teorie T'. Algebra B(T) je trivialni pravé tehdy, kdyZ teorie T je Gplna.

Axiomy Booleovy algebry vykazuji ur¢itou dualitu: pokud v néjakém axiomu
zaménime vSechny vyskyty V a A, a vSechny vyskyty 0 a 1, vznikne opét axiom.
To znamena, Ze je-li (B, A,V,—,0,1) Booleova algebra, je (B, V, A, —,1,0) rov-
néz Booleova algebra. Budeme vzdy dokazovat jen jedno z duélnich tvrzeni.

4.1.7 Lemma. V kazZdé Booleové algebie plati

Vlastnosti (a), (b), (¢) se nazyvaji anihilace, idempotence a absorpce. Vlast-
nost (e) charakterizuje komplementy a vlastnosti (f) jsou de Morganovy formule.

Diikaz. (a) xAO = (zA0)VO = (zA0)V(zA—z) =2A(0V—2)=2A—2=0.
b)z=zAl=zA(xzV—-2a)=@@Az)V(@A—-2)=(@Az)V0==xAuz
r=azANl1=2AAVy = @@Al)V(@eAy =zV(xAy). (d) Jeli
zAy==a,jexVy=(xAy)Vy=y. (e) Jeden smér plyne pfimo z axiomd.
V opatném sméru mame x = a A1l =2 A(yV -y = (xAy)V(eA—-y) =
oOV(zA—y)=wWA—-y)V(eA—y)=(yVz)A—y=1A—-y=—y. (f) Podle (e)
stadi ukazat, ze (z Vy)V(—zA—y)=(xVyV-az)A(zVyV—-y)=1A1=1
a(zVyYAN(—zA—y)=(xzA—zA-y)V(yA—zA—y)=0v0=0. O

4.1.8 Cvic€eni. Pro¢ neexistuje zadna t¥iprvkova Booleova algebra?

4.1.9 Cvi€eni. Mnozina A C X, kde X je Z nebo Q nebo R, je periodickd,
pokud A = {a+ p;a € A} pro n&jakou periodu p € X. Zfejm& X a ) jsou
periodické (s libovolnou periodou); naopak Zadna neprazdna koneéna mnozina
nemize byt periodickd (s periodou p # 0). Dokazte, Ze pro jakékoli p € X
tvori systém vSech periodickych mnozin s periodou p Booleovu algebru viéi
mnozinovym operacim. Popiste tuto algebru explicitné pro p = 0,1, 2, 3.

4.1.10 CvicCeni. Prirozené ¢islo m > 1 je square-free, pokud se v jeho prvo-
¢iselném rozkladu zadné prvocislo nevyskytuje s vyssi nez prvni mocninou. To
je pravé kdyz B = {z € N;z d&li m} tvori Booleovu algebru (algebru déliteld),
kde 0 je ¢islo 1, 1 je &slo m, komplement —x je podil m/z, x V y je nejmensi
spoleény nésobek a x A y je nejvétsi spoleény délitel.

4.1.11 Cviéeni (Booleovské grupy). Je-li (B, A,V,—,0,1) Booleova algebra,
poloZzme zAy = (z A —y) V (—x Ay). UkaZte, Ze (B, A, 0) je komutativni grupa,
ve které kazdy prvek je svym vlastnim inverzem.
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4.1.12 Cviéeni (Booleovské okruhy). Bud (R, +, —, *,0,1) okruh. Prvek z € R
je idempotenini, pokud x - x = x. Okruh R je Booleovskyj, pokud vSechny jeho
prvky jsou idempotentni. (a) Bud (R,+,—,x*,0,1) Booleovsky okruh. Pak R
spolu s operacemi x Ay = x*xy, cVy =x+y+z*xy, —x = 1+ z tvori Booleovu
algebru. (b) Je-li (B, A,V,—,0,1) Booleova algebra, je B spolu s operacemi
x4y =alAyazxzxy=axAy Booleovsky okruh. (¢) Kazdy Booleovsky okruh je
komutativni a méa charakteristiku 2.

4.2 Usporadani

Booleova algebra nese kromé algebraické struktury zaroven jisté kanonické uspo-
radani, pfi¢emz jednu strukturu lze rekonstruovat z druhé. Na Booleovu algebru
tedy muzeme ekvivalentné pohliZet jako specialni piipad usporadané mnoziny.

4.2.1 Definice. Pro z,y € B polozme z < y pravé tehdy, kdyz x Ay = z.

Definice opét zobeciiuje chovani mnozin: pro mnoziny A, B je A C B praveé
kdyz AN B = A, coz je pravé kdyz AU B = B. UkadZeme nejprve, Ze zavedena
relace je vskutku uspofadéanim mnoziny B, prvek 0 je nejmensi a 1 je nejveétsi,
spojeni 2 Vy je supremem a prusek z Ay je infimem dvouprvkové mnoziny {z, y}.

4.2.2 Lemma. Pro kaZdé prvky x,y, z kaZdé Booleovy algebry plati

f) jelix>zay>z, jex ANy > 2.

Dikaz. (b) Je-lizAy =zayiz =y, jexAz = (xAy)Az = xA(yAz) = zAy = x.
(e)Jelliz<zay<zjeaxVz=zayVz=z tedy také aVyVz=2Vz =2 0O

Vlastnosti (e) a (f) vySe se snadno rozsi¥i na libovolny koneény pocet prvki,
takze x1 Va2 V...V x, je supremum a x1 A T2 A ... A T, je infimum koneéné
mnoziny {z1,...,z,} C B v uspofadani (B, <). Ma-li X C B supremum resp.
infimum v usporadani (B, <), budeme je znacit \/ X resp. A X.

Snadno se nahlédne, Ze usporfadanim kazdé algebry mnozin je inkluze, uspo-
rfadanim algebry formuli je vztah logického dusledku, a uspordadanim algebry
deliteld vztah délitelnosti. Algebra RO(X) regularnich otevienych mnoZin je
také usporadana inkluzi, prestoze neni algebrou mnozin.

4.2.3 Definice. Rekneme, 7e dva nenulové prvky x,y Booleovy algebry B jsou
navzajem disjunkini, a piSeme z | y, pokud x Ay = 0. V opa¢ném piipadé
fekneme, Ze jsou kompatibilni. Prvek a € BT je atom, pokud pod a neexistuji
dva navzajem disjunktni nenulové prvky. Pokud pod kazdym nenulovym prvkem
x € BT existuje ndjaky atom, fekneme, Ze algebra B je atomdrni. Pokud naopak
zadné atomy nemad, fekneme, Ze je bezatomdrni.
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4.2.4 Priklad. Kazda konec¢né algebra je atomarni, specielné 2" je atoméarni.
Potencni algebra P(N) a intervalova algebra usporadani (Z, <) jsou rovnéz ato-
marni, jejich atomy jsou pravé jednoprvkové mnoziny. Naopak intervalova alge-
bra realné ani racionalni primky zadné atomy nemé. Intervalova algebra uspo-
fadani (—oo, —2) U {0,1} U (2,00) ma atom, ale neni atomarni.

4.2.5 Cviceni. Pro kazdé dva prvky Booleovy algebry plati (a) zAy < z < xVy;
(b) x <y pravé kdyz  — y = 0 (pravé kdyz —x Vy = 1; pravé kdyz —y < —z);
(¢c)z<yprave kdyz x <yay—x #0.

4.2.6 Cvicéeni. Atomy konec¢né algebry vyroku jsou pravé mintermy tuplného
disjunktivniho tvaru. Nekone¢na algebra vyrok je naopak bezatomarni.

4.2.7 Cviceni. Pro a € BT jsou nasledujici podminky ekvivalentni: a je atom;
a je minimalnim prvkem (B, <); pro kazdé x € B je budto a < z nebo a < —u;
je-lia<zVy,jea<xzneboa<y;jelia=xVy,jea=zneboa=y.

4.2.8 Cviceni. Pro Booleovu algebru B jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
B je atomarni; 1 = \/{a € BT;a je atom}; kazdé = = \/ {a < x;a je atom};
x < y pravé kdyz kazdy atom lezici pod x lezi i pod y.

4.2.9 Cvic€eni. Usporfadana mnozina (X, <) je svaz, pokud kazda dvouprvkova
podmnoZina mé supremum a infimum. Podle piedchoziho je tedy kazda Booleova
algebra svaz s nejmensim a nejvétsim prvkem. Je-li naopak (X, <) svaz, pak
pro z,y € X polome z Vy = sup{z,y} a x Ay = inf{x,y}. Pro uspofadani
Booleovy algebry (B, <) se pak navic jedna o distributivni a komplementdrni
svaz: operace A a V jsou navzajem distributivni, a ke kazdému prvku x € B
existuje komplement, tj. prvek y € B takovy, ze x Ay =0azxzVy=1.

(a) Ukazte, 7Ze v distributivnim svazu jsou komplementy nutné jednoznacné.
(b) UkaZzte, Ze kazdy komplementarni distributivni svaz s nejmensim a nejvétsim
prvkem nese strukturu Booleovy algebry, definujeme-li operace A a V jako vyse.
(c) Uvazte algebru délitela z 4.1.10 jakoZto usporadani. Zjistéte, kterd z vyse
uvedenych svazovych vlastnosti selZze, pokud uvaZované ¢islo neni square-free,
tedy pokud jeho prvociselny rozklad obsahuje mocninu néjakého prvocisla.

4.3 Podalgebry

4.3.1 Definice. Bud (B, A,V,—,0,1) Booleova algebra. Rekneme, Ze podmno-
zina A C B je jeji podalgebrou, pokud je uzaviena na Booleovské operace. To
znamend, ze 0,1 € A, a pro kazdé =,y € A je také —z,z Ay,xVy € A.

Kazda Booleova algebra ma trivialni podalgebru {0,1} a zarovei je sama
svou podalgebrou. Nékteré Booleovské operace 1ze vyjadrit pomoci jinych, takze
v definici by stacilo pozadovat uzavienost na — a A, nebo dualné na — a V, ne-
botl=zV-2,0=-1axzAy=—(—zV —y). Naopak uzavienost na A,V,0,1
nestaci, protoze {0, x,1} C B neni podalgebra. Laskavy ¢tenaf si pov§imne sou-
vislosti s uplnymi systémy vyrokovych spojek. Z uzavienosti na operace plyne,
ze usporadani podalgebry A C B je pravé usporadani algebry B ziZené na A.

Algebry mnoZin jsou z definice pravé podalgebry potenc¢nich algeber; alge-
bra kone¢nych mnozin A C N a jejich dopliikt je podalgebrou P(N), algebra
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spocetnych mnozin A C R a jejich dopliiki je podalgebrou P(R), intervalova al-
gebra Int(X, <) je podalgebrou P(X), atd. Algebra CO(X) obojetnych mnozin
prostoru X je podalgebrou algebry RO(X) regularnich otevienych mnozin, a na
této podalgebie splyvaji operace algebry RO(X) s mnoZinovymi operacemi.

Jsou-li algebry A; pro ¢ € I podalgebrami néjaké pfedem dané algebry B,
pak také (,c; A; je podalgebrou B. Jinymi slovy, prinik libovolného systému
podalgeber tvoii opét podalgebru. To nas opraviiuje k néasledujici definici.

4.3.2 Definice. Bud B Booleova algebra a X jeji podmnozina. Pak podalgebra
(X)) =N{A 2 X;A je podalgebra B} je generovand mnozinou X.

Algebra (X) je nejmensi podalgebra algebry B, ktera obsahuje X jako pod-
mnozinu: je priunikem vSech takovych. Napiiklad algebra kone¢nych mnozin a
jejich doplitkd je pravé podalgebra P(N) generovana vSemi jednobodovymi pod-
mnoZinami, a intervalova algebra Int(X, <) je pravé podalgebra poten¢ni alge-
bry P(X) generovana vSemi polouzavienymi intervaly. Generovani podalgebry
je zfejmé monotonni operace: pro X CY C B je (X) C (V).

Normalni tvar Je-li X C B, pak v normdlnim tvaru nad X jsou pravé prvky
algebry B tvaru (z} AL Az Vv (@b AL AZR) Vv @k AL A 2R, kde
pro kazdé scf je :vi € X nebo —xz € X. Jinymi slovy, v normalnim tvaru nad X
jsou pravé kone¢na spojeni kone¢nych prisekt prvkia z X nebo jejich doplika.
Specialné pro algebru vyroku se jedna o disjunktivni tvar formuli nad X.

4.3.3 Véta. Bud'B Booleova algebra a X C B jeji podmnoZzina. Pak podalgebru
(X) generovanou mnoZinou X tvoii prdvé prvky v normdlnim tvaru nad X.

Diikaz. Ozna¢me jako A C B mnozinu vSech prvka v normélnim tvaru nad X.
Pak je X C A, pfitom kazdy prvek v normalnim tvaru nad X nutné lezi v kazdé
podalgebie obsahujici X. Staéi tedy ukazat, ze A C B je podalgebra. Z definice
je A uzaviena na spojeni. Stejné tak je uzaviend na dopliky: je-li prvek algebry
B v normalnim tvaru nad X, pak i jeho doplnék lze pomoci deMorganovych
formuli a distribu¢niho zakona zapsat v norméalnim tvaru. [

Duélné muzeme nyni ukéazat, Ze prvky podalgebry (X) jsou pravé tvaru
(21 V..V /\_(x%\/...\/:c’2€2)/\.../\(x}l\/...\/a:’fL"), kde pro kazdé z! je
x] € X nebo —z] € X. V algebfe vyroki pak jde o konjunktivni tvar. Vidime,
7e pravé dokdzana véta zobechiuje vétu o normalnim tvaru vyrokovych formuli.

Véta dava explicitni vnitind popis prvki generované algebry, ktera je defi-
novana abstraktné jako prinik podalgeber. Jako dusledek ziskavame, Ze pod-
algebra generovana kone¢nou mnozinou mohutnosti |X| = n ma nejvyse 22"
prvkii a je tedy kone¢na.! V oddile o volnych algebrach uvidime, Ze mnoZina
mohutnosti |X| = n generuje algebru maximalni mozné mohutnosti 22" prave
kdyZ je nezavisla. Pro mnoZinu nekoneéné mohutnosti | X| je |(X)| = | X|, takze
nekone¢nd algebra B mé podalgebry vSech nekone¢nych mohutnosti < |B|.

4.3.4 Cvi€eni. Uvazte mnoziny 2N = {2n;n € N} ,3N = {3n;n € N} a dalsi
jakozto prvky potenc¢ni algebry P(N). Popiste explicitné prvky generovanych
podalgeber ({2N}), ({2N,3N}), ({2N,4N}), ({2N, 3N, 4N}).

1To neni samoziejmé: napiiklad nekone¢nou grupu (Z, +) generuje jediny prvek 1 € Z.
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4.3.5 Cvi€eni. Je-li X = {xy,...,2,} C B konedn4, jsou atomy kone¢né alge-
bry (X) pravé tvaru y; A ... Ay, kde kazdé y; je budto z; € X nebo —ax;.

4.3.6 Cviceni. Bud B Booleova algebra, bud A jeji podalgebra, a bud b € B\ A.
Pak prvky algebry (A U {b}) jsou pravé tvaru (a3 Ab)V (az —b), kde a1, as € A.

4.4 Morfismy

4.4.1 Definice. Budte A a B Booleovy algebry. Pak zobrazeni f : A — B
je homomorfismus, pokud f(0y) = Om, f(1a) = 1p, a pro kazdé z,y € A je
f(=z) =—=f(2), faVy) = f@)V fly) a flx Ay) = flz) A fy).

Jinymi slovy, homomorfismus je zobrazeni, které zachovava Booleovské ope-
race. JelikoZ se jedna o dvé razné algebry, méli bychom piesnéji psat f(04) = O,
f(x A*y) = f(x) AB f(y) a podobné; nebude-li vak hrozit nedorozuméni, ne-
budeme takové znaceni pouzivat.

4.4.2 Priklad. Pravdivostni ohodnoceni vyrokovych formuli nad vyroky z A je
pravé homomorfismus z algebry B(A) do algebry 2 = {0, 1}. Vskutku, respekto-
vat operace na B(A), totiz vyrokové spojky, znamen4 pravé pfifazovat negacim,
konjunkcim a disjunkcim patfi¢né hodnoty? z {0,1}.

4.4.3 Lemma. Pro zobrazeni f : A — B jsou ndsledujict podminky ekvivalentni:

f je homomorfismus;

(a)

(b) pro kazdé x,y € A je f(—x) = —f(z) a f(xVy) = f(z) V [(y);
(c) pro kazdé x,y € A je f(—x) = —f(x) a f(z Ay) = f(x) A fly);
(d) f(1) =1, fzVy) = f(z f).

)L
Diikaz. Tmplikace z (a) do (b) plati z definice. Tvrzeni (b) a (c) jsou ekvivalentni
diky de Morganovym formulim. Pokud plati (b), mame f(1) = f(zV —z) =
f(z) v —f(x) = 1, a podobné z (c) plyne f(0) = 0. Tedy (a),(b),(c) jsou
ekvivalentni. Implikace z (a) do (d) plati z definice. Pokud plati (d), pak pro
kazdé x € B mame f(z) A f(—z) =0a f(z)V f(—z) = f(zV —2x) = f(1) =1,
takze f(x) je pravé komplement f(—z) a mame (b). O

)V fy), aprox Ly je f(x

4.4.4 Definice. Prosty homomorfismus z algebry A na algebru B je isomor-
fismus mezi algebrami A a B. Pokud takovy isomorfismus existuje, fekneme, Ze
algebry A a B jsou navzajem isomorfni, a piSeme A ~ B. Isomorfismus mezi
algebrou A a néjakou podalgebrou algebry B je isomorfni vnofeni A do B.

Mezi isomorfnimi algebrami neni Zadny podstatny rozdil, jejich Booleovska
struktura je totozna. Kazda algebra je isomorfni sama se sebou, inverzni zobra-
zeni k isomorfismu je rovnéz isomorfismus, a slozeni isomorfismi je isomorfismus.
Byti isomorfni je tedy ekvivalence na tfidé Booleovych algeber.

2Nabizi se prozkoumat zobecnéni vyrokové logiky, ve kterém pravdivostnimi ohodnocenimi
jsou homomorfismy z B(A) do né&jaké Booleovy algebry, jejiz prvky budou hrat roli pravdi-
vostnich hodnot. Klasickd vyrokova logika se v tomto svétle jevi jako nejjednodussi mozné.

107



4.4.5 Priklad. Potenéni algebra P(X) je isomorfni s algebrou 2. Sta¢l mno-
7iné A C X piitadit jeji charakteristickou funkci x4 € 2% definovanou nasle-
dovné: xa(x) =1 pokud z € A, xa(z) = 0 pokud z ¢ A.

4.4.6 Priklad. Rozklad mnoziny N pfirozenych ¢isel na { Xy C N; k € N} uréuje
isomorfni vnoreni algebry P(N) do sebe: pro A C N polozme f(A) = J,c 4 X&-
Algebra P(N) obsahuje ¢ navzajem riuznych kopii sebe sama.

4.4.7 Véta. KaZdd konecnd algebra je isomorfni s 2" pro néjaké n € N.

Diikaz. Kone¢na algebra B je atomérni, ozna¢me jako A mnoZinu jejich atomda.
Pro 2 € B polozme f(z) = {a € A;a < z}. UkdZeme, Ze f je isomorfismus.

Pro x # y miZeme predpokladat, ze x € y (nebo y € x), takze x A —y # 0.
Zvolme libovolny atom a pod nenulovym prvkem x A —y; pak je a € f(x)\ f(y),
tedy f(x) # f(y) a f je prosté. Je-li X = {a1,...,a,} C A néjakd mnozina
atomi, pak pro prvek z = a1 V... Va, € B je f(z) = X, tedy [ je na.

Pro kazdé x € B a kazdy atom a € A je a < —x pravé kdyz a £ x, takze
f(=z) = A\ f(z) a zobrazeni f zachovava komplementy. Pro x,y € B a kazdy
atom a je a < xVy pravé kdyZ a < z nebo a < y, takze f(zVy) = f(x)U f(y) a
zobrazeni f zachovava spojeni. Tedy f : B — P(A) ~ 2/4! je isomorfismus. [

4.4.8 Disledek. Pokud néjakd rovnost Booleovskyjch termd plati v trividini
algebie, pak jiZ plati v kazZdé Booleové algebre.

Dikaz. Bud s(zq,...,zr) = t(z1,...,z;) formule splnénd v trividlni algebie.
Potom je splnéna v kaZzdé konecné algebie A, nebot pro konefnou algebru je
A ~ 2" a operace v 2" jsou definovany po slozkich. Je-li nakonec B libovolna
Booleova algebra a by,...,b, € B, mame ukazat, e v B plati s(by,...,bx) =
t(b1,...,b;). K tomu sta¢i uvazit kone¢nou podalgebru A = (by,...,b;) C B:
hodnota termu s, ¢ v A je stejné jako v B, a v kone¢né algebie A se rovnaji. [

P1i studiu homomorfismi je pfirozené se ptat, kterd zobrazeni mezi alge-
brami lze roz&ifit do homomorfismu. Uplnou odpovéd déava nasledujici véta. Pro

jednoduchost zapisu zavedeme pro x € A znafeni (+1)x =z a (—1)x = —z. Pro
Z1,...,Zm € A a posloupnost e = (¢;)i<m € {+1,—1}" pak muizeme prisek
prvkil z1,. ..,z nebo jejich doplika psat kratce jako A, ., eiz;.

4.4.9 Véta (Sikorski). Bud A Booleova algebra generovand mnoZinou X C A.
Zobrazeni z : X — B do Booleovy algebry B md rozsifeni do homomorfismu
f A= B pravé kdyz pro kaZdé x1,...,xm € X a kaZdé e € {+1,—1}" plati

/\ e;ix; =0 — /\ eiz(x;) = 0.

i<m i<m

Diikaz. Jedna implikace je trividlni: homomorfismus zachovéa dopliky, priseky a
nulu. V opa¢ném sméru méame najit homomorfni rozsiteni f : A — B. Podle véty
o normalnim tvaru lze kazdé¢ a € A = (X)) zapsat jako a =V, \;<,, €ijTij
pro né&jakd x;; € X. Jako obraz takového prvku a potom pfichazi v tivahu jen
f(@) =Vicm N\j<p, €ij%(2i5). UkdZeme, Ze to je hledané homomorfni ’rozéifem’.

Dany prvek a € A lze zapsat v normalnim tvaru nad X rtznymi zpusoby.
Musime tedy predné ukazat, Zze pfedpis pro f(a) nezévisi na volb& normalniho
tvaru. Je-li b = \/, ., /\quc erykr jakékoli jiné vyjadfeni téhoz prvku a = b,

méme ukézat, ze f(a) = f(b). UkdZeme jen f(a) — f(b) = 0, zbytek je podobny.
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Mame a —b =\/,,, /\j €ij%ij — Vi<p I\, €Riyrr = 0. Pomoci distribuéniho
zékona a deMorganovych formuli pro —b muZeme ekvivalentné psat

\/ \/ /\ /\ (eijTij — ek ki, ) = 0,

(Ix) i<m j<p; I<qy

kde V(lk) je spojeni pies viechny posloupnosti® indext (I )k<n takove, Ze I, < gy
pro kazdé k < n. Jelikoz je toto spojeni nulové, jsou nulové i vSechny priseky
/\j N (€ijTi; — €k, Yri,, ), a podle pFedpokladu jsou tedy nulové i viechny priiseky
/\j Ni(eijz(xij) — eri, 2(yri,, ). Potom je ale také

\/ \/ /\ /\ (eijz(xij) - gklkz(yklk)) = 07

(L) i<m j<pi 1<qy

neboli \/z‘gm /\j eijz(wij) — \/kgn Ni€riz(yr) = fla) — f(b) = 0.

Ukézali jsme, Ze predpis pro f(a) nezavisi na volb& normalniho tvaru, takze
korektné definuje zobrazeni f : A — B. Jelikoz f z definice zachovava normalni
tvary, snadno se nahlédne, Ze zachovava dopliiky, priseky a spojeni, takze f je
homomorfismus. Prvky « € X jsou samy v norméalnim tvaru nad X, takze je
f(x) = z(z) pro kazdé x € X. Rozsifeni f : A — B je definovano na celé algebie,
nebot X generuje A. Ze stejného duvodu je toto rozsifeni jediné. O

4.4.10 CviCeni. (a) Dejte piiklad zobrazeni f : A — B mezi Booleovymi alge-
brami, které zachovava 0,1, A, V, ale neni homomorfismem. (b) Pro zobrazent
2: X —-+YaACX,BCY polozme f(A) = z[A] CY ag(B) = z7'[B] C X.
Jsou f: P(X) - P(Y)ag:P(Y)— P(X) homomorfismy?

4.4.11 Cvi€eni. Bud f: A — B homomorfismus. (a) f[A] C B je podalgebra.
(b) f je prosty pravé kdyz pro > 0 je f(x) > 0. (c¢) Pokud se f shoduje
s morfismem ¢ na néjaké mnoziné generatora X C A, je f =g.

4.4.12 Cviceni. (a) Algebra délitelti z 4.1.10 je kone¢nd; popiste néjaky jeji
isomorfismus s algebrou tvaru 2". (b) Kone¢né algebry jsou isomorfni pravé
tehdy, kdyZz maji stejny pocet atomu. Kolik rtznych isomorfismi mezi nimi
potom existuje? (c) Algebra periodickych mnozin A C Z s nenulovou periodou
p € Z je isomorfni s kone¢nou algebrou 2P. Algebra periodickych mnozin A C Q
(A C R) s nenulovou periodou p € Q (p € R) je isomorfni s algebrou koneénych
mnoZin racionalnich (realnych) &isel a jejich dopliika.

4.4.13 Cviceni. (a) Algebry P(X) a P(Y') jsou isomorfni pravé kdyz | X| = Y.
(b) Algebra koneénych A C N a jejich dopliikii neni isomorfni s Zadnou P(X).
Atomarni algebry se stejnym poc¢tem atomi tedy obecné nemusi byt isomorfni.

4.4.14 CvicCeni. Zobrazeni f : A — B je isomorfismus algeber pravé tehdy,
kdyz je isomorfismem uspofadani (A, <) a (B, <). Homomorfismus f : A — B
je monotonni zobrazeni z (A, <) do (B, <), ale nikoli nutné naopak.

4.4.15 Cviceni. Napiste sentenci jazyka Booleovych algeber, ktera plati pravé
a jen v algebie 22 (a jejich isomorfnich kopiich). Podobné se nahlédne, 7e takto
lze charakterizovat kazdou kone¢nou Booleovu algebru.

3Tyto posloupnosti jsou prosté indexy priisekii normalniho tvaru pro —b. Pro nazornost
uvazme b = (y11 /\7y12)\/(y21/\7y22/\7y23). Potom je —b = (*yll \/y12)/\(7y21 Vy22\/y23) =
(=y11 A —=y21) V (=y11 Ay22) V (—y11 Ay23) V (y12 A —y21) V (Y12 A y22) V (Y12 A y23), COZ je
préavé spojeni prisekt A <o —€xi1, Yk, Pres posloupnosti (11),(12), (13), (21), (22), (23).
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4.5 Idealy a filtry

Pojem idealu a filtru na Booleové algebie zobechuje pojem ideélu a filtru na
mnoziné (viz 3.9). Piedvedeme souvislost idealii na algebfe s jejimi homomorf-
nimi obrazy a souvislost filtrti na algebie jazyka s predikatovou logikou.

4.5.1 Definice. Podmnozina () # Z C B Booleovy algebry B je idedl, pokud
pro xz,y € T je také x Vy € Z, apro x <y € T je také x € Z. Podmnozina
() £ F C B je filtr, pokud pro x,y € Fjex Ay € F,aproy >z € F jey € F.

Jinymi slovy, idedl je doli uzaviena, nahoru usmérnéna mnozina, a filtr je
nahoru uzaviend, dold usmérnénd mnozina. Ziejmé 0 € Z a 1 ¢ T pro kazdy
ideal Z a naopak 0 ¢ F a 1 € F pro kazdy filtr F.

4.5.2 Cvi€eni. (a) Z je ideal pravé kdyz 7* = {—x;x € I} je filtr. (b) F je
filtr pravé kdyz F. = {—x;x € F} je ideal. (c) Pro kazdy idedl Z na B je ZUZ*
podalgebra B; podobné pro filtry.

4.5.3 Piiklad. Na kazdé algebfe mame trividing idedl {0} a trividnd filtr {1}.
Prob # 1jeZ, = {x €B;z <b} idedl a pro b # 0 je F, = {z € B;x > b}
filtr. Takové idealy a filtry nazyvame hlavni. Idedl Fin = {A C N; A kone¢na}
na P(N) neni hlavni; nazyva se Fréchetiv idedl. K nému dualni Fréchetdv filtr
sestava z mnozin s koneénym doplitkem. Podalgebra F'in U Fin* algebry P(N)
je prikladem spocetné atomarni algebry.

Priklady ideéla a filtra na potenc¢nich algebrach, které se pfirozené vyskytuji
v riznych odvétvich matematiky, uvadime v 3.9.

Snadno ovéfime, ze prunik kazdého systému ideali je opét ideal, a prinik
kazdého systému filtra je filtr. To nas opraviiuje k nasledujici definici.

4.5.4 Definice. Podmnozina X C B Booleovy algebry je centrovand, pokud
pro kazdych koneéné mnoho x1,...,2, € X jex1 A...Axy > 0. Je-li X CB
centrovana, bud F(X) primik viech filtri F C B takovych, 7ze X C F. Rikame,
7e mnozina X generuge filtr F(X). O podmnoziné X filtru F fekneme, Ze je
bazi filtru F, pokud pod kazdym prvkem y € F lezi néjaké z € X.

Kazda podmnozina filtru je centrovana, a naopak kazdé centrovand pod-
mnozina generuje filtr. Je-li X C B centrovan4, je F(X) nejmensi filtr na B
obsahujici X jako podmnozinu. Hlavni filtry jsou pravé filtry s jednoprvkovou
bazi. Pfitom filtr F generovany kone¢nou mnozinou {z1,...,z,} C F ma jed-
noprvkovou bazi x1 A ... A x, € F. Podmnozina X filtru F je generujici pravé
tehdy, kdyz pro kazdé y € F existuje koneéné mnoho x4, ...,x, € X takovych,
ze x1 N ... ANz, < y. Jinymi slovy, mnozina X C F generuje filtr F pravé
tehdy, kdyz mnozina vSech kone¢nych prunika z X je bazi F. Fréchetuv filtr
nen{ generovan zadnou koneénou mnozinou.

4.5.5 Priklad. Bud T vyrokova teorie v jazyce A. Potom T je bezesporné
pravé tehdy, kdyz {[¢]; ¢ € T} je centrovand mnoZina v algebfe vyroka B(A).
Konjunkce formuli z T' pak tvoii bazi filtru Thm(T) = {[¢]; T+ ¢} na B(A).
Jako specialni pripad mame trivialni filir Thm((0) = {1}: prazdna vyrokova
teorie (totiz vyrokova logika) je bezesporna a dokazuje pravé vSechny tautologie.
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4.5.6 Priklad. Bud T teorie v jazyce L predikatové logiky. Potom T je beze-
sporné pravé tehdy, kdyz {[¢]; ¢ € T} je centrovana mnozina v Lindenbaumové
algebfe B(L). Mnozina T pak generuje filtr Thm(T) = {[¢]; T ¢} na B(L).
Tento filtr je hlavni pravé tehdy, kdyz je teorie T kone¢né axiomatizovatelna.
Pfitom Thm(T) = T pravé tehdy, kdyz je T uzaviena na disledky.

Popiseme nyni vztah mezi idealy na algebfe a jejimi homomorfnimi obrazy.
Nejprve potiebujeme zavést pojem ekvivalence podle idealu (filtru).

4.5.7 Definice. Pro prvky z,y € A polozme xAy = (x—y)V(y—=x). Prvek Ay
je symetrickd diference prvkia x,y. Je-li potom Z ideal na algebie A, Fekneme,
ze prvky x,y € A jsou ekvivalentni vici idedlu Z, pokud je zAy € Z. V tom
pripadé piseme x =7 y.

Duélné muzeme zavést ekvivalenci © =7 y podle filtru F jako ekvivalenci
podle F. Potom je x =x y pravé kdyz —(zAy) = (x Ay)V —(xVy) € F. Smysl
téchto definic je dosti nazorny: ekvivalentni jsou takové prvky, jejichz diference
je mala, resp. jejichz ekvivalence je velka.

Snadno se ovéii, Zze relace =7 je ekvivalence na A. Navic =7 respektuje
Booleovské operace: pro 1 = y1 a x2 = y2 je také (x1 A z2) = (y1 A y2),
(r1 Vaz) = (y1 Vy2) a (—z1) = (—y1). Ekvivalence respektujici algebraickou
strukturu se nazyva kongruence.

Pro prvek a € A ozna¢me jako [a]z nebo stru¢néji [a] jeho ekvivalen¢ni tf¥idu
vici relaci =z. Specielné [0] = Z a [1] = Z*. Mnozina A/Z téchto ekvivalend-
nich t¥id je potom kvocient algebry A podle idedlu Z. Pfedchozi pozorovéani nas
opraviuje k nasledujici definici:

4.5.8 Definice. Bud 7 ideal na algebtfe A. Kvocient A/Z opatieny Booleov-
skymi operacemi 0 =Z,1 =7*, —[a] = [—a], [a] A[b] = [a Ab], [a] V [b] = [aV b]
pak nazyvame kvocientni algebrou. Zobrazeni wr : A — A/Z, které prvku a € A
prifazuje ekvivalen¢ni t¥idu [a], potom nazyvame kanonicky homomorfismus al-
gebry A na kvocient A/Z.

Definice Booleovskych operaci na kvocientu je korektni, tj. nezéavisi na po-
uzitych reprezentatech ekvivalen¢nich t¥ich, jelikoz =7 je kongruence. Stejné
snadno se ovéii, ze w7 je skuteéné homomorfismus.

Kvocient podle filtru mtzeme zavést jako kvocient podle dualniho idealu. Na-
priklad Lindenbaumova algebra B(T") teorie T' je potom pravé kvocient algebry
B(L) jazyka L podle filtru Thm(T).

4.5.9 Vé&ta (o homomorfismu). Bud f : A — B homomorfismus algebry A na
algebru B. Potom T = {z € B; f(x) = 0} je idedl na algebie A, a kvocient A/T
je isomorfni s B. Tedy homomorfni obrazy algebry A jsou pravé jeji kvocienty.

Diikaz. Snadno se ovéii, Ze T je ideél, a mame tedy kvocient A/Z. Pro [z] € A/Z
polozme g([z]) = f(x) € B. UkaZeme, Ze g : A/Z — B je isomorfismus. Predns,
definice g([x]) nezavisi na reprezentantu x € A, protoze pro [z] = [y] je Ay € Z,
takze f(z)Af(y) = f(zlAy) = 0, neboli f(z) = f(y). Pro z € A je g(—[z]) =
g([—z]) = f(—z) = —f(z) = —g([z]), takZe g zachovava komplementy, a pro
z,y € Aje g([z]Aly]) = g([zny]) = flzny) = f(x) A fly) = g([z]) Ag([y]), takze
g zachovava priseky. Pfitom ¢ je prosté, protoZe [x] # [y] znamena pravé tolik
co f(x) # f(y). Zaroven g je na, protoZe f je na. Tedy ¢ je isomorfismus. [
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4.5.10 Cvi€eni. Podminky z definice ideélu (filtru) lze nahradit jedinou pod-
minkou: x Vy € T pravé kdyz z,y € Z (x Ay € F pravé kdyz z,y € F).

4.5.11 Cviceni. Je-li f: A — B homomorfismus a X C B je ideal (filtr) pak
F7LX] C A je ideal (filtr). Specielnd ideal f~1[0] = ker(f) je kernel homomor-
fismu f. Pritom ker(f) = {0} pravé kdyZ homomorfismus f je prosty.

4.6 Ultrafiltry

4.6.1 Definice. Filtr F na algebie B je ultrafiltr, pokud je maximalni, tj. pokud
pro kazdy filtr G spliwjici F C G C B je F = G. Jinymi slovy, ultrafitr je takovy
filtr, ktery jiz nelze rozsitit do vétsiho filtru.

4.6.2 Lemma. Pro filtr F C B jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(i) F je ultrafiltr;
(ii) = ¢ F pravé kdyz —x € F;
(iii) B\ F je prdvé idedl Fi, takze B = F U F,;
(iv) zVy € F prdvé kdyz x € F nebo y € F.

Diikaz. (i — ii) Bud F maximalni filtr a « ¢ F. Je-li mnozina F U {x} centro-
vand, pak generuje filtr, ktery rozsifuje F, coz nen{ mozné. Tedy x A a = 0 pro
néjaké a € F, nacez a < —zx € F. (ili — iv) Pokud z Vy € F, ale z,y ¢ F, pak
podle (iii) je —z, —y € F, tedy také —x A —y = —(x V y) € F, coZ neni moZzné.
(iv — i) Pokud filtr G rozsifuje F, bud « € G\ F. Mame 1 = 2V —z € F,
piitom z ¢ F, takze podle (iv) je —x € F C G, coZ neni moZné. O

4.6.3 Cviéeni. Hlavni filtr F, je ultrafiltr pravé tehdy, kdyZ a € BT je atom.
Ultrafiltry tohoto tvaru se nazyvaji trividlni. Pojem ultrafiltru tedy zobechuje
pojem atomu. Na kone¢né algebfe existuji jen trivialni ultrafiltry.

4.6.4 CviCeni. Fin* neni ultrafiltr na P(N), ale na algebfe Fin U Fin* je
netrivialnim ultrafiltrem. Ultrafiltr na P(N) je netrividlni pokud rozsifuje Flin*.

4.6.5 Cviceni. f{ekneme, ze prvek x € B je kompatibilnis filtrem F, pokud pro
kazdé a € F je x A a # 0. To je pravé tehdy, kdyz F U {z} C B je centrovana.
Filtr F je maximalni pravé tehdy, kdyz obsahuje kazdy kompatibilni prvek.

4.6.6 Cviéeni. (a) Pro podmnozinu U algebry B polozme f(x) =0 pro z € U
a f(z) =1 pro x ¢ U. Tim je definovano zobrazeni f : B — {0,1}. Ukazte, Ze f
je homomorfismus pravé kdyz U je ultrafiltr. (b) Pravdivostni ohodnoceni vyro-
kovych formuli v jazyce A je pravé homomorfismus z algebry vyrokia B(.A) do
algebry {0, 1}. Tedy pravdivostni ohodnoceni odpovidaji ultrafiltrim na B(.A).

4.6.7 Priklad. Podle 4.5.5 generuje bezesporna teorie 7T filtr Thm(T') na Lin-
denbaumové algebie B(L). Je-li T tupln4, je pro kazdou uzavienou formuli ¢
jazyka £ budto T F ¢ nebo T + —p. To znamena pravé tolik, ze Thm(T) je
ultrafiltr. Uplné teorie v jazyce £ odpovidaji ultrafiltrim na algebie B(L).
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V ditkaze véty 1.4.18 o kompaktnosti vyrokové logiky jsme rozsitili koneéné
splnitelnou teorii, tedy centrovany systém na algebie B(A), do ultrafiltru; to
jest, nasli jsme spliujici ohodnoceni. Podobné v predikatové logice jsme v dikaze
Lindenbaumovy véty 2.4.16 rozsifili bezespornou teorii do tiplné bezesporné, tj.
do ultrafiltru na B(L). V kontextu ultrafiltri na Booleovych algebrach vidime,
ze oba vysledky jsou specidlnim piipadem nasledujici véty.

4.6.8 Véta. KaZdy centrovany systém na algebfe B lze rozsirit do ultrafiltru.
Specielné kazdy nenulovyj prvek x € BY leZl v néjakém ultrafiltru.

Diikaz. Dany centrovany systém se rozsifuje do filtru. Systém X vSech filtri na
algebfe B je ¢astetné uspofadan inkluzi. Pfitom v usporadani (X, C) ma kazdy
fetézec horni mez: je-li C C X Fetézec filtri na B, pak i [JC je filtr na B, jak se
snadno oveii. Uspofadani (X, C) tedy splituje piedpoklady Zornova lemmatu, a
nad kazdym filtrem existuje maximalni filtr, tj. ultrafiltr. O

4.6.9 Véta (Stone). Kazdd Booleova algebra je isomorfni s algebrou mnoZin.

Diikaz. Pro algebru B oznatme S(B) = {U C B;U je ultrafiltr}. Pro z € B
polozme f(z) = {U € S(B);z € U}. Ukadzeme, ze f je vnoreni B do P(S(B)).
Je-li z # y, mizeme predpokladat, ze x £ y, takze x A—y > 0. Pro libovolny
ultrafiltr & obsahujici @ A —y je potom z € U a y ¢ U, takze f(x) # f(y) a
zobrazeni f je prosté. Pro z,y € B ald € S(B) je x Ay € U pravé kdyz x € U
ay €U, jelikoz U je filtr, takZe f(x Ay) = f(x) N f(y) a zobrazeni f zachovava
pruseky. Pro kazdé x € B alf € S(B) je —x € U prave kdyz a ¢ U, jelikoz U je
ultrafiltr, takze f(—z) = S(B)\ f(z) a zobrazeni f zachovava komplementy. [

Ditkaz Stoneovy véty pfipomina dikaz véty 4.4.7, podstatna zména je v tom,
7Ze pojem atomu nahrazuje pojmem ultrafiltru. Booleova algebra nemusi mit
atomy, ale vzdy méa dostatek ultrafiltri.

4.7 Volné algebry

4.7.1 Definice. Booleova algebra A je volnd nad X C A, pokud se kazdé
zobrazeni z : X — B jedinym zpisobem rozsifuje do homomorfismu f : A — B.

Technickd podminka uvedené v definici zachycuje intuitivni predstavu o vol-
nosti: prvky z X nejsou svazany zadnymi specidlnimi vztahy. Kazdou Boole-
ovskou rovnost, kterou spliuji z1,...,z, € X, spliwji i f(z1),..., f(z,) € B
v libovolné jiné algebie. Zadné prvky z X tedy napiiklad nejsou navzajem dis-
junktni ani porovnatelné, zddny z nich nenf 0 ani 1, atd.

4.7.2 Lemma. Je-li A je volnd nad X, pak X generuje A.

Diikaz. Je-li (X) C A vlastni podalgebra, pak podle ?? existuji rizné ultrafiltry
U,V na A tak, ze UN(X) = VN (X). Homomorfismy xy, xy : A — 2 pak dvéma
riznymi zpusoby rozsifuji totéz zobrazeni z X do 2, coZ je spor. O

4.7.3 Lemma. Bud A algebra volné generovand mnoZinou X a bud B wvolné
generovand mnozinou Y. Potom je-li | X| = |Y|, jsou algebry A a B isomorfni.
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Diikaz. Bijekce z : X — Y se jednoznac¢né roz8ifuje do morfismu f : A — B, a
bijekce 271 : Y — X se jednoznaéné rozsifuje do g : B — A. Homomorfismus
go f aidentita na A se tedy shoduji na generatorech, takze g o f je identita na
A; podobné f o g je identita na B. Tedy f a g jsou isomorfismy. O

Volna algebra nad mnozinou dané mohutnosti je tedy urcena jednozna¢né az
na isomorfismus. Volnou algebru nad mnozinou X mohutnosti x budeme znacit
Fr(X) nebo Fr(k). Zatim jsme ovSem neukazali, Ze existuje.

4.7.4 Definice. Podmnozina X Booleovy algebry A je mezdvisld, pokud pro
kazdych koneéné mnoho navzijem rtznych prvkia zi,...2m,y1,-.-Yn € X je
TIN ... ATy A=y1 A ... A=y, # 0. Pokud zarovenn X generuje algebru A, jsou
prvky z X jeji nezdvislé generdtory.

4.7.5 Véta. Algebra A je volnd nad X prdvé kdyZ X nezdvisle generuje A.

Diikaz. Vime, 7e X generuje A. Zaroven je nezavisla: kdyby pro né&jakych ko-
neéné mnoho x1,...Tm,Y1,...Yn € X bylo x1 A ... A2y A —y1 ... A =y, = 0,
polozime z(z;) = 1 a z(y;) = 0; zobrazeni z : X — 2 pak nema rozsifeni. Pokud
naopak X nezavisle generuje A a z : X — 2 je néjaké zobrazeni, ziskime ho-
momorfni rozsifeni pomoci Sikorskiho véty 4.4.9. Toto rozsifeni je jednoznaé¢né,
protozZe je predem dédno na mnoziné generatort. O

4.7.6 Véta. Pro kaZdou mohutnost £ existuje volnd algebra Fr(k).

Diikaz. Je-li A mnozina prvotnich formuli vyrokové logiky, pak algebra B(.A)
vyrokovych formuli je volna nad A: prvotni formule z A generuji B(A), a snadno
se nahlédne, Ze jsou nezavislé. Staci tedy vzit A mohutnosti . O

Pomoci elementarnich prostfedki vyrokové logiky mame tedy k dispozici
konkrétni reprezentaci volné algebry F'r(x). Specielng konetné volné algebry
jsou pravé tvaru 22", a konetna podmnozina X C A je nezavisla pravé tehdy,
kdyZ generuje podalgebru maximalni mozné mohutnosti 22™! Pro ¢tenaie obe-
znameného se zaklady topologie dodejme, ze Fr(k) lze reprezenmtovat i jako
algebru CO(2") obojetnych mnozin Cantorova prostoru.

4.7.7 Disledek. KaZdd Booleova algebra je obrazem volné Booleovy algebry.

Diikaz. Pro danou algebru A stadi vzit volnou algebru nad mnozinou X mohut-
nosti | X| > |A|. Libovolné zobrazeni z X na A se pak z definice rozsifuje do
homomorfismu Fr(X) na A. O

4.7.8 Dusledek. KaZdd Booleova algebra je tvaru B(T) pro vhodnou teorii T.

Diikaz. Dana algebra A je obrazem volné algebry B(.A) pii néjakém homomor-
fismu f : B(A) — A. Podle véty o homomorfismu je tedy A isomorfni s kvoci-
entem algebry B(A) podle filtru T = {¢p; f([¢]) = 1}, coz je algebra B(T). O

4.8 Distributivita

Axiomy Booleovy algebry zajistuji platnost distributivnich zakoni, tj. tvrzeni
2A(yVz)=(xzVy)A(xVz)adudlnd xV(yAz) = (xAy)V (z A z). Indukei se
snadno dokaze analogické tvrzeni pro libovolné koneéné spojeni kone¢nych pri-
sekil (resp. kone¢ny prisek kone¢nych spojeni). Ptame se nyni, jaké distributivni
zékony plati pro nekone¢na spojeni a priseky.
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4.8.1 Lemma. Bud A Booleova algebra. Potom pro kaZdd a,a;,b; € A plati

(i) anV{bj;iedJ}t=V{anb;;jeJ},
aV A{bj;jeJt=N{aVb;je}

(i) Vi{asiec I} AV A{bj;jeJ}=V{aNbjiel,je T},
Naisi e IYV A{bj;5 €T} =AN{a;Vbj;iel,jeJ}

Prvnim zajimavym piipadem je tedy priusek spocetné mnoha spocetnych
spojeni, nebo dualné spojeni spocetné mnoha spocetnych praseki.

4.8.2 Definice. Rekneme, ze algebra A je (w, w)—dis_tributivni7 pokud pro kazdy
systém {a;-;i,j € w} CAje),; \/j a; = erw A a}(i).

Podminka uvedena v definici je pfirozenym zobecnénim koneénych distribu-
tivnich zakonid. Na levé strané stoji prusek jednotlivych spojeni, na pravé pak
spojeni jednotlivych priisekt pies viechny funkce,* které do praseku vybiraji
pro dané ¢ € w vzdy jeden prvek ajc(i) ze vsech a}.

4.9 Uplné algebry

4.9.1 Lemma. Bud A k-iplnd Booleova algebra, bud T k-idedl na A. Potom
kvocientnt algebra AJT je opét k-uplnd.

Podle Stoneovy véty je kazda Booleova algebra isomorfni s algebrou mnoZin.
Uplna atomarni algebra je isomorfni s potenéni algebrou. Nabizi se otézka, jestli
Ize toto tvrzeni zobecnit na x-iplné algebry. Naptiklad, je kazda o-taplné algebra
o-isomorfni s néjakou o-algebrou mnozin?

4.9.2 Véta (Loomis-Sikorski). Bud A o-iplnd Booleova algebra. Potom existuje
o-algebra mnozin B, o-idedl T na B, a o-uplny isomorfismus mezi A a B/Z.

Diikaz. Ozna¢me jako S mnozinu vSech S C A takovych, Ze pro kazdé a € A je
a € S nebo —a € S, ale ne oboje. Pro a € A polozme s(a) = {S € S;a € S}.
Bud B C P(S) nejmensi o-algebra mnozin obsahujici vSechny s(a), a bud Z C B
nejmensi o-ideal obsahujici v8echny [, x 5(a), kde X C A je nanejvys spocetna
mnoZina s nulovym priasekem. Kvocient B/Z je pak o-uplna algebra podle 4.9.1.
Ukazeme, ze zobrazeni f(a) = [s(a)]|z je o-tplny isomorfismus mezi A a B/Z.

Zobrazeni f : A — B/Z o¢ividné zachovava komplementy. Je-li a = \/ a;,
je kazdé a; < a, neboli a; A —a = 0, takZe mame s(a;) \ s(a) € Z, neboli
f(a;) = [s(a;)] < [s(a)] = f(a). Zaroven je a A —\/ a; = a A \ —a; = 0, takze
méame s(a) N —s(a;) = s(a)N—Js(a;) € Z, neboli f(a) = [s(a)] < [Us(a;)] =
VIs(a;)] =V f(a;). Zobrazeni f tedy zachovava spocetné spojeni a je o-uplnym
homomorfismem. To znamena, Ze obraz f[A] je o-tplna podalgebra; pfitom s(a)
generuji B, takZe f je zobrazeni na B/Z. Zbyva ukazat, Ze je prosteé.

UkaZeme, Ze f(a) = 0 jen pro a = 0. Je-li f(a) = [s(a)] =0, je s(a) € Z. To
znamend, Ze mnoZina s(a) je pokryta ngjakymi spo¢etné mnoha generatory o-
idealu Z, neboli s(a) C |, N, s(ap*), kde pro kazdé m je A\, aj* = 0. Staci tedy
ukazat, ze v takovém piipadé je a < \/, A, aj'. Ukdzeme misto toho dualné, ze
pro M, Uy s(af?) € s(a) je A, Vil < a.

48rv. téz poznamku v dikaze véty 4.4.9.
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Algebra mnozin B je plné distributivni, takze (), U, s(a}*) € s(a) ekviva-
lentné znamend, Ze je (,, s(aj(,,)) € s(a) pro kazdou k : w — w. To se ale
pro danou k : w — w muZe stat jen tak, Ze posloupnost akm(m) budto obsahuje
a, nebo obsahuje néjaky prvek i jeho komplement. Jinak totiz existuje S € S
obsahujici vSechny aﬁm) a zarovenh —a, COZ je Spor.

V tom piipadé je ale A\, \/, ai* < a. Pokud ne, bud b= A, \V, ai' —a # 0.
Méame b < A, V, a*, takze je b < \/, a}l* pro kazdé m € w. Specieln& prom = 1
tedy existuje n&jaké k(1) € w tak, ze b A a,lc(l) # 0; pro m = 2 potom existuje
néjaké k(2) € w tak, ze b A a}c(l) A ai@) # 0. Indukei tak ziskame indexy k(m)
takové, ze b A /\mgn a’,;’zm) # 0 pro kazdé n. Tim je urcena funkce k : w — w
takova, ze posloupnost a?(m) neobsahuje ani komplementéarni prvky, ani a. [
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Kapitola 5
Vycislitelnost

Od pradavna pouzivaji se v matematice razné algoritmy, po€inaje staroindic-
kymi postupy pro zékladni Ciselné operace. Pro ruzné aritmetické ulohy, jako
napfiklad ovérit prvociselnost nebo najit nejmensi spoleény nasobek, zname me-
chanické postupy, které kazdou instanci dané tulohy pfivedou po kone¢né mnoha
krocich ke spravné odpovédi.

Teprve na pocatku dvacatého stoleti se vSak do popiedi dostala otazka, co
presné se algoritmem vibec mysli. Jiz v Hilbertové seznamu problémi (1900)
figuruje problém diofantickych rovnic, totiz tloha rozhodnout, zda méa dany
polynom s celo¢iselnymi koeficienty néjaké celo¢iselné koteny; hlavni podnét
oviem vzeSel z matematické logiky, kdyz vzniklo podezieni, Ze nékteré matema-
tické otazky algoritmické feSeni viibec nemaji: chceme-li ukazat, Ze néjaka uloha
algoritmické FeSeni nema, musime pfedné vyjasnit, co za algoritmus povazujeme.

Neékteré otazky v matematické logice lze zfejmé fesit zcela mechanicky: na-
priklad zjistit, zda jedna formule je instanci druhé, zda je dana vyrokova formule
tautologické, nebo zda je néjaka dani posloupnost formuli korektnim dikazem.
Naproti tomu Zadny mechanicky postup, ktery by efektivné rozhodoval o dokaza-
telnosti (Entscheidungsproblem), se zda se nenabizi. Jednim z hlavnich vysledkii
je Churchova véta, podle které takovy algoritmus skuteéné neexistuje.

Béhem tficatych let se teorie algoritmi, nazyvana téz teorie rekurze ¢i te-
orie vydislitelnosti, etablovala jako samostatny obor. Zékladni otazkou bylo,
které funkce mame povaZzovat za efektivné vycislitelné, tj. takové, u kterych mu-
Zeme vypocet funkénich hodnot svérit néjakému stroji; podobné pak, pro které
tlohy existuje rozhodovaci algoritmus, ktery na kazdou instanci v koneé¢ném case
spravné odpovi. Takova otdzka ma dokonce filozoficky rozmér: do jaké miry muze
byt lidsky rozum nahrazen strojem?

PopiSeme dvé hlavni formalizace efektivni vy¢islitelnosti, totiz Turingovy
stroje a rekurzivni funkce, a predvedeme, Ze jejich vypocetni sila je stejné. Po-
stupné se ukézalo, Ze i dalsi pokusy o formalizaci pojmu algoritmu jsou s nimi
ekvivalentni. To vedlo ke vSeobecnému ptijeti Churchovy teze, podle které po-
jem rekurzivni funkce zachycuje ,,spravnou” predstavu algoritmu — vyjadienou
ruznymi, avSak navzajem ekvivalentnimi zptisoby.

Omezime se piedné na efektivni vycislovani funkci, nebot na tento piipad
Ize prevést vSechny ostatni. Funkci pfitom rozumime v této kapitole zobrazeni
f definované na n&jaké podmnoziné dom(f) C NF, pro n&jaké k € N, s hod-
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notami v N. To znamené, Ze argumenty i hodnotami uvaZovanych funkci jsou
pFirozena ¢isla, a funkce nejsou nutné totdlns, tj. definované na celém N¥. Pro
zkraceni zapisu budeme nékdy k-tici (z1,...,7) € N¥ znadit struéné T a hod-
notu f(x1,...,2x) € N funkce f na téchto argumentech jako f(Z). Podobné pro
k-arni relaci R budeme nékdy psat kratce T € R nebo R(T).

Zastavme se nejprve u samotné predstavy algoritmu jakoZto mechanické pro-
cedury, kterd takovou funkci vyéisluje. Takova procedura by ziejmé méla se-
stavat z kone¢né mnoha instrukci, kterym neni tieba rozumét, staci je presné
dodrzet; muze je provadét netnavny, peclivy ufednik, nebo jesté lépe stroj.
K dispozici mé pfitom neomezené mnoho mista na poznamky. Je-li uvazovana
funkce f pro né&jaké dané T € N* definovana, potom procedura zahéjena se vstu-
pem T € N* po provedeni kone¢né mnoha instrukei skonéi, a jako svij vystup
oznami &islo (7). Pokud naopak funkce f v bodé Z € N* definovana neni, poza-
dujeme, aby procedura zaddnou hodnotu nevratila. Muze se naptiklad dostat do
nekoneéné smycky, rozhodné ale nesmi skonéit s néjakou predstiranou hodnotou
funkce f v bodé T ¢ dom(f).

Takova pfedstava algoritmu je na jednu stranu omezena tim, Ze je v nékolika
ohledech finitdrni: instrukci je koneéné mnoho, vstupem jsou ¢isla, tedy objekty
kone¢né povahy, a samotny vypocet téz bézi jen koneéné dlouho; to jsou vSak
prirozena omezeni. Na druhou stranu je takova predstava idealizovana: pokud si
stroj béhem vypodtu potiebuje zvlast poznamenat kazdy atom ve vesmiru, mé
k tomu dostatek mista; pokud vypocet skon¢i milion let po vyhasnuti Slunce,
dobéhl v kone¢ném ¢ase. Teorie rekurze se nezatézuje omezenimi fyzickych poci-
taci, tedy Gasovymi a pamétovymi naroky, ¢i snad takovymi podruZznostmi jako
velikost a stari vesmiru, a pta se obecné, co je viibec mozné vypocitat. Hlavni
formulace vy¢islitelnosti ostatné historicky predchézeji vzniku stroji, které by
néco realné vyéislovaly (o pozdéjsim gigantickém primyslu nemluvé).

Informatik tak miZe povaZovat teorii rekurze za nejsvobodnéjsi mozné pro-
gramovani, omezené jen hranicemi toho, co vibec pfichazi teoreticky v avahu.

5.1 Turingovy stroje

Turingiv stroj’ ztélesiiuje vyse popsanou piedstavu nasledovné. Pracuje na ne-
omezené pdsce, rozdélené na diskrétni pole; kazdé z t&chto poli obsahuje budto
znak 0 nebo znak 1. Stroj v kazdém okamziku ¢te nebo piSe na jedno z poli na
pasce; dokaze precist znak, ktery se na tomto poli nachézi, a dokaze jej prepsat
jinym znakem. Béhem jedné instrukce se mize pohnout vzdy nanejvys o jedno
pole. V kazdém okamziku se nachézi v jednom z koneéné mnoha pifedem danych
vnitinich stavi. Chod stroje se fidi sadou kone¢né mnoha predem danych in-
strukci tvaru s r w m t, kde s,t jsou vnitini stavy, r,w jsou symboly 0 nebo
1, a m je jeden ze symbolu L,N,R. Takova instrukce fika: pokud jsi ve stavu s
a na pasce ¢te$ symbol r, zapi§ na pasku symbol w, posuii se na péasce doleva
(L), nikam (N), nebo doprava (R), a pFepni se do stavu t. Stroj za¢iné ve stavu,
kterym zacinéd prvni instrukce. Pokud pro néjaky stav a vstup instrukce chybi,
stroj se zastavi.

Takovy stroj vy¢isluje funkci f : N¥ — N v nasledujicim smyslu: je-li na
pasce pred spusténim stroje zapsana k-tice T € N¥, pak v piipadé T € dom(f)

LTA. M. Turing, On Computable Numbers, Proc. London Math. Soc. s2-42:1, 230-265
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se stroj po kone¢né& mnoha krocich zastavi a na pasce zaneché zapsanou hodnotu
f(T); v ptipadé T ¢ dom(f) se stroj nikdy nezastavi.

Je otézka, jakym zptsobem ma byt na pasce, ktera smi obsahovat jen znaky
0 a 1, zapsano pfirozené ¢islo, respektive k-tice pfirozenych &isel. Nabizi se za-
pisovat &isla? v unarni notaci: &islo = se zapiSe jako sekvence z + 1 po sobé
jdoucich jedni¢ek; takovou sekvenci budeme v dalsim zna¢it 121, Tedy napii-
klad péska ...0001111000... zachycuje ¢islo 3. Podobné k-tice éisel zq,...,zg
se zapiSe jako k-tice takovych posloupnosti, oddélenych navzajem nulou. Tedy
napiiklad ...0001111010111000... zachycuje trojici (3,0, 2).

Pfijmeme také nasledujici konvenci: na zac¢atku vypoctu stoji hlava na prvni
jedni¢ce takového zapisu a po skonéeni vypoctu (tedy pokud stroj viibec zastavi)
stoji hlava na prvni jedni¢ce vysledku.?

5.1.1 Priklad. Je zvykem popisovat Turingtv stroj pravé jen jako sadu jeho
instrukei. Stavim lze pFitom dévat rizné sugestivni jména, jde ale jen o to,
aby byly navzajem rozliSitelné. Nasledujici stroj vycisluje, pfi znaceni zavede-
ném vyse, funkci signum, ktera kladnym ¢&islim pfifazuje jedni¢ku a nule nulu.
Vpravo od kazdé instrukce uvadime strucény komentar.

A1 1RB// z prvni jednicky ukro¢ doprava

BOOLZ// je-1li tam nula, je argumentem i vysledkem nula
B11LP// je-1li tam dal8i jednilka, je argument pozitivni
P11LP// jdi pfes pozitivni argument zpé&t doleva
POOLS // prekro¢ oddélujici nulu a zalni psat vysledek
S01LT// napi8 prvni jednicku vysledku a ukrol vlevo
TO1NZ // napi8§ druhou jedniéku vysledku a zastav

Napiiklad na vstupu 2 (totiz 01110) se tento stroj zachova nasledovné. Vlevo
uvadime stav péasky s vyznacenou hlavou, vpravo pouZzitou instrukci.

0000111000 // A11RB
0000111000 // B11LP
0000111000 // P11LP
0000111000 // POOLS
0000111000 // SO1LT
0010111000 // TO1NZ
0110111000

Vsimnéme si nékolika technickych omezeni v definici Turingova stroje. Na
pésce pripoustime jen znaky 0 a 1; ekvivalentné bychom mohli Fici, ze kazdé pole
na pasce bud'to je nebo neni prazdné. Za abecedu znakt na pasce bychom ve
skute¢nosti mohli pfijmout jakoukoli kone¢nou mozinu: kazdou takovou miizeme
za, cenu dalsi prace pomoci dvou znakt bindrné kédovat. V instrukcich umoziiu-
jeme pohyb vlevo, vpravo, ¢ nikam; za cenu dalSich stavi bychom mohli vzdy
pozadovat pohyb vlevo ¢i vpravo. Stejné tak bychom mohli pfipoustét bud’to jen

2Jedna se o zasadni problém: piedavame nikoli samotné éislo, totiz matematicky objekt,
nybrz néjaky jeho zdpis, tedy vyraz sestaveny ze symboli néjakého formalniho jazyka, coz
neni totéz. Uvédomme si, Ze ve stejné situaci jsme pfi rutinnim s¢itani: misto &isel pracujeme
s jejich dekadickymi zapisy. To nas nemusi nutné trapit, jinak nez jazykem se beztak vyjadrit
neumime. Volba konkrétni podoby takového zapisu je naopak otazka Cisté technicka.

3Takova konvence je samoziejmé arbitrarni: mohli bychom vyZadovat &teni zprava, Gistit
na péasce vSechny poznadmky z mezivypoctl, apod. Pro naSe ucely je vSak prijata konvence
¢teni vstupl a psani vystuptl stejné dobra jako kazda jina.
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pohyb nebo jen ¢teni ¢i psani, opét za cenu dalsich instrukei. MiiZeme téz pred-
pokladat, Ze jeden stav je vzdy vyhrazen jen pro ukonceni béhu stroje. Témito
modifikacemi se vypocetni sila Turingovych stroji nezméni.

Sadu instrukei tvaru s r w m t pro Turinglv stroj miZzeme ekvivalentné
nahlizet jako pfechodovou funkci (s,r) — (w,m,t) z mnoziny S x {0,1} do
mnoZniny {0,1} x {L,N,R} x S, kde S je mnoZina vnitfnich stavi; pfitom stavy
staéi rozliSovat prirozenymi ¢isly. Turingtv stroj pak muzeme formalné povazo-
vat pFimo za takovou prechodovou funkci.

5.1.2 Definice. Turingiv stroj je takova funkce M, ke které existuje n € N spl-
nujici dom(M) C {0,...,n} x{0,1} arng(M) C {0,1} x{L, N, R} x{0,...,n}.

Jelikoz se jedna o funkci, je takovy stroj deterministicky — v kazdé situaci
existuje nanejvys jeden zptsob, jak pokracovat. Jiné stroje zkoumat nebudeme.
Zaroven nepozadujeme, aby funkce M byla totalni, tj. v8ude definovana. To
odpovida tomu, Ze pro nékteré situace stroj zadnou instrukci nema.

Nyni bychom mohli zavést pojmy jako obsah pdsky, krok vijpo¢tu a podobné,
a mluvit o strojich zcela formalné. Takovy formalismus ale zavedeme teprve az
to bude nutné: predstava pocitajiciho stroje je uchopitelnéjsi.

5.1.3 Definice. Rekneme, Ze Turingtv stroj M pocitd funkci f, pokud ma
nasledujici vlastnost. Je-li M spustén s paskou obsahujici Z € N*, pak nastane
pravé jedna ze dvou moznosti: je-li T € dom(f), potom se M po koneéné mnoha
krocich zastavi a na pésce zanecha ¢islo f(Z), dale vpravo je paska prazdna; je-li
naopak T ¢ dom(f), M se nikdy nezastavi. Pokud k dané funkci takovy stroj
existuje, fekneme, ze je Turingovsky vycislitelnd nebo strucnéji vycislitelnd.

Vyse uvedeny piiklad tedy ukazuje, zZe funkce signum je vy¢islitelna. Zrejmé
kazdé konstantni funkce je vy¢islitelné, pripiSe jen vpravo pfedem znamy podcet
jednicek. Identitu f(z) = x poé€ita prazdny stroj, ktery nema zadné instrukce.
Kazda funkce s koneénym defini¢nim oborem je vyc¢islitelna, instrukce vlastné
jen cituji konecnou tabulku hodnot. Snadno se nahlédne, Ze je-li f vyd¢islitelné,
pak i kazda jeji kone¢na modifikace je vy¢islitelné.

5.1.4 Cvigeni. Popiste stroje? vy&islujici unarni funkci naslednika s(z) = x+1,
konstantni funkci CF(z1, 72, 73) = 5, koneénou funkci f(0,1) = 2, f(1,2) = 3,
binarn{ s¢itani f(x,y) = = + y a projekci 73 (1, 22, 3) = xo. Skoro stejné se
postavi stroje pro ostatni konstanty C* (Z) = m a projekce 7F (21, ..., 2x) = ;.

5.1.5 Priklad. Nésledujici stroj kopiruje dany argument jesté jednou vpravo.
Pracuje tak, ze vlevo od argumentu polozi zarazku, vSechny jedni¢ky postupné
prenese vpravo, poté je opét doplni a nakonec zarazku smaze.

A1 1L A // ukro¢ doleva

A 0O 1RB // poloz zarazku

BOORB // jdi doprava, pfejdi pripadné drivéjsi nuly

B 10RC // az narazi$ na jednicku, zvedni ji a nes ji doprava
C11RC // pfejdi dosud nevyzvednuté jednicky

CO0O0RD // prekro¢ oddélovaci nulu

D11RD// pfejdi dfive poloZené jednilky

4Béh Turingovych strojii lze emulovat napi. s pomoci https://github.com/janstary/tm
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DO1LE// na prvnim volném misté poloZz nesenou jednicku
E11LE// oto€ se a jdi doleva pro dalsi jednilku

EO0OLF // pftekro? oddélujici nulu

F11LG// je vlevo jeSte néco?

FO1LH// pokud ne, budeme konlit

G11L G // pokud ano, jdi pfes jednilky doleva

G O0OORB // unuly se otol vpravo, poneses dalSi jednilku
HO1LH// pokud konime, znovu napi$ vyzvednuté jednicky
H1O0RZ// uzaraZky se zastav, zaradzku smaZ a ukroé doprava

S pouzitim tohoto stroje snadno postavime jiny stroj, ktery pocita funkci 2z,
funkci 3z, nebo obecné soucin. Vidime, Ze stroje lze rizné kombinovat, naptiklad

Nasledujici cviceni ukazuji, Zze omezeni piijata v definici Turingova stroje
nejsou podstatna: pasek i hlav mize byt vice, abeceda mtze byt bohatsi, a pro
zastaveni stroje muZze byt vyhrazen specialni stav. V dalsim budeme tato pozo-
rovani vyuzivat: s vicehlavym ¢&i vicepaskovym strojem nebo s bohatsi abecedou
miZe byt snazsi alohu vyfesit (zaroven miiZze takovy stroj pracovat rychleji),
pritom dikazy staci podat jen pro stroje v ptivodni podobé.

5.1.6 Cviceni. Napiste Turingiiv stroj, ktery dané slovo v abecedé a, b, ¢ prepise
do abecedy 0,1; na zac¢atku pfitom stoji na prvnim pismené, a prvni znak |
vpravo znaci konec slova. Posloupnosti 00,01, 10,11 kéduji na pasce ptuvodni
znaky |, a,b, c. Tedy pii vstupu abccbal skonéi stroj s paskou 01101111100100
Napiste také stroj, ktery preklada opacné.

5.1.7 Cviceni. Ukazte na piikladé, ze k Turingovu stroji, ktery ma k dispozici
dvé péasky, existuje Turingtv stroj s jednou paskou, ktery dava na stejnych
vstupech stejné vystupy jako ptivodni stroj. (VyuZijte napf. suda a licha pole.)

5.1.8 Cviceni. Ukazte na piikladé, ze k Turingovu stroji, ktery méa na pésce
k dispozici dvé hlavy, existuje Turingiv stroj s jednou hlavou, ktery dava na
stejnych vstupech stejné vystupy jako ptvodni stroj.

5.1.9 Cviceni. Kazdy Turinguv stroj lze modifikovat tak, Ze na v8ech vstupech
stale dava tytéz vystupy, ale navic existuje pravé jeden stav, ve kterém stroj
nema zadné instrukce, kdezto ve vSech ostatni stavech instrukce maé.

Nasim zamérem je prozkoumat t¥idu Turingovych stroji, potazmo vycis-
litelnych funkci, a pozdé&ji ukazat, Ze splyva s tfidou Easteénych rekurzivnich
funkci. Pfedné si v8imnéme, Ze zatimco mmnoZina vSech funkci ma mohutnost
kontinua, vy¢islitelnych funkci je jen spocetné mnoho: Turingovych stroju je
nanejvys tolik, kolik je kone¢nych vyrazi ve spocetné abecedé.

5.1.10 Priklad. Pfedvedeme funkci ¥ : N — N, ktera neni vyéislitelna,® pro-
toze roste rychleji nez vSechny vycislitelné funkce. Pro dané x € N uvazme
vSechny Turingovy stroje, které maji pravé x stavi; takovych stroju je konecné
mnoho. Pro kazdy z nich, ktery se zastavi pii spusténi na prazdné pasce, uvazme
pocet jednicek, které po sob& na pésce zanechd; to je kone¢né &islo. Maximalni
takovy pocet oznacme X (z). To je pro kazdé xz € N dobie definovana hodnota,

5T. Rado, On Non-Computable Functions, BSTJ (1962), 877-884
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totiz maximum jisté kone¢né mnoziny ¢isel. Funkce ¥ : N — N je tedy dobie
definovana; snadno se nahlédne, Ze je rostouci. UkdZeme, Ze neni vycislitelna.

Bud totiz f : N — N ng&jaka vycislitelnad funkce. UkaZeme, Ze od jistého
z € N dale je f(x) < X(x). Je-li f vydcislitelna funkce, je vycislitelna i funkce
max(f(2z), f(2z + 1)) + 1; bud M stroj, ktery ji vy¢isluje, bud n € N pocet
jeho stavii. Pro kazdé z € N bud potom M, stroj, ktery na prazdnou pasku
napiSe ¢islo x a dal se chova jako stroj M; tedy M, se nad prazdnou paskou
zastavi — nejprve napiSe z, a nad timto vstupem pak spocita vétsi z hodnot
f(2z), f(2z+1). Pfitom M, ma z+n stavi, takze f(2z), f(2x+1) < Z(z+n).
Pro x > n je oviem X(x + n) < X(2z), nebot X je neklesajici, takZze dohromady
mame f(2z), f(2x + 1) < 3¥(2x) pro kazdé x > n.

Pro vypocet funkce ¥ se pritom nabizi nasledujici procedura: sepis vSechny
stroje o x stavech (tento pocet zfejmé velmi rychle roste, ale pro kazdé z € N
je kone¢ny); vyfad ty z nich, které nikdy nedob&hnou; ostatni spust, a pockej,
az dobéhnou; pre¢ti si maximalni vysledek z téchto koneéné mnoha. Problém
je v druhém kroku: pozdéji uvidime, ze zadna efektivni procedura nedokaze
rozhodovat o tom, zda dany stroj na daném vstupu vibec dob&hne.

5.1.11 Cviceni. Popiste v8echny stroje s jednim stavem a urcete hodnotu %(1).
Najdéte svédky pro 3(2) = 4,%(3) = 6,3(4) = 13. Kolik je uchazec¢t na X(5)?

5.2 Rekurzivni funkce

V tomto oddile predstavime druhou hlavni formalizaci efektivni vy¢islitelnosti,
totiz tfidu rekurzivnich funkci. Jeji definice méa jinou formu nez tfida Turingov-
sky vy¢islitelnych funkci: jisté elementarni funkce, naptiklad séitani a nasobent,
za efektivni prohlasime, a budeme poZzadovat uzavienost na jisté zakladni ope-
race s funkcemi, napiiklad skladani. Tyto pozadavky budeme postupné zesilovat
a tim zachytime ¢im dal §irsi tfidu funkci: elementéarni, primitivni, obecné a ¢éas-
te¢né rekurzivni funkce. O tfidé ¢asteé¢nych rekurzivnich funkei pozdéji ukazeme,
7e se shoduje s tiidou Turingovsky vy¢islitelnych funkci.

Elementarni rekurzivni funkce Nejskromnéjsi predstava o efektivni vyéis-
litelnosti bude zfejmé za vy¢islitelné povazovat zékladni aritmetické operace a
relace, totiz s¢itani, nasobeni a rovnost; pro ty jisté existuji efektivni vycislujici
procedury, zname je ze Skoly. Prirozena je téz predstava, ze dokazeme efektivné
vybrat dany prvek z danych konetné mnoha (tfeba paty z deviti), Ze se efek-
tivni funkce daji skladat, a Ze dokdZeme efektivné secist a nasobit konecnou
fadu. Tato predstava vede k nasledujici definici.

5.2.1 Definice. Ttida elementdrnich ¢i ob8irngji elementdrnich rekurzivnich
funkci, kterou budeme znacit ER, je nejmensi tiida funkci, ktera obsahuje bi-
narni sc¢itani x + y, binarni ndsobeni x - y, charakteristickou funkci rovnosti,
viechny projekce w¥(x1,...,2x) = 2;, zakazdé 1 < i < k € N, a je uzaviena na:

(a) skldddns: jsou-li f,g1,...,gn € ER, kde f je n-arni funkce a g; jsou k-arni,
pak do ER padne i sloZzend k-arni funkce h(z) = f(g1(T), ..., gn(T));

(b) sumace: s kazdou k-arni funkci f € ER padne do ER i k-arni funkece > f,
jejiz hodnotou v bodé a1, ...,z je Y {f(@1,...,2k—1,9);y < Tk };
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(¢) multiplikace: s kazdou k-arni f € ER padne do ER i k-arni funkce [] f,
jejiz hodnotou v bodé x1,...,zx je [[{f(x1,.. ., 2k-1,9);y < x}.

Pfijimame obvyklou konvenci, podle které je prazdna suma nulova a prazdny
soucin jednotkovy; tedy (3 f)(0) =0 a (][] f)(0) =1 pro kazdou funkci f.

Snadno se nahlédne, Ze ze vSech tiid s uvedenymi uzavérovymi vlastnostmi
je skutefné jedna nejmensi: prinik jakéhokoli systému takovych tifid je opét
takovou tiidou, takze specielné priunik vSech takovych je pravé tida ER.

5.2.2 Priklad. Kazda z nasledujicich funkei je elementérni:
(i) k-arni konstanta C¥ (z1,..., 1) = m, pro kazdé k,m € N;

(ii) unarni signum s hodnotami sign(0) = 0 a sign(z) = 1 pro x > 0;

(iii) unarni funkce sign(z) s hodnotami opaénymi nez u funkce sign(z);

binarni mocnina x¥ (kde 2° = 1 pro kazdé = a 0¥ = 0 pro kazdé y > 0);

(v

(vi

)
)
)
(iv) unarni ndslednik s hodnotami s(x) = x + 1 pro kazdé x;
)
) unarni faktoridl x! (pficemz 0! = 1);

)

(vii) kazdy polynom s pfirozenymi koeficienty.

Funkce sign(x) vraci 1 jen pro z = 0, coZ je jediné z € N spliwjici z = z + x;
ziskdme ji tedy slozenim y—(z,x + ), tj. formalngji x= (7} (z), +(7i(z), 71 (x))).
Funkce sign(z) je potom sign(sign(z)). Relace # méa charakteristickou funkei
sign(x=(z,y)). Konstantni unarni nula C}(z) je funkce y(z,z), konstantni
unérni jednicka je Ci (x) = sign(Ca(z)). Indukef podle m se pak ukaze, Ze i kaz-
dou dalsf unarni konstantu ziskdme skladanim jako C}, ., (z) = C},(z) + Cf (z);
k-arni konstanty CF, ziskame jako slozeni CX (zy,...,xx) = CL (7¥ (21, ..., 7k)).
Naslednik je s(z) = mf(z) + C}(z), mocnina je z¥ = [, 72(z,t) a faktoridl je
z! =[], s(y). Polynom je z definice sou¢tem nasobkit mocnin.

5.2.3 Cviceni. Je-li f elementarni, je elementéarni i kazda jeji kone¢né modifi-
kace. Tedy napfiklad funkce, kteréd je odnékud dale konstantni, je elementérni.
Podobné pro funkci, kteréd je odnékud dale periodicka.

5.2.4 Piiklad. Bud f unarni funkce s hodnotami f(x) = 1, pokud plati Gold-
bachova hypotéza, a f(z) = 0 jinak. Goldbachova hypotéza je dosud otevieny
problém, nicméné funkce f je budto konstanta C} nebo konstanta C1; v kazdém
pripadé je elementarni. Smysl této poznamky je nasledujici: efektivni vy¢islitel-
nost je vlastnosti funkce samotné, nikoli vlastnost jejiho popisu. Po rozhodnuti
Goldbachovy hypotézy se na funkci f nic nezméni.

5.2.5 Definice. Rekneme, 7ze R C N¥ je elementdrni nebo obsirnéji elementdrni
rekurzivn{ relace, pravé kdyz jeji charakteristickd funkce x r je elementarni.

Trivialnimi piiklady elementarnich relaci jsou kromé rovnosti a nerovnosti
téZ ) C N s charakteristickou funkei C& a N C N s charakteristickou funkei C’ll.
Takeé kazda jednoprvkova {n} C N je elementarni, jeji charakteristicka funkce je
X=(mi(z),Ck(x)). Podle nasledujictho pozorovéani je tiida elementarnich relaci
uzaviend na zakladni mnozinové operace. To znamena, ze kazda koneéna i kazda
kokone¢na podmnozina N je elementarni.
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5.2.6 Lemma. Budte R, S C N* elementdrni relace. Potom také relace N* \ R,
RNS a RUS jsou elementdrni.

Diikaz. Pro prinik mame xrns(Z) = Xr(T) - x5(T), pro doplnék xyr r(T) =
sign(x r(T)); uzavienost na sjednoceni pak plyne z deMorganovych formuli. [

5.2.7 Priklad. Binarni relace <, <, =, #, >, > jsou elementarni. O relacich =
a # to jiz vime. Relace « > y plati pravé kdyz se x nerovna zadnému t < y, takze
jeji charakteristickou funkci je Ht<y X (2,t), véetné piipadu y = 0. Relace < je
jejim doplitkem; sjednocenim relaci < a = je <, a relace > je jejim doplikem.

5.2.8 Lemma. Bud R C N" elementdrni relace, budte f1,..., f, elementdrni.
Potom i relace {T; (f1(T), ..., fn(T)) € R} C N¥ je elementdrni.

Diikaz. Charakteristicka funkce takové relace je slozena z funkci f; a xr. O

Podle pravé dokazaného lemmatu lze do ER relaci dosazovat hodnoty ER
funkci. Dulezitym pripadem takovych relaci jsou rovnosti a nerovnosti funkei:
pro f,g € ER jsou i relace {7; f(T) = g(T)} a {7; f(T) < g(T)} elementarni.

V piikladech jsme explicitné popsali, jak dand elementarni funkce vznikne
»zdola® pomoci uzavérovych operaci aplikovanych na jednodussi funkce. Takovy
,rodokmen* lze sestavit pro kazdou elementarni funkci. Funkce h je elemen-
tarni, pravé kdyz existuje kone¢na posloupnost elementarnich funkci hq, ..., Ay,
takova, Ze h, je funkce h, a pro kazdou h; plati jedna z nasledujicich podminek:
h; je binarni s¢itani nebo binarni nasobeni nebo néktera z projekei 7¥; nebo exis-
tuje n-arni funkce hy,l < j a n-tice k-arnich funkei hj,,..., h; ,j, < j tak, ze
h; je k-arni slozena funkce h;(Z) = hy(h;, (Z), ..., h;,(T); nebo existuje n&jaka
hi, 1 < j tak, ze h; =Y hy; nebo existuje néjaka hy,l < j tak, ze h; =[] hy.

Jako dusledek ziskavame, ze tiida elementarnich funkci a relaci je spocetné.
Totiz zékladnich elementarnich funkci je spocetné mnoho, uzavérové operace
jsou tfi, a kazdé elementarni funkci odpovida néjaka konecné posloupnost po-
psana vyse. To znamena, ze |ER| < |w<¥| = w.

Ttida ER ma i dalsi uzavérové vlastnosti kromé téch, které zarucuje defi-
nice: pokud napiiklad u dané elementarni funkce permutujeme, opakujeme, ¢i
ignorujeme promeénné, ze tifidy ER tim nevybocéime.

5.2.9 Lemma. Je-li funkce f(x1,...,2x) elementdrni, jsou elementdrni také
funkce (x1,..., 2k, Trt1) = f(x1, ..., 2k), (@1, 2k—1) = f(T1,. ., Th—1,21)
a (1, .., o) = f(T 1), - Tur)), kde v je libovolnd permutace indexi 1,. .. k.

Kazda z uvazovanych funkci se slozi z funkce f a pfislusnych projekci.
Lemma se pak snadno zobecni na vice nez jednu proménnou: je-li naptiklad
funkee f(z,y,z) elementarni, budou elementéarni i funkce g(z) = f(z,z,2) a
h(p,q,r,s) = f(q,r,p). Téchto obratii budeme déale bez komentéare vyuzivat.

Je-li R C N* elementarni relace, tedy pokud lze, podle nasi piedstavy, efek-

tivné rozhodovat o vztahu R(z1,...,z), mélo by byt mozné efektivné rozho-
dovat i o tom, zda je R(z1,...,Zr_1,y) pro kazdé y < xj, nebo alespon n&jakeé:

v obou piipadech staci vyzkouset konetné (omezené) mnoho hodnot. Podle né-
sledujiciho lemmatu je tomu skuteéné tak; rikame, ze tfida elementéarnich relaci
je uzaviena na omezenou kvantifikact.
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5.2.10 Lemma. Pro relaci R C N¥ bud E(R) C Nk relace obsahujici ta-
kovd (x1,...,x1), Ze pro néjaké y < xy plati R(x1,...,25-1,Yy); podobné bud
A(R) C NF relace obsahujici takovd (x1,...,x1), Ze pro vsechna y < xy plati
R(x1,...,x5-1,Yy). Potom je-li R elementdrni, jsou i A(R), E(R) elementdrni.

Diikaz. Pro A(R) je xar)(1,...,2%) = Hy<$k Xr(Z1,...,x5_1,Y), a relace
E(R) je doplitkem A(N*\ R). Tim jsme diky uzavienosti na dopliiky hotovi. []

Ze stejné¢ho ditvodu by pro elementarni relaci R C N¥ méla byt elemen-
tarni i funkce uly < zp]R(x1,...,25—1,y), kterd vraci nejmensi y < xj, splitujici
R(xq,...,25-1,Yy), pokud existuje, a v opa¢ném piipadé vraci zj. Podle nasle-
dujictho lemmatu je tomu skutecné tak. Rikame, 7e tiida elementarnich funket
je uzaviena na omezenou minimalizaci.

5.2.11 Lemma. Funkce ply < xp]R(x1,...,T5—1,y) je elementdrni, kdykoli
R(x1,...,xy) je elementdrni relace.

Diikaz. Elementarni funkce sign(3_, _, Xr(21, .. ., Zx—1,2)) vraci 1 na pravé ta-
kovych (z1,...,2k—1,y), pro kterd R(x1,...,Tr_1,2) neplati pro zadné z < y;
ozna¢me tuto funkei jako g(z1,...,25_1,y). Potom uly < xg|R(x1,...,Tk—1,9)
je pravé funkce >0 . g(z1,...,25-1,5(y)): pricita jednitku za kazdy index,
pod kterym vSechna R(x1,...,25_1,y) selhavaji. O

Podobné se ukiZze uzavienost na omezenou maximalizaci. Je-li R C N’“,
bud Ty < xg]R(x1,...,25—1,y) funkee, ktera vraci nejvétsi y < xy spliwjict
R(z1,...,25-1,y), pokud existuje, a v opaéném piipadé vraci 0.

5.2.12 Lemma. Funkce Gy < xp]R(x1,...,T5—1,y) je elementdrni, kdykoli
R(xq,...,xy) je elementdrni relace.

Diikaz. Nejvétsi y < axy splimjici R(x1,...,xx—1,y) je pravé nejmensi takovy
index y < xy, pro ktery plati (Vz < ax)(y < z = —=R(x1,...,2k—1,2)). O

Nésledujici lemma fiké, Ze rozlozime-li defini¢ni obor na kone¢né mnoho
efektivné rozpoznatelnych ¢asti, mizeme efektivni funkci definovat po ¢astech.

5.2.13 Lemma. Budte R,,...,R, elementdrni relace, tvorici rozklad N¥, a
budte f1, fo, ..., fn elementdrni k-drni funkce. Polozme f(T) = f;(T) prdvé kdyz
T € R;. Potom f je elementdrni funkce.

Diikaz. Piedné f je dobfe definovana: | J R; = N¥ je rozklad, takZe nastane pravé
jedna z moznosti. Pfitom f(Z) = xgr, (T) - f1(T) + - + xr, (T) - [n(T). O

5.2.14 Priiklad. Nasledujici funkce a relace jsou elementarni:

(i

(ii) k-arni maximum: max(x1,...,xg);

) k-arni minimum: min(x1, ..., zg);
)

(iii) x ~y=a —y pro & >y, jinak z —y = 0;
(iv) predchiidce p(z) =z — 1 pro & > 0, pfi¢emz p(0) = 0;

(v) binarni odéitant |z — y|;

(vi) binarni déleni [x/y] = nejvétsi z < x/y pokud y # 0, jinak 0;
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(vii) rm(z,y) = zbytek po déleni x/y pro y > 0, jinak 0;
(viii) relace délitelnosti {(x,y);z déli y} C N?;
(ix) mnoZina prvocisel P C N.

Binarni min(z,y) je « pokud z < y, a y jinak. Pro vice argumentt podobng,
jenom piipadi (vzajemnych nerovnosti) je vice. Maxima se ukazi analogicky.
Hodnota x =~ y je nejvétsi z < x takové, ze x = y + z, v€etné piipadu z -y = 0,
kdy takové z neexistuje. Pfedchiidce je p(x) =z =1, a |z —y| je (z~y)+ (y ~z).

Podil [z/y] pro y # 0 je nejvétsi z < x takove, ze x > y - z. Zbytek rm(z,y)
proy # 0 je z —y-[x/y]. Vztah z|y plati pravé kdyz (3¢ < y)(y = x-¢). Konetné
x € P pravé kdyz 1 < x a zaddné jiné y < x nedéli z.

5.2.15 Piiklad. Ozna¢me (n+1)-té prvocislo jako p,, (tj. po = 2). Potom unéarni
funkce n — p, je elementarni. Pfipomefime nejprve horni odhad p, < 22".
Pro pg = 2 odhad plati, dale indukci: &islo pg - p1 - -+ - pn je délitelné vSemi
prvocisly do p,, takze pg - p1 - --- - pn — 1 neni délitelné zadnym provocislem
do pn, v jeho prvociselném rozkladu tedy musi figurovat néjaké dalsi prvocislo,
takze ppy1 < po-p1-- -+ pn — 1 a podle indukéniho piedpokladu mame® také
Pasr < 2292002 = o2 {2Nksn} g 9271 g < 92" Relace
R = {(n,pn);n € N} je elementarni, nebot (n,z) € R pravé kdyz x € P a
> <o Xe(y) = n. Tedy pn = plr < 22"|R(n, z).

5.2.16 Priklad. Pro ¢isla z,i € N bud (z); exponent provoéisla p; v prvoci-
selném rozkladu &isla x. Pro uplnost definujeme také (0); = (1); = 0. Potom
(); je elementarni funkce, nebot (z); = ply < z](p! déli z a p?*" nedéli x).
Podobné bud ! unarni funkce, ktera ¢islu « pfifadi index I(z) jeho nejvétsiho
prvodiselného délitele (pro uplnost polozme téz 1(0) = 0 = [(1)). Z definice je
pak I(z) = fi < z](p; d&li z).

5.2.17 Priklad. S pomoci vyse uvedenych funkci lze efektivné kodovat a de-
kodovat koneéné posloupnosti &isel.” Pfirozenym kandidatem na koéd koneéné
posloupnosti (x1,...,xx) je ¢islo (x1,...,2x) = [[;o4 PPl Takovy kod je jed-
noznaény® diky jednoznaénosti prvoéiselnych rozkladt. Kéd z € N se naopak
jednoznaéné dekoduje® jako posloupnost ((z); = 1,..., (z);, ~ 1) € N
Prirozenym operacim zkracovani a naopak retézeni konecnych posloupnosti
pak odpovidaji nasledujici elementarni operace s jejich kédy: funkce x [ j =
[l pgx)i zkrati kod posloupnosti (z1, . .., z)) na kod posloupnosti (z1, ..., z;),

a funkce 27y = x - HKly pl(.i)l; zietézi kod = posloupnosti (z1, ..., z;;) a kod y

posloupnosti (y1,. .., Yiy) do kodu posloupnosti (z1, ..., T, Y1, -, Yiy)-

5.2.18 Cvigeni. UkaZte, Ze funkce f(m,n) = ((m+n)?+3m+n)/2 je bijekce.
To znamen4, Ze by se téz dala pouzit pro jednoznacné kdédovani dvojic ¢isel, navic
jeji hodnoty rostou jen polynomialné a kazdé ¢islo je kédem. Pro jednoduchost
ale zistaneme u koédovani prvociselnymi rozklady.

6Mnohem lepsi odhad dava ¢lanek P. Erdds, Beweis eines Satzes von Tschebyschef, Acta
Litt. Sci. Szeged. 5 (1932), 194-198: prvni prvodéislo nad z lezi pod 2z. Jde ndm ale jen o to,
ze néjaky elementarni horni odhad existuje, takze mizeme pouzit omezenou kvantifikaci.

"Pii n&jaké zvolené korespondenci mezi pfirozenymi &isly a symboly néjakého jazyka (po-
dobné jako v ASCII tabulce) pak miizeme na prirozena ¢isla hledét jako na kody slov, formuli,
dtkazt. Toho vyuZijeme pozdé&ji pfi aritmetizaci syntaxe.

8Kody (5,9) a (5,9,0) rozlisi pravé +1 pfidana v exponentu.

9Ne kazdé x € N je kodem, ale mnozina kédu je elementarni.
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Primitivni rekurzivni funkce TFidu elementarnich rekurzivnich funkei nyni
rozsifime do tiidy primitivnich rekurzivnich funkci. Prostfedkem k tomu je idea
primitivni rekurze: hodnota funkce v nule je néjak pevné zvolena, a hodnota
v kazdém dalsim bodé y + 1 se pocita z hodnoty v bod& y. Pro vypocet h(3)
potom staci znat hodnotu h(2), ktera se vypo¢ita z hodnoty h(1), a ta se vypo-
¢ita z hodnoty h(0), kterou zname. UkaZeme, Ze pomoci primitivni rekurze lze
efektivné vycislit v8echny elementéarni funkce, ale i nékteré dalsi.

5.2.19 Definice. Tt¥ida primitivnich, nebo ob8irnéji primitivnich rekurzivnich
funkci, kterou budeme v dalsim znacit PR, je nejmensi tfida funkci, ktera obsa-
huje unarni funkci ndslednika s(x) = x+1, vechny projekce n(z1, ..., zx) = x;,
za kazdé 1 <1i < k € N, a je uzaviena na:

(a) skldddns: jsou-li f,g1,...,9n € PR, kde f je n-arni funkce a g; jsou k-arni,
pak do PR padne i slozena k-arni funkce h(Z) = f(91(Z), ..., gn(T));

(b) primitivni rekurzi: s kazdou k-arni funkci f € PR a kazdou (k + 2)-arni
funkei g € PR padne do PR i (k+1)-arni funkce h spliwjici A(Z,0) = f(Z)
ah(Z,y+1) =9(@,y, h(T,y)) pro kazdé y € N.

Hodnotu h(Z,0) uréuje funkce f(T), a kazda dalsi hodnota h(Z,y + 1) se
z piedchozi hodnoty h(Z,y) a predchozich argumentt Z,y (tedy ,rekurzivné®)
ziska pomoci funkce g. Jako specialni pfipad primitivni rekurze pro k = 0 pak
mame pro ¢islo m € N (jakozto nularni funkci f) a binarni funkei g € PR téz
funkei h € PR spliwjici h(0) =m a h(y + 1) = g(y, h(y)).

5.2.20 Priklad. S¢itani je primitivni, nebot z +0 =z a = + s(y) = s(z + y);
formélngji z+0 = 7{ (z) ax+(y+1) = s(73(z,y,r+y)). Prosoucinje z-0 = 0 a
2-(y+1) = z-y+a; formalng x-0 = C (z) az-(y+1) = 73 (2, y, z-y)+73 (2, y, 1Y),
pritom s¢itani je primitivni a konstantni nulu lze téz definovat rekurzi jako
CH(0) =0a Ciy+1) = 73(y,Cd(y)). Pomoci primitivni rekurze definujeme
funkei predchudce jako p(0) = 0 a p(y + 1) = y; funkee & — y se potom definuje
jakoz =0 =z axz = (y+1) = p(x - y), funkce sign(x) jako 1 — x, nerovnost
x<(z,y) jako sign(x = y), nerovnost > analogicky, a rovnost je jejich prinikem.

Primitivni funkci lze zfejmeé vystavét riznymi zpusoby; kazdé jeji konstrukce
pak dava pfedpis, jak rekurzivné vy¢islit jeji hodnotu v daném bodé. Napiiklad
hodnota sou¢tu 3+2 se podle pravé uvedené definice s¢itani vypocte nasledovné:

f(3,2)=f(3,1+1)
= 5(m3(3,1, £(3,1)))
= s(73(3,1, £(3,0 + 1)))
= s(m3(3,1,5(73(3,0, £(3,0)))))
= 5(m3(3, 1, 5(73(3,0,7(3)))))
= 5(m3(3,1,5(73(3,0,3))))
= 5(m3(3,1,5(3)))
= s(m3(3,1,4))
=s(4)

I
ol ow
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5.2.21 Véta. KazZdd elementdrni funkce je primitivni.

Diikaz. S¢itéani, nasobeni a rovnost jsou pokryty predchozim pirikladem. Pro-
jekce a uzavienost na skladani mame z definice. Zbyva ukazat, Ze je PR uzaviena
na sumaci a multiplikaci. P¥itom suma g = > f funkce f € PR se rekurzi de-
finuje jako g(z1,...,25-1,0) =0a g(z1,...,2k-1,y+1) = g(x1,. .., Tp—1,Y) +
flx1, ..., xx_1,y). Uzavienost na multiplikaci se ukaZe stejné. O

Nasledujici uzavérové vlastnosti t¥idy PR ukdzeme stejné jako u t¥idy ER.

5.2.22 Lemma. Budte R, S C N¥ primitioni relace. Potom také relace N¥\ R,
RNS a RUS jsou primitivni. Je-li R C N™ primitivni relace a jsou-li f1,..., fn
primitivng funkce, pak i relace {T; (f1(Z), ..., fo(T)) € R} C N* je primitivni.
Trida PR je uzaviena na omezenou kvantifikaci a omezenou minimalizaci.

Pro danou funkci f mizeme pomoci kodovani z 5.2.17 definovat funkci 1,
ktera v hodnoté f(x1,...,xx) koduje cely dosavadni pribéh f(zy,...,zx_1,y)
pro y < xg, totiz funkci

T, = [ pjmewt,

y<zpk

Napiiklad pro funkci naslednika je 5(4) = (s(0),s(1),5(2),s(3)) € N kéd po-
sloupnosti (s(0), s(1), s(2), s(3)). Podle nasledujici vty zustava funkece f ve tf¥idé
elementarnich, respektive primitivnich funkci.

5.2.23 Véta. Pro kazZdou funkci plati:
(i) f € ER privé kdy? f € ER.

(ii) f € PR prdvé kdyz f € PR.
Diikaz. (i) Je-li funkee f(x1,...,zx) elementarni, je i funkce pg(xl"”’rk’l’y)ﬂ
elementarni, nebot je sloZena z mocniny, pfi¢itani jednicky, a funkei f a p, které
jsou vSechny elementarni. Pfitom f je pravé multiplikaci této funkce. Naopak
je-li f elementarni, ziskame z ni hodnoty funkce f elementarnim dek6dovanim

jako f(z1,...,2k) = (f(z1,...,2x +1))s,. (ii) Pro funkci f lze funkci f defino-
vat primitivni rekurzi jako f(7,0) = 1 a dale f(z,y + 1) = f(T,y) -pé(m’y)ﬂ.

Dekodovani se provede stejné jako v prvnim piipadg. O]

Primitivni rekurzi lze hodnotu f(z1, ..., zk, y+1) definovat z predchézejiciho
argumentu x1, ..., &g,y a predchozi hodnoty f(z1,...,zk,y). Podle nasledujici
véty se mize primitivni rekurze odkazovat dokonce na cely dosavadni pribéh.

5.2.24 Véta. Bud f libovolnd k-drni funkce. Existuje-li (k + 1)-drnd primitivni
funkce g tak, ze f(Z,y) = 9(T,y, f(T)) pro kazdé T,y € N¥, pak i f je primitivni.

Diikaz. 7 definice je f(x1,...,2x_1,0) = 1 a dale podle predpokladu plati
T@y+1) =F@y)  p) ™ =F@y) -p, """ takze T je primitivat.
Podle predchozi véty je tedy i funkce f primitivni. O

Ttida PR je z definice uzaviena na primitivni rekurzi, narozdil od £R. Na-
bizi se otézka, zda je ER uzaviena alespon na néjakou formu rekurze. Podle
nasledujici véty je uzaviena na omezenou rekurzi.
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5.2.25 Vé&ta. Budte f,g € ER, bud h sestavena z funkci f, g primitiont rekurzi,
tj. h(Z,0) = f(Z) a h(ZT,y + 1) = g(T,y, h(T,y)). Pokud existuje elementdrni
funkce u takovd, Ze h < u, pak i funkce h je elementdrni.

Diikaz. Pro xy,...,2k, 2x+1 € N uvazme priubéh h(z,0), h(Z,1),..., (T, zr41)-
To je kone¢na posloupnost, oznacme ji t = (¢;) a polozme ¢ = []

i<Tl41 pii
Kod ¢ spliwije (¢)o = f(Z) a (¢)i+1 = g((¢);, T, %) pro kazdé i < xp41.

Proi < mpiqjet; = h(T,i) < u(@,i) < 30, ,, ., W@, 1), takze ¢ < pg&fkﬂ)’
kde q(Z, vp41) = (14 2p41) D5y, ,, w(T, 7). Jde 0 to, Ze méme horni ER odhad
hodnot funkce h i kodu ¢, takZe budeme moci pouzit omezenou minimalizaci.

Bud R relace obsahujici takova (T, xx+1,y), pro ktera existuje ¢ < pgﬁ’fk“)
splijici podminky vySe a navic y = (¢)g,,,. Potom R je elementarni relace,
takze staci ukazat h(Z,zry1) = ply < (T, 541)|R(Z, Tr41,y). Pritom pro
T, Tr+1 € N je R(Z, 241, h(T, 2541)) @ pro R(T, xy1,y) je y = (T, xp41). O

Na druhou stranu ukizeme, Ze t¥ida £R neni uzaviena na primitivni rekurzi,
takze ER C PR: iterovana mocnina roste rychleji nez vSechny ER funkce.

5.2.26 Piiklad. Polozme h(zx,0) =z a h(z,y + 1) = 2"®¥). Pifmo z definice
je h € PR, a snadno dokaZeme nasledujici odhady. (i) Pro kazdé z,y € N je
x < h(z,y). Pro z = 0 jisté, pro z > 0 dokazujeme indukci podle y. Pro y =0 je
x = h(z,0); mame-li z < h(z,y), je také x < 2% < 2"®¥) = h(x, y+1). (ii) Pro
x> 1 akazdé y je h(z,y) < h(z,y + 1), nebot h(z,y) < z"®¥) = h(z,y + 1).
(iii) Pro kazdé z,y je h(z,y) < h(z + 1,y). Dokazujeme indukci podle y: pro
y=0jeh(z,0) =2 <z+1<h(x+1,0), a pokud pro y > 0 jiz mame h(z,y) <
h(z + 1,y), je také h(z,y + 1) = 2"@Y) < (z4+1)"EY) < (z + DHhEFY) =
h(z + 1,y + 1). Funkce h tedy roste v obou proménnych.

Pro soucty, sou¢iny a mocniny hodnot na nizsich argumentech pak dosta-
neme nésledujici. (iv) Pro « > 1 je h(z,y) + h(z,2) < h(z,max(y,z) + 1).
Totiz h(x,y) + h(x,z) < 2 - h(z,max(y,z)) < 2M@mazy.2) < gphlz.mazy.2) —
h(z,mazx(y,z)+1). (v) Proz > 1je h(z,y) - h(z, 2) < h(z,max(y, z) + 1). Totiz
h(fE, y) . h(l‘, Z) < h(x,max(y, )) ( h(z,maz(y,z)— 1)) 2 h(z,maz(y,z)—1) <
gerph(@man(y,2)=1)) < gh(z;maz(y, ) = h(z,maz(y,z) + 1). (vi) Pro & > 1 je
h(x,y)"®*) < h(r,max(y,z) + 2). Pro y = 0 mame dokonce h(z,0)"®?) =
M%) = h(x, 2 + 1), a pro y > 0 dostavame h(z,y)"®2) = ghlzy=1)h(z.2) <
gM@mar(y=1.2)+1) — b(x maz(y, z+1) +1) < h(z, maz(y, ) + 2). Vidime, ze h
roste v druhém argumentu velice rychle: soucty, sou¢iny i mocniny piedchozich
hodnot pferoste uz jen zvednutim druhého argumentu o 1 nebo 2. Kone¢né i pro
iteraci plati (vii) pro > 1 je h(h(z,y),2) < h(z,y + 2z). Dokazujeme indukei
podle z. Pro z = 0 je h(h(z,y),0) = h(z,y) = h(z,y+2-0). Pokud pro z > 0 jiz
mame h(h(z,y), z) < h(x,y+22), je také h(h(z,y), z+1) = h(x,y)"*@v)2) <
h(z,y)"®v+t22) < h(z,mazx(y,y + 22) +2) = h(z,y + 2(z + 1)).

S pomoci téchto odhadi miizeme nyni ukazat nasledujici: pro kazdou k-arni
funkei f € ER existuje y € N takové, ze pokud = = max{x,..., x5} > 1,
je f(z1,...,zk) < h(x,y). To se ukdze indukeci podle sloZitosti f € ER: tiida
funkci, pro které takové y € N existuje, obsahuje s¢itani, nasobeni, vSechny
projekce, a je uzaviené na skladani, sumaci i multiplikaci. Obsahuje tedy vSechny
elementarni funkce.'?

10Na ¢islo y € N zaru€ené timto tvrzenim mizeme hledét jako na rank funkce f: kolik tsili
musi funkce h vynaloZit, aby pferostla danou f. Chceme vlastné ukazat, Ze kazda elementarni
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Sama funkce h pak neni elementérni: pokud ano, je elementéarni i e(x) =
h(z,x); v tom piipadé ma rank y € N a je e(z) < h(z,y) pro kazdé = > 1.
Specialné pro x = y+2 > 1 je pak h(y+2,y+2) = e(y+2) < h(y+2,y), spor.

5.2.27 Cvi€eni. Urcete rank mocniny 2V, faktorialu z!, polynomu . _, ;.

5.2.28 Cviceni. VsSechny funkce z oddilu o elementarnich funkcich se pomoci
primitivni rekurze snadno definuji i pfimo — napisSte jejich forméalni definice.

Obecné rekurzivni funkce Dalsi rozsifeni t¥idy primitivnich rekurzivnich
funkei ziskdme tim, Ze zkoumanou t¥idu uzavieme na minimalizaci specidlnich
funkci. Funkce ¢(T,y) je specidlni, pokud pro kazdé¢ T € N* existuje y € N
takové, ze ¢(Z,y) = 0. Je-li g specialni, definujeme funkci f tak, ze f(T) je
nejmensi takové y € N. To zachycuje predstavu predem neohrani¢eného hleddni:
narozdil od tfidy PR, kterd je uzaviena na omezenou minimalizaci, nemame
nyni Zadny horni odhad hledaného f(Z) = y € N; vime v8ak pfedem, Ze existuje.

5.2.29 Definice. Rekneme, Ze (k 4 1)-arni funkce g je specidlni, pokud pro
kazdé T € NF existuje y € N takové, ze g(z,y) = 0. Je-li g specialni funkce, bud
f(Z) nejmensi y € N spliwujici g(x, y) = 0. Funkei f pak znaéime uy(g(Z,y) = 0)
a fikdme, Ze vznikla minimalizaci specialni funkce g.

5.2.30 Definice. Ttida obecngch, nebo obsirnéji obecnijch rekurzivnich funkct,
kterou budeme v dalsim znacit OR, je nejmensi t¥ida funkci, ktera obsahuje
unarni funkci naslednika s(z) = 2 + 1, viechny projekce 7¥(z1,...,21) = x;,
za kazdé 1 < ¢ < k € N, a je uzaviena na skladani, primitivni rekurzi, a

minimalizaci specidlnich funkei.

Hledime-li na funkci g(%, y) jako na charakteristickou funkei (k + 1)-arni re-
lace R = {(Z,y); 9(T,y) = 0}, miZeme relaci R nazvat specialni, je-1i g specialni;
to je prave kdyz pro kazdé T € N¥ existuje y € N tak, Ze (%, y) € R. Ekvivalentn&
tedy muzeme t¥idu OR definovat jako nejmensi tfidu uzavienou na primitivni
operace a minimalizaci specidlnich relaci.

Kazda primitivni rekurzivni funkce je z definice téZ obecna rekurzivni. Za-
rovefl v8echny obecné rekurzivni funkce jsou totalni: naslednik a projekce jisté,
skladanim a primitivni rekurzi dostavame z totalnich funkci opét totalni, a mi-
nimalizaci totalni specialni funkce vznikne totalni funkce.

Nejprve ukazeme, Ze tiida obecnych rekurzivnich funkci je podstatné bohatsi
nez t¥ida primitivnich funkci: obsahuje napiiklad funkci, ktera svymi hodnotami
kéduje priabéh kazdé primitivni funkce.

5.2.31 Definice. Bud F libovolna t¥ida funkef. Rekneme, ze binarni funkce u
je univerzdlni pro unarni funkce z F, pokud pro kazdou unarni funkci f € F
existuje ¢ € N takove, Ze pro viechna = € N je f(z) = u(c, z).

5.2.32 Véta. Ezistuje OR funkce, kterd je univerzdlni pro undrni PR funkce.

Driikaz. PopiSeme zptsob, jak zakédovat danou primitivni funkci f ¢islem ¢ € N:
¢islo (¢)o bude kodovat pocet argumentti, dalsi exponenty pak jednotlivé p¥ipady

funkce je kone¢ného ranku. Snadno ovéfime, ze s¢itani, nasobeni i kazda projekce je ranku 1.
Nechavame na ¢tenari, aby ovéril, ze pri skladani, sumaci i multiplikaci ztstane rank konecny
(a jak pFesné vzroste). Podminku max{z1,...,z;} > 1 potfebujeme proto, ze h(1,y) naopak
vibec neroste; argumentti z1, . . ., xy, které tuto podminku nespliuji, je ale jen kone¢né mnoho.
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rekurzivni vystavby PR funkce (ve smyslu definice 5.2.19) z jednodussich funkei.
Hledanou univerzalni funkei v nakonec definujeme tak, aby u(c,z) byla pravé
hodnota PR funkce s kodem ¢ v bodé z.

Zvolime nejprve kody jednotlivych piripada vystavby primitivni funkce. Né-
slednika bude kédovat &islo 2; projekci ¥ ¢islo 2% - 3%; funkci sloZenou z vnéjsi
n-arni funkce s kodem ¢ a k-arnich funkci s kody rq,...,r, bude kodovat ¢islo
2k . 5n .79 pjt ... pim o funkei sestavenou primitivn{ rekurzf z k-arni funkce
s kddem ¢ pro hodnotu v nule a (k + 2)-arni funkce s kodem r pro dalsi hodnoty
bude kodovat &islo 281 . 79.11". Volba kodt je pochopitelné zcela arbitrarni.!!
Podstatné je, Ze tyto kody jsou rozligitelné, dokonce elementarnimi prostiedky.!?

Indexujici funkei j(c, z) definujeme podle pFipadt — tj. na pravé zavedenych
kédech — jedinym moznym zptisobem. Na ¢&islo ¢ hledime jako na kéd dané

primitivni funkce, na ¢islo x jako na kod jejtho vstupu (x1,...,2x). Pro kod
naslednika bud j(2,z) = () + 1; na kodech projekei bud j(2* - 3¢, x) = (z);;
pro slozené funkce polozme j(2%-5"-79-pj* -+ - pi" 5 @) = j(q,pjl(”’w) . -p%(r"’w));

kone¢né na kodech ¢ = 2F+1.79.117 funkei ziskanych primitivni rekurzi klademe

j(e,x) = j(g, ) pro (z)r, = 0 a j(c,x - p!™") = j(r,z - p -pi(jf'pz)); ve vSech

ostatnich p¥ipadech bud j(e,z) = 0.

Funkce j(c,z) pak indexuje v8echny PR funkce, v tomto smyslu: pro kaz-
dou k-arni funkci f € PR existuje ¢ € N takové, Ze pro z1,...,x5x € N je
fl@r,. . 2r) = je,pit -+ pp*). Dokazujeme indukei podle slozitosti. Pro na-
slednika je s(z) = x + 1 = j(2,2%); pro projekei ©¥ je j(2% - 3%, p7* -+ - pi*) = ;.
Pro funkci sloZzenou z vnéjsi n-arni funkce f, ke které jiz zndme index ¢, a vniti-
nich k-arnich funkci g1, ..., g,, ke kterym jiz zndme indexy ry, ..., r,, ozna¢me
x =pi'---pe¥ pro dané xq,. ..,z € N; z indukéniho pfedpokladu je pak
G(2F BT P pin T) = (g, P i)y

= j(q,p{'@ - pgr @)

Konecné uvazme (k4 1)-arni funkci h zkonstruovanou primitivni rekurzi z k-arnt
funkce f s koédem g a (k + 2)-arni funkce g s kodem r. Pro dané x4, ...,z € N
ozna¢me opét x = pi* ---p,*. Pro (z); = 0 potom z indukéniho predpokladu
mame j(281 . 79117 2) = j(q,x) = f(T) = h(7,0), a v dalsich p¥ipadech

. j(2F+1.79.117 z-pY

jlrapl-pl e
=9(@,y,h(T,y))

h(z,y+1).

GEM 7T 2l

Z pravé dokazaného tvrzeni plyne, ze funkce u(c, z) = j(¢, 2%) je univerzalni
pro t¥idu unarnich!'3 primitivnich funkei. Zbyva ukazat, Ze j (a tedy také u) je

1 Jako piiklad uvazme binarni séitani. Funkce h(x,y) = x + y vznikd primitivni rekurzf
jako h(z,0) = 7i(z) a h(z,y + 1) = s(r3(z,y,= + y) z unarni funkce 7w} s kédem 2! - 3!
a ternarni funkce s o Wg, ktera sama je slozena. Kédem naslednika s je 2, kédem projekce
73 je 2% . 33, takze ternarni s o 73 ma kod 23 - 51 . 72 . 112°:3°; binarni séitani ma tedy kod
c=22. 28l p2tel 2t oy

12Napf#iklad mnozina &sel ¢ € N, ktera spliuji (c)o > 0, (c)1 > 0,(c)1 < (c)o a l(c) = 1, je
elementarni; takova ¢isla jsou pravé kody vsech projekei.

130mezeni na unarni funkce neni podstatné: stejné tak bychom mohli ukazat, %e ternarni
v(e, z1,x2) = j(c, 2%1 - 3%2) je univerzalni pro binarni primitivni funkce.
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obecnd rekurzivni funkce. Pfedné, funkce j formélné neni definovana Zzadnym
dosud popsanym zpiisobem rekurze; odvolava se na své vlastni hodnoty na niz-
sich argumentech (snadno se nahlédne, Ze jednodussi funkce mé mensi kod), ale
pro ruzné tvary argumentu riznym zpusobem. UkdZeme nicméné, Ze funkci j
Ize ekvivalentné zavést minimalizaci specialni relace. Pro kazdé ¢,z € N je totiz
jle,x) = ((2)12)2, kde 2z je nejmensi &islo takové, ze ((2)12)o = ¢, ((2)12)1 =z, a
pro kazdé i < I(z) plati jedna z nasledujicich podminek.'* Podminky popisuji
jednotlivé pripady vypoc¢tu hodnot funkce j, potazmo jednotlivé zpusoby kon-
strukce primitivni rekurzivni funkce, podle kterych jsme tyto pripady definovali.

néslednik: (2);0=2a (2);2 = (2);1 +1
projekce: 1((2)i0) = 1, (2)i01 < (2)i0,0 a (2)i2 = (2)(4,1,(2)i,0,1)

(
skladant: (2);00 # 0,(2)i01 = 0,(2)i02 # 0, [((2)i0) = (2)i02 + 3,
existuje j <1 tak, ze ( )370 = (2)170,3,1((2)3‘71) = (Z)i70,2 a (Z)j,g = (Z)Z‘,g, a
pro kazdé k < (z);,0,2 existuje néjaké m < i takové, ze (2)m,0 = (2)i,0,k+4,
(2)j1 = (2)i1 @ (2)m,2 = (2)j,1,k-
rekurze: (2)i,0,0 #Z 0 = (2)i,01 = (2)i,0,2, (2)i,03 7 0 # (2)i,0,4, (12)i0 —4
a nastava jeden z nasledujicich pfipadi (piSeme n = (2);.0,0)): (2)i1n =
o oo nEke g < 116 () = (i (Des - ren 8 Cha s (o
(2)i,n > 0, tedy (2)i,1 =t - pp, a pro néjaka j,k < ije (2)j0 = (2)i,0,45
(Z)j,1 =t 'Piﬁli’zy (Z)k,o = (U)i,Ov (u)k,l =1, a (Z)j,z = (2)12

zbytek: neplati nic z pFedchoziho, a je (2);2 = 0.

7 vySe uvedeného plyne, ze pro kazdé c,x € N takové z existuje; to znameni,
7e minimalizujeme specialni relaci, takZe j je obecna rekurzivni funkce. O

Popsali jsme univerzalni funkci pro t¥idu primitivnich funkci. Podle nésle-
dujiciho lemmatu tato funkce sama nemuze byt primitivni.

5.2.33 Lemma. Bud u totdlni bindrni funkce, bud F trida funkci uzaviend na
elementdrni operace. Potom je-li u univerzalni pro undrng funkce z F, je u & F.

Diikaz. Je-li u € F, je také f(x) = u(x,z)+ 1 funkce z F, a ma tedy sviyj index
¢ € N vidi u; to jest, pro kazdé = € N je f(z) = u(c, x). Specialné pro z = ¢ je
tedy u(c,¢) = f(c) = u(c,c¢) + 1, spor. O

5.2.34 Cviceni. (a) Bud f primitivn{ ostfe rostouci unarni funkce. Ukazte, Ze
jeji obor hodnot je primitivni mnozina. (b) Bud f primitivni neklesajici neome-
zend unarni funkce. UkaZte, Ze jeji obor hodnot je obecna rekurzivni mnozina.

14Podminky jsou technicky slozité, ale idea je jednoduché: &islo z kéduje konedny proto-
kol postupného vypoctu hodnoty j(a,b) z jednodussich p¥ipadi j(ai,b1),...,j(an,bn). Tyto
pfedchozi pfipady kédujeme jako (z); = 2% -3bi .53(aiybi) g &fslo z je kodem celé posloupnosti
(2)1,- -, (2)12; specielné posledni ¢len (z);, koduje vysledné a, b, j(a,b). Vzhledem k mnozstvi
indext piSeme (((2):);)r téz jako (2); j r nebo (z)(3,7, k).
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Castecné rekurzivni funkce Tiidu obecnych rekurzivnich funkef jeste ne-
miuZeme dost dobife prohlésit za adekvatni formalni protéjSek intuitivni pred-
stavy efektivné vycislitelnych funkei. Jsou k tomu pfinejmensim dva divody.

Povazujeme-li za efektivni proceduru to, co jsme provedli pfi minimalizaci
specialnich funkci, méli bychom za efektivné vy¢islitelné prijmout i funkce, které
vzniknou minimalizaci jakychkoli efektivnich funkci; vyéislujici procedura bude
totiz stejna: zkouSej postupné hodnoty y € N pocinaje nulou a divej se, zdali
uz je g(z,y) = 0. MiZe se pak samoz¥ejmeé stét, Ze takova funkce nebude viude
definovana: pokud takové y € N neexistuje, vypocet nikdy neskonéi.

Ze t¥idy obecnych rekurzivnich funkei lze zaroven vykrocit diagonalizaci:
obecnych rekurzivnich funkei je spocetné mnoho (jako u pfedchozich t¥id), bud
tedy f, néjaké jejich ocislovani. PFi troSe snahy muZzeme takové ocislovani pro-
vést dokonce efektivné, totiz prochazet obecné rekurzivni funkce indukei podle
slozitosti a jejich konstrukce kédovat, podobné jako v dikazu véty o univerzalni
funkci. Potom ale musime za efektivni povazovat i funkci definovanou predpi-
sem d(n) = fn(n) + 1; jeji efektivni vyéislujici procedura je nasnadg, totiz pro
dané n € N spoé¢ti hodnotu funkce f,, v bodé n € N a pfic¢ti jedna. Funkce d se
ale nemuze vsude shodovat s zadnou f,: kdyby d byla funkce f,, méli bychom
fn(n) =d(n) = fn(n)+1— coz je spor, pokud je funkce d v bodé n definovana.
Funkci d 1ze efektivné vy¢islit, ale v uvazované tfidé pritom nelezi.

Pfi¢ina je v obou pfipadech stejna: hlavnim omezenim ti¥idy obecnych rekur-
zivnich funkci je to, Ze jsou nutné vsude definované. Bez tohoto pozadavku nam
nic nebrani pfijmout za efektivni i minimalizace jinych neZ speciélnich funkei,
a vznikla t¥ida bude navic stabilni v tom smyslu, Ze odola diagonalizaci.

Neomezenou minimalizaci mizeme chapat jako pfedem neohranicené hle-
dani: pokud nepozadujeme, aby ¢(Z,y) byla specidlni, potom y € N spliujici
9(T,y) = 0 nemusi existovat, takZe funkce, kterd vznikne z ¢ minimalizaci,
nebude vSude definovana. Proto se takové funkce nazyvaji obsirnéji cdstecné
rekurzivni funkce, narozdil od obecnych rekurzivnich funkci, které jsou totélni.

Podrobnéji: funkce f vznikne minimalizaci funkce g, pokud pro kazdé 7 € N¥
je f(T) nejmensi y € N takové (pokud existuje), ze ¢g(Z,y) = 0, zatimco pro
viechna z < y je hodnota ¢(T,z) definovana a nenulova. To odpovida nasi
predstavé o efektivni procedufe, ktera takové hodnoty postupnym ovéfovanim
zjistuje: pokud pro néjaké z < y neni g(T, z) definovano, pak test ¢g(Z,z) = 0
nikdy neprobéhne a na test g(Z,y) = 0 ani nedojde.!®

5.2.35 Definice. Ttida rekurzivnich ¢i ob8irnéji c¢dstecnyjch rekurzivnich funkct,
kterou budeme v dalsim znacit RF, je nejmensi t¥ida funkci, ktera obsahuje
funkci néslednika s(z) = x + 1, viechny projekce w¥(x1,...,71) = x;, za kazdé
1 <i<keN, a je uzaviena na skladani, primitivni rekurzi, a minimalizaci.

Kazda obecné rekurzivni funkce je z definice ¢asteéna rekurzivni. Rozdil
oproti pfedchozim tFidam funkci je podstatny: ¢asteéné rekurzivni funkce nejsou
nutné vSude definované; defini¢nim oborem k-arni funkce f € RF je jen pod-
mnozina N¥. T¥ida RF je stale spocetnd, ale pro diagonalu d(n) = f,(n) + 1
seznamu { f,;n € N} neni nutné d ¢ RF: je-li d funkce f,, € RF, pak o jejim

15Bud napiiklad g funkce s hodnotami g(0,0) = 1, g(0,1) = 0, g(1,1) = 0, ktera nenf
nikde jinde definovana. Pro funkci f, ktera vznikne minimalizaci g, je f(0) = 1, ale f(1) neni
definovano: je sice g(1,1) = 0 a &islo 1 je prvni takové, ale neni definovéno g(1, 0). Jako krajni
piiklad pak poslouzi prazdné funkce ziskana minimalizaci konstantni funkce g(z,y) = 42.
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indexu n € N miuzeme Fici je tolik, ze n ¢ dom(d). Pozdéji uvidime, ze diago-
néla tiidy ¢asteénych rekurzivnich funkci je sama Casteéna rekurzivni, narozdil
od diagonalizace piedchozich tfid.

S tim souvisi obvykla tmluva: pokud pro f,g € RF napiSeme f(Z) = g(T),
mame tim na mysli, Ze obé& funkce f, g jsou v Z € N¥ definované a jejich hodnoty
se rovnaji. Podobné f = g znamena, Ze defini¢ni obory obou funkei jsou totoZné,
a pro T z defini¢nitho oboru plati f(Z) = ¢(T).

Nize takové konkrétni oéislovani ¢asteénych rekurzivnich funkci ukazeme,
ba dokonce popiSeme univerzéalni rekurzivni funkci, ktera pti znalosti n € N
efektivné vycisluje hodnoty funkce f,,.

Ke tiidé ¢asteénych rekurzivnich funkei se jesté vratime. Nejdiive v8ak uka-
Zeme, 7e je velice pfirozené: jedna se presné o Turingovsky vy¢islitelné funkce.

5.3 Churchova teze

V tomto oddile ukazeme, ze Turingovy stroje a ¢asteéné rekurzivni funkce pied-
stavuji tutéZ vypocetni silu: rekurzivni funkce jsou pravé vycislitelné funkce.
To je jeden ze silnych argumenti pro pfijeti Churchovy teze: obé formalizace
intuitivni predstavy efektivni vy¢islitelnosti, prestoze jsou ve svych technickych
aspektech dosti odlisné, predstavuji ve skute¢nosti tutéz tiidu funkei.

5.3.1 Véta. Kazdou rekurzivni funkci vycisluje néjaky Turingiv stroj.

Drikaz. Stroje pro konstanty, projekce a naslednika jsme sestrojili jiz v oddile o
které vy¢isluji funkce vytvorené skladanim, primitivni rekurzi a minimalizaci.

Bud h(z) = g(f1(Z),..., fu(T)) funkce vytvorena sloZenim, pficemZ pro
funkce fi,..., f, jiZ mame stroje My, ..., M, a pro funkci g stroj M,. Sesta-
vime tripaskovy stroj M, ktery vycisluje funkci h; vime jiz, ze takovy stroj lze
redukovat na zakladni jednopaskovy stroj. Prvni paska je vstupni a obsahuje
argumenty T; druba paska je pracovni, budeme na ni pocitat hodnoty f;(Z);
tfeti paska je vystupni, na ni budeme pocitat vnéjsi funkci g, jejiz hodnota je
hodnotou slozené funkce h. Vysledny stroj M funguje nasledovné: postupné pro
kazdé i < n zkopiruje argumenty Z z prvni pasky na druhou a spusti nad dru-
hou péaskou stroj M;. Pokud stroj M; nikdy nezastavi, je T ¢ dom(f;), tedy také
T ¢ dom(h). Pokud M; zastavi, je na druhé pasce napséana hodnota f;(T); stroj
M tuto hodnotu zkopiruje na tieti pasku, vpravo od pfedchozich hodnot f;(Z).
Nakonec stroj M spusti stroj M, nad treti paskou, kterd nyni obsahuje argu-
menty f1(Z),..., fn(T). Pokud stroj M, nezastavi, pak funkce g neni definovana
v bodé (f1(T), ..., fn(T)), takZe h neni definovana v bodé T; pokud zastavi, pak
na t¥eti pasce zanecha hodnotu h(Z) = g(f1(T), ..., fu(T)).

Bud h funkce vytvorena primitivni rekurzi z funkei f a g, tj. h(%,0) = f(T)
ah(Z,y+1) =g, y, h(T,y)), pfitemz funkci f resp. g vyéisluje Turingiv stroj
My resp. My. Stroj M vyéislujici funkci h je opét tfipaskovy: na prvni pasce
¢te argumenty 1, ..., 2k, Tr4+1, na druhé pasce iteruje postupné hodnoty vSech
y < Tr41, a na tfeti pasce spousti rekurzivni volani stroje M, resp. My. Vy-
sledny stroj M pracuje nasledovné. Nejprve na tireti pasku zkopiruje argumenty
Z1,...,%% a spusti nad nimi stroj My; pokud skonéi, ocitne se tim na tfeti
pasce hodnota f(T) = h(Z,0). Dale pak stroj M prochazi nasledujicim cyklem:
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na druhou pasku nanese nejdiive hodnotu y = 0; dokud je hodnota y na druhé
pésce mens$i nez hodnota x;4; na prvni pésce, zkopiruje stroj M pfed dosa-
vadni hodnotu na tfeti pasce hodnotu z druhé pasky, pred ni jeSté argumenty
Z1,...,2 z prvoi pasky, a spusti M. Pri prvni iteraci se tak po¢itd hodnota
9(Z,0,h(T,0)) = h(z,1). Poté, co stroj My skonéi (pokud skonéi), zvétsi stroj
M hodnotu na druhé pésce o jedna a pokracuje stejné; na tfeti pasce se tak dale
pocitaji hodnoty ¢(Z, 1, h(Z,1)) = h(z,2) atd. Cyklus konéi, kdyZ se na druhé
pésce ocitne x11; v tu chvili je na tieti pasce napsano h(Z, xp41). Opét plati,
ze pokud béh stroje My nebo néktery z béhu stroje M, neskonéi, znamena to,
ze v prislusném bodé neni definovana funkce f resp. g, a tedy ani funkce h.
Bud kone¢né h(Z) = py(g9(T,y) = 0) funkce vznikla minimalizaci funkce
g, pfifemz funkci g vycisluje stroj M,. Stroj M vy¢islujici funkci h bude mit
dvé pésky: na prvni udrzuje argumenty 7, y, na druhé spousti postupné vypo-
¢ty ¢(%,0), g(T, 1), atd. Stroj M pracuje v nasledujicim cyklu: nejprve k argu-
mentim T na prvni pasce pripiSe vpravo hodnotu 0; argumenty z prvni pasky
prekopiruje na druhou pésku a spusti nad nimi stroj M,; pokud M, dobé&hne,
zkontroluje stroj M, zda je vysledna hodnota ¢(Z,y) na druhé pasce nulova;
pokud ano, znamené to, ze soucasna hodnota posledniho argumentu na prvni
pasce je hledané h(Z) = py(g(Z,y) = 0); pokud ne, zvedne M posledni argument
na prvni péasce o jedna a pokracuje stejné. Tak jako v predchozich pripadech,
pokud néktery z béhi stroje M, neskoné¢i, neni ani funkce h v daném bodé
definovana; stejné tak pokud hledané y neexistuje, stroj M nikdy neskoné¢i. [

V dikaze vynechadvidme nékteré detaily, které povazujeme za technikalni:
zkopirovat argument pfed nebo za posloupnost pifedchozich argumentti, hlidat
nerovnost dvou argumentii ¢i ovéfovat nulovou funkéni hodnotu je samo o sobé
tloha, kterou ma provést néjaky Turingiav stroj, jehoz instrukce jsou ovsem
piimocaré. Vybizime nicméné laskavého &tenafe, aby tyto detaily doplnil.*

V opafném sméru méame nyni ukizat, ze kazda vy¢islitelné funkce je rekur-
zivni. K tomu potfebujeme zakédovat pojmy teorie Turingovych stroji pomoci
rekurzivnich funkci. Provedeme to pomoci kédovani konecnych posloupnosti,
které jsme zavedli jiz v oddile o elementarnich funkcich. Jakmile budeme mit
k dispozici rekurzivni funkce a relace zachycujici pojmy jako obsah pdsky ¢i
krok vypoctu, budeme schopni rekurzivni funkci kodovat cely vypocet, vcetné
hodnoty, kterou pfi tom stroj pripadné vycisluje.

Potfebujeme predné zavést formalismus, pomoci kterého budeme moci o Tu-
ringovych strojich mluvit jako o matematickych objektech, narozdil od intuitivni
predstavy fyzického pocitaciho stroje, o kterou jsme se dosud opirali.

5.3.2 Definice. Turingiv stroj je funkce M, ke které existuje N € N spliiujici
dom(M) C{1,...,N}x{0,1} arng(M) C {0,1}x{0,1,2} x{1,..., N}. Obsah
pdsky je zobrazeni T : Z — {0,1} s kone¢nym nosi¢em. Konfigurace stroje M
je Ctverice (M, T,s,j), kde M je Turingiv stroj, T je obsah pasky, s < N a
j € Z. Krok vygpoctu je dvojice konfiguraci (M, T,s,7), (M, T, s',j’) takova, ze
pii M(s,Tj) = (w,m,s") je T'j’ = w a pro m = 0,1,2 je v odpovidajicim

16 Programator si zaroveii véimne, Ze hodnotu h(Z, y) funkce vytvofené primitivni rekurzi lze
implementovat for cyklem, ktery postupné pocita nultou, prvni, druhou, az kone¢né hledanou
y-tou hodnotu, a ze v indukénim kroku pro primitivni rekurzi emulujeme pravé takovy cyklus.
Podobné hodnotu funkce vytvorené minimalizaci lze implementovat (potencialné nekonednym)
while cyklem, a pravé takovy cyklus emulujeme v indukénim kroku pro minimalizaci.
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poradi j' = j — 1,7,7 + 1. Vypocet Turingova stroje M je koneéné posloupnost
konfiguraci (M, Ty, $0,50)s -« -5 (M, Ty, Sn, jn), ve které kazda sousedni dvojice
tvoii vypocetni krok, a zaroven (s, Thjn) ¢ dom(M).

Zavedli jsme formalné pojmy souvisejici s béhem Turingovych stroji. Nyni
vSechny tyto pojmy postupné zakdédujeme pomoci rekurzivnich funkei. Potfebu-
jeme predné kodovat samotné stroje: instrukci M(s;,r;) = (w;, my, t;) budeme
kodovat ¢islem ¢; = 2% H13ritlgwitlymitlyjtitl 5 k6dem Turingova stroje M
bude pro nés ¢&islo gM = pr"“. Snadno se ukéze, ze mnozina kédia Turingo-
vych stroju je elementérni: ¢islo x € N je takovym kédem pravé kdyz pro kazdé
i <lx je l((l‘)l) = 4, plati ((33)1)1 S {0, 1}, ((l‘),)g S {0, 1}, ((l‘),)g, S {0, 1,2}, a
pro zadné jiné j <!z neni ((x);)o = ((z);)o a ((x)i)1 = ((z);)1.

Dale potfebujeme kédovat pozice na pasce a obsah pasky. Pozice na pasce
jsou celé ¢isla, nabizi se kodovat kladna ¢isla sudymi a zéporné cisla lichymi
prirozenymi €isly; polozme tedy ¢(j) = 2j pro j > 0 a g(j) = —2j — 1 pro
j < 0. Na téchto kédech!'” pak potfebujeme provadét operace, které zachycuji
pohyb na pésce. Definujeme tedy jesté funkce R a L o¢ividnym zptsobem, totiz
R(x) = x4 2 pro z sudé, R(x) = x — 2 pro « liché, a R(1) = 0. Potom pro
kazdé j € Z mame R(g(j)) = g(j + 1). Analogicky definujeme L(z) = x + 2
pro z liché, L(z) = x — 2 pro z sudé, a L(0) = 1, potom je L(g(j)) = g(j — 1).
Pritom L, R jsou elementarni funkce. Kodem pasky s obsahem T bude potom
&islo gT = H;‘;Op?j, kde b; = T'(j/2) pro j sudé a b; = T(—(j + 1)/2) pro j
liché. Souéin je ve skute¢nosti koneény, nebot {j € Z; Tj # 0} C Z je koneéna.
Mnozina takovych koédu je opét elementarni: ¢islo z je kodem néjaké pésky,
pravé kdyz (Vi < l(z))((x); < 2).

Dale potifebujeme koédovat zékladni operace na péasce, totiz pirepis daného
pole danou hodnotou. Bud W mnozina vsech &tvefic (z,gj,b,y), kde x = gT
je néjaky kod obsahu pasky, j € Z, b € {0,1}, ay = g(T;-’). To znamena, 7e y
koduje pasku T;’, ktera se od pasky T 1isi jen hodnotou Tj = b. Relace W je opét
elementéarni: (z, gj,b,y) € W plati pravé kdyz = je kod pasky a y = [z/p§z)j] ~p§’».

Kodem konfigurace (M, T, s, j) bude &islo g(M, T, s, j) = 29M 39755797, Mno-
zina takovych kodu je opét elementarni: ¢islo x je takovym koédem pravé kdyz
lx > 3, (z)o je kddem néjakého stroje, (z); je kodem né&jaké pasky, a pro néjaké
i < 1((2)0) e (£)o)i)o = ().

Vypocetni kroky zakédujeme pfirozenym zpiisobem: bud S mnozina dvo-
jie (9(M,T,s,5),9g(M,T',s',4")) takovych, ze ((M,T,s,j),(M,T’,s",j")) tvoii
vypocetni krok. Mnozina S koda vypocetnich kroka je pak opét elementérni.

Kodem vypoctu (M, To, s0,50), - - -, (M, Ty, Sny jn) Turingova stroje M bude
konecné ¢islo [, ?(M’Ti"gq"Ji). Toto ¢islo je protokolem vibec v8eho, co se
b&hem vypoctu stalo: o ktery stroj kde, ve kterém kroku ¢etl kde na pasce kterou
hodnotu, kterou instrukci pfi tom pouZil, co se tim kde na pasce zmeénilo, atd.
Mnozina C kodi v8ech vypocti je opét elementéarni: x € C pravé kdyz ((x)o)2 =
((((%)0)0)o)o, pro kazdé i < I(z) je ((x):, (z)ix1) € S, a pro zadné i < I(((x)o)o)
nent ((((2)0)0)i)o = (2)ia)2 a zarovens ((((2)0)o))1 = ((2)ia)1)((@yayes 10 jest,
pro zavére¢ny stav a znak na pasce uz stroj dalsi instrukci nema.

171 kédy dalgich objekti (pések, vypodetnich krokt, pfedavanych argumentd, ...) budeme
znacit jako hodnoty téze funkce g. Tyto kody se vétSinou obsirnéji nazyvaji Gdodelova cisla,
nebot se pouZivaji pfi kédovani syntaxe v Godelovych vétach o nedplnosti aritmetiky (jak
uvidime pozdéji). Mohli bychom zavést zvlastni jména pro kody stroji, pasek, vypocti, atd.;
na jménech kodu ale pochopitelné nezalezi.
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Pomoci elementarnich funkci jsme zachytili pojmy souvisejici obecné s béhem
Turingovych stroji. Nyni zakédujeme jesté pojmy souvisejici s vyc€islovanim
funkei, tj. zadani argumentt na pésce a naopak ¢teni vysledné funkéni hodnoty.

5.3.3 Definice. Pro kone¢nou posloupnost b = (by, ..., b,) € 2" bud g(b) =
<, p2 ™. Specialng pro = € N bud num(z) = g(1+Y) = I;<,p?. Rekneme,
ze na pasce T je mezi q,r € Z napsdno c¢islo x € N, pokud g <7, r—q=1x+2,
T(q)=0=T(r),aprokazdé ¢ < j <rjeT(j) =1 Rekneme, 7e mezi ¢, 7 je
napsana posloupnost ¢isel z1,...,x, € N, pokud r = ¢+ ., (z; +2) a pro
kazdé i <k jemezi ¢+, _;,(zm +2) a g+, ;(¥m + 2) napsano Eslo ;.

Ptirozenou operaci fetézeni bindrnich posloupnosti zachytime i na jejich ko-
dech: pokud pro ¢isla z,y € N polozime cat(z,y) = x - Higlypl(gifiH, bude
g(b™c) = cat(g(b),g(c)). Specielné posloupnosti jednicek jsme diive zavedli
jako zptsob, jak predavat Turingovu stroji pFirozené &isla jakozto argumentys;
koédy takovych posloupnosti dava elementarni funkce num. Obecné pro k-arni
funkce potfebujeme predéavat k-tice Cisel, totiz sekvence jednicek oddélenych
nulami. Zavedeme tedy jesté funkce ¢;(x) = cat(2,num(z)) a tg(z1,...,zr) =
cat(tg—1(x1,...,TE—1),cat(2,x)). Indukei se ove¥i, ze vechny t¢j jsou elemen-
tarni a tg(x1,...,2) = g(01@ D0, 01@s+1),

Bud kone¢né A mnozina ¢tvetic (g7, gb, gq, gr) takovych, Ze T je obsah pasky
a b je n&jaka konecné binarni posloupnost, kterd lezi na pasce T od ¢ do r.
Ukézeme, ze mnozina A takovych kodi je elementarni. Kody pasek, posloupnosti
a pozic jsou samy o sobé elementarni. Ctverice (z,y,m,n) padne do A pravé
tehdy, kdyz x # 0 je kddem péasky, y # 0 je kodem binarni posloupnosti, a
plati jedno z nasledujicich. Bud'to je y = 1 a m = n, totiz y kéduje prazdnou
posloupnost; nebo je y > 1, pro kazdé i < I(y) je (y); = 0+ 1 nebo (y); =
1+ 1, a existuje z < (m + 2y)¥ s nasledujici vlastnosti: [(z) = l(y), (2)o = m,
(2)iz = n, pro kazdé i < l(z) je R((2)i) = (2)i+1, & pro kazdé i < [(2) je
(7)(2), = (y)i — 1. Takové z koduje souvisly tsek pasky, ktery délkou odpovida
posloupnosti s kddem y, a na piislusnych pozicich stoji piislusné hodnoty.

Pomoci elementarnich funkci a relaci jsme zachytili pojmy teorie Turingo-
vych stroji potiebné k dikazu véty. Zavedeme nyni dilezitou relaci, ktera ko-
duje fakt, Ze na daném vstupu provedl stroj néjaky vypocet.

5.3.4 Definice. Pro k > 0 bud T* relace obsahujici takova (e, 1, ..., x,c),
pro ktera plati: ¢islo e = ¢g(M) je kod Turingova stroje M; ¢ je protokol
vypocétu (M, To, 50,50)s- -y (M, Tn, Sn,jn); To je prazdnd az na posloupnost
0100, 01@+D) ktera zacina na jo, a Ty, (j,) = 1.

Relace T* zachycuje situaci, kterou jsme popsali p¥i zavadéni pojmu Tu-
ringovsky vy¢islitelné funkce: vpravo od ¢teci hlavy stoji na za¢atku vypoctu
k-tice argumenti; po skonceni vypoctu stoji hlava na prvni jednic¢ce funkéni
hodnoty. Vzhledem k tomu, Ze naSe stroje jsou deterministické, miize pro dané
e,21,...,T existovat nanejvys jedno c takové, ze (e, x1,...,zg,c) € T*. Pokud
takové c existuje, znamené to piredevsim, Zze vypodcet viibec dobéhl.

O relaci T* opét snadno ukaZeme, Ze je elementarni: kody strojit a vypocti

jsou elementarni; p¥itom (e,z1,...,zx,c) € T* pravé kdyz plati nasledujici:
((c)o)o = e, ((¢)o)s = 0, (((¢)ic)1)2 = 1, a zaroven pro n&jaké i < ((¢)o)1
je (((¢)o)1,tr (1, ..., 2k),4,1) € A, totiz na pavodni pasce je napséna k-tice

zadanych argumentt, a pro lichd ¢ < j < ((¢)o)1 1 vSechna suda j < ((¢)o)1 je
(((c)o)1); = 0, totiz jinak je poc¢ateéni paska prazdna.

137



Z protokolu probéhlého vypoctu pak dokdzeme vycist, jakou hodnotu po sobé
stroj na pasce zanechal, a to opét prostfednictvim elementarni funkce: pro z € N
bud val(z) = uly < &l(((@)i)1, cat(2,num(y)), (@)ia)s, (@)ia)s + ) € A).
Jedna se o omezenou minimalizaci, takze val je skute¢né elementarni. Pro x € C
je val(x) ¢islo, které je v posledni konfiguraci napsané na pasce vpravo od hlavy.

5.3.5 Véta. Kazdd Turingovsky vycislitelnd funkce je rekurzivni.

Diikaz. Bud M stroj, ktery poéita funkci f : N¥ — N, bud e = g(M) jeho kod.
Pro zy,...,zx € N je potom f(z1,...,7) = val(uc(T*(e, 1, . .., T, C)). O

5.4 Univerzalni funkce
Relaci T* popsanou vy3e je uréena ¢asteéna rekurzivni funkce
¥ (e,T) = val(uc((e,T, ) € TF));

tato funkce je v nasledujicim smyslu univerzdlng je-li f libovolna k-arni ¢aste¢na
rekurzivni funkee, je f(T) = ®(e, T), kde e € N je kod ngjakého Turingova stroje,
ktery funkei f vy&isluje. Rikame, Ze e € N je index funkce f.

Ekvivalentné muzeme Turinguv stroj, ktery funkci ® vycisluje, povazovat
za univerzdlni stroj: jako svij vstup pfijiméa popis (kod) n&jakého jiného stroje,
jehoz b&h bude emulovat, a jeho vstupni data.'® V Turingové ¢lanku je takovy
univerzalni stroj vyslovné popsén, my budeme pracovat s univerzalni funkeci.

Polozime-li nyni [[e]]*(Z) = ®* (e, Z), bude posloupnost

[fo0*, [T®, [1201%, [811F, -

obsahovat vibec v8echny k-arni rekurzivni funkce, nebot kazda takova funkce
ma néjaky index. Ve skute¢nosti mé nekone¢né mnoho riznych indext a v uve-
dené posloupnosti se tedy nekone¢nékrat opakuje — kazdy stroj, ktery danou
nost je dosti redundantni, nebot jen néktera ¢isla jsou kody Turingovych stroji,
které vycisluji néjakou funkei. I v takovém piipads je vSak [[e]] néjaka Gastecna
rekurzivni funkce (v krajnim p¥ipadé prazdna).

5.4.1 Véta (Kleene). ®* : N**1 N je édstecnd rekurzivni funkce. Pro kazdé
éislo e € N je [[e]](T) = ®*(e,T) cdstecnd rekurzivni funkce k proménnych, a
naopak kazdd takovd funkce f : N¥ — N je prdvé funkci [[e]]* pro néjaké e € N.

Specialné pro k = 1 mame enumeraci [[0]], [[1]],[[2]], ... v8ech unarnich ¢4s-
te¢nych rekurzivnich funkci, a nabizi se moznost tuto posloupnost diagonalizovat
stejné jako v 5.2.33. Polozme tedy d(x) = [[z]](z)+1. Potom d je unarni ¢aste¢na
rekurzivni funkce, ma tedy néjaky index e € N. Jinymi slovy, d je pravé funkce
[[e]]; ptejme se na hodnotu d(e). Z definice je d(e) = [[e]](e) + 1 = d(e) + 1.
Spor je jen zdanlivy, jedna se o ¢aste¢nou funkcei: vidime jen tolik, ze diagonalni
funkce d neni definovana na svém vlastnim indexu, jinak méame okamzit& spor.'?

Pro ¢asteénou rekurzivni funkci je pfirozené se ptat, zda mé néjaké totalni
rekurzivni rozsifeni. Naivné muzeme Caste¢nou funkei rozsifit prosté tak, ze ji

18 Je zde piimé analogie s modernimi operaénimi systémy: instrukce programu lze kédovat
Cisly stejné jako jakakoli jin& data; ikkolem operac¢niho systému je pak tyto programy spoustét.
198tejns by poslouzila funkce d(z) = 1 = [[z]](z), ktera navic nabyvéa jen hodnot 0 nebo 1.
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vSude mimo dosavadni defini¢ni obor dodefinujeme tieba nulou. Neméame ale
nijak nezaruceno, Ze takové rozsifeni bude rekurzivni. Diagonélni funkce ve sku-
teCnosti zadné rekurzivni zaplnéni nema.

5.4.2 Véta. Neexistuje Zddné totalni rekurzivni rozsiteni diagondlni funkce.

Dijkaz. Bud f : N — N totalni rozsifeni diagonalni funkce d(z) = [[z]](z) + 1.
Potom f neni rekurzivni: pokud ano, bud e € N jeji index. Pokud [[e]](e) neni
definovano, neni f totalni. Je-li [[e]](e) definovano, je definovano i [[e]](e) +1 =
d(e) = f(e), takze f neni funkce [[e]]. O

Srovname-li tuto situaci s vétou o definici po ¢astech, dojdeme k zavéru, ze
defini¢éni obor diagonalni funkce nemiiZe byt rekurzivni mnozina: potom by i jeji

doplnék byl rekurzivni, a totalni rekurzivni rozsifeni bychom trivialné dodefino-
vali. Rozklad N na dom(d) a doplnék tedy neni rozklad na rekurzivni ¢asti.

5.5 Halting Problem

Vidéli jsme, Ze diagonalni funkce nemuze byt definovana na svém vlastnim kodu.
Neékteré jiné rekurzivni funkce na svém vlastnim kodu definovany jsou (napiiklad
vBechny totalni), ozna¢me tedy K = {z;x € dom][z]]} C N. Obecnéji se mizeme
ptat, zda lze efektivné rozhodovat o tom, ktera ¢astecné rekurzivni funkce je kde
definovana, nebo ekvivalentné jestli dany stroj viibec zastavi na daném vstupu.
To je rozhodovaci problém zndmy jako halting problem. Formalné mluvime o ko-
dech strojii resp. indexech funkei a uvazujeme relaci H = {(z,y);y € dom[[z]]}.

5.5.1 Véta. K nent rekurzioni mnoZina. H nent rekurzivni relace.

Diikaz. Je-li K rekurzivni, bud f(x) = d(z) proz € K a f(z) =0 pro z ¢ K.
To je totalni rekurzivni rozsifeni diagonalni funkce, spor. Je-li H rekurzivni, je
i K s charakteristickou funkei x g (z) = x g (x, z) rekurzivni, spor. O

Halting problem je pfikladem algoritmicky nerozhodnutelného problému. Od
objevu fenoménu nerozhodnutelnosti se podafilo o rozliénych rozhodovacich pro-
blémech v matematice a informatice ukéazat, Ze jsou algoritmicky nerozhodnu-
telné. Jednim z nejznamé;jsich je problém diofantickych rovnic, znamy téz jako
Hilbertiv desaty problém. Otazka zni, zda ma dany polynom v kone¢né mnoha
proménnych s celoéiselnymi koeficienty (napi. 3z2y + 5zy + 2xy? + 11) néjakée
celociselné kofeny. Ukézalo se prekvapivé (Matijasevi¢, 1970), Ze neexistuje al-
goritmus, ktery by tuto otazku rozhodoval. NiZe popiSeme jiny zésadni piipad,
totiz nerozhodnutelnost dokazatelnosti v aritmetice.

5.5.2 Cviceni. Definujte elementarni relaci H(z,y,t), ktera plati praveé kdyz
stroj s kddem x skon¢i sviij vypocet na pasce s kodem y po < t krocich. Takovou
relaci 1ze sestavit podobné jako pii kédovani vypoctu, a vzhledem k omezenému
poctu krokii vysta¢ime s omezenou kvantifikaci. Tim bude ukazéano, Ze zatimco
obecné otézka po zastaveni stroje je algoritmicky nerozhodnutelné, otazka po za-
staveni v ur¢itém piedem daném ¢ase je dokonce elementéarni.?? Obecné miizeme
definovat funkci time(e, @) = l(uc((e, T, c) € T*)), ktera udava pocet kroki, tedy
Cas straveny vypoctem. Tato funkce v8ak neni totélni, a z predchoziho tvrzeni

20Intuitivné je rozhodovaci procedura ziejma: zkontroluj po t krocich, zda stroj jesté b&zi.
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plyne, Ze neni shora omezena zaddnou rekurzivni funkci, tj. neexistuje zadna to-
talni rekurzivni funkee f(e,x) takova, aby platilo time(e, @) < f(e,T) kdykoli
je leva strana definovana: kdyby ano, byl by halting problem rozhodnutelny.

5.6 Rekurzivni spocetnost

V tomto oddile rozvolnime pojem rekurzivni mnoziny, potazmo relace. Motivaci
je nam nasledujici vlastnost relaci K a H z pifedchoziho. Vime, Ze nejsou re-
kurzivni, tj. jejich charekteristické funkce nejsou rekurzivni. Problém je v tom,
7e po charakteristické funkci x4 mnoziny A C N pozadujeme totalitu: o kaz-
dém x € N chceme rozhodnout, zda je ¢i neni prvkem A. Pokud se spokojime
s kladnou odpovédi v piipadech x € A, dostaneme nasledujici pojem.

5.6.1 Definice. Bud A C N*. Potom jeji semicharakteristickd funkce je Gés-
tecna funkce c4 : N¥ — N, kterd v bodech T € A ma hodnotu c4(7) = 1 a nikde
jinde neni definovana. Rekneme7 7e mnozina A C N¥ je rekurzivné spocetnd,
pokud c4 je Castefna rekurzivni funkce.

Relace K, H z predchoziho nejsou rekurzivni, jsou vSak rekurzivné spocetné,
totiz jejich semicharakteristické funkce ck, ¢y jsou (€asteéné) rekurzivni. Vypo-
Cetni procedura pro cx je nasnads: pro dané = € N spoéti [[z]](z); aZ vypodet
dobéhne (pokud dobéhne), vrat 1. Podobné pro cp(z,y): spust stroj s kodem x
na vstupu y; az vypocet skoné¢i (pokud skonci), vrat 1. Formalng mame ¢astecné
rekurzivni funkce cx(z) =1+ 0 [[z]](z) a cu(z,y) =1+ 0- [[z]](y).

Muzeme obrazné Fici, ze pro rekurzivné spocetné relace sice nemame efek-
tivni rozhodovaci proceduru, ale mame alespoini efektivni ovéfovaci proceduru:
o prvku z € A dokdzeme v konecném case ovéfit, ze je skute¢né prvkem. Vzhle-
dem k ekvivalenci rekurzivnich funkei a Turingovych stroji mizeme za rekur-
zivné spocetné mnoziny povazovat takové, na kterych se Turingav stroj zastavi;
fikdme pak, Zze takovy stroj pFijimd prvky rekurzivné spocetné mnoziny.

Vsimnéme si, Ze mnozina K = {z;z € dom[[z]]} je pravé defini¢ni obor di-
agonalni funkce d(z) a relace H = {(x,y);y € dom/[[x]]} je pravé defini¢ni obor
univerzalni funkee ®(z,y). Tuto vlastnost jsme vlastné prijali za definici; rekur-
zivné spocetné relace je pravé defini¢ni obor své semicharakteristické funkce.

5.6.2 Vé&ta. Pro relaci A C NF jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
(i) A je rekurzivné spocetnd.

(ii) A je definiénim oborem néjaké éasteéné rekurzivnd funkce.

(iii) A = {7; 3y)R(z,y)} pro néjakou elementdrni relaci R C NF+1.

(iv) A=1{Z;3Fy1) ... Qyn)R(T,7)} pro néjakou elementdrni relaci R C Nkt

Diikaz. (i — ii) A= dom(ca). (ii = 1) Caom(s)(T) = 0- f(T) + 1. (ii — iii) Je-li
A = dom([[e]]*), je T € A pravé kdyz (Jc)T* (e, T, c), piitom T* je elementarni
relace. (iii — ii) Je-li R elementéarni relace takova, ze A = {Z; (3y)R(Z,y)}, je
f(x) = uyR(Z,y) castetna rekurzivni funkce a dom(f) = A. (iv — iii) S pomoci
kodovani mame (Jy1) ... (Jyn)R(Z, ) pravé kdyz (Fy)R(Z, (y)1,---, W)n). O
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Jako diisledek méme enumeraci rekurzivné spocetnych relaci: polozime-li
RF = dom(][[e]]¥), obsahuje posloupnost R, R¥, RS, ... viechny rekurzivné spo-
Cetné relace R C N*, kazdou v nekoneéné mnoha opakovanich. V piipadé k = 1
budeme horni index ¢asto vynechévat a psét struéné R, C N misto R C N1

5.6.3 Vé&ta. Pro neprdzdnou A C N jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
(i) A je rekurzivné spocetnd.
(ii) A je oborem hodnot néjaké undrni elementdrni funkce.

(iii) A je oborem hodnot néjaké castecné rekurzivni funkce.

Diikaz. (i — ii) Podle pfedchoziho je A C N tvaru {z; (3y)R(z,y)}, kde R C N?
je néjaki elementarni relace. V tom piipadé je A oborem hodnot elementéarni
funkce g s hodnotami g(x,y) = = pro R(z,y) a g(z,y) = a jinak, kde a € A # (
je néjaky predem zvoleny prvek. Zbyva najit unarni funkci se stejnou vlastnosti,
k tomu ale sta¢i kodovat dvojice: polozme f(z) = (z)o pro R((z)o,(x)1) a
f(z) = a jinak. (iii — i) Je-li A = rng(f), polozme g(x) = py(f(y) = x) =
wy(|f(y) — x| = 0). Potom g je ¢asteéna rekurzivni funkce a dom(g) = A. O

Pro rekurzivné spocetnou mnozinu A C N méame totalni unarni rekurzivni
funkci f, pro kterou je A = {f(0), f(1), f(2),...}. Ekvivalentné miZeme Fici, ze
méame Turinguv stroj, ktery na kazdém vstupu zastavi, a postupné pro 0, 1,2, ...
vypisuje pravé a jen v8echny prvky mnoziny A. Rekli jsme dfive, Ze pro rekur-
zivné spocetnou mnozinu A C N sice nemame efektivni rozhodovaci proceduru,
méame vSak alesponn efektivni ovéfovaci proceduru. Ekvivalentné muzeme nyni
Fici, Ze mame k dispozici efektivni vypisujici proceduru.

Nabizi se pfirozené otazka, zda funkce zaru¢ena predchozi vétou mize byt
navic rostouci, tedy zda lze prvky rekurzivné spoéetné mnoziny A C N efektivné
vypisovat podle velikosti. Podle nasledujici véty to obecné mozné neni.

5.6.4 Vé&ta. Pro totdlni rekurzioni rostouct funkci f je rng(f) C N rekurzivni.

Myslenka diikazu je jednoducha: pokud prvky mnoziny A = rng(f) vypisuje
rostouci funkce, potom pro dané y € N nastane po kone¢né mmnoha krocich
budto y = f(z), a mame y € A, nebo y < f(x), a mame y ¢ A.

Diikaz. Je-li f rostouci, indukei se snadno ukaze, 7Ze je f(x) > x pro kazdé « € N.
Charakteristickou funkef mnoziny rng(f) je potom >, o x=(f(z),y). O

5.6.5 V&ta. R C N¥ je rekurzivni pravé kdyz R i N*\ R jsou rekurzivné spocetné.

Jsou-li relace R a R = N¥\ R rekurzivné spocetné, maji rekurzivni semicha-
rakteristické funkce. Rozhodovaci procedura se potom nabizi: pocitej zaroven
cr(T) a cg(T), a odpovéz podle toho, ktera funkce dfive vrati jednicku — po
kone¢né mnoha krocich nastane pravé jeden z obou piipadi.

Diikaz. Jeden smér je trivialni: je-li R rekurzivni, je také R = N*\ R rekurzivni;
specialné jsou obé rekurzivné spodetné. Jsou-li naopak R i R rekurzivné spo-
¢etné, budte P, Q C N*+1 elementérni relace takové, ze R = {7; (3y)P(%, y)} a
R ={7; 3y)Q(T,y)}. Potom f(Z) = py(P(T,y) V Q(T,y)) je totalni rekurzivni
funkce. MuZeme obrazné ¥ici, Ze f () je svédkem budto pro P(Z, f(Z)) nebo pro
Q(zZ, f(T)), podle toho, ktera z moznosti R(T) nebo R(Z) nastane. P¥itom R(Z)
pravé kdyz P(Z, f(T)), takZe R je rekurzivni. O
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Jako diusledek ziskavame, Ze pro relaci R C NF, ktera neni rekurzivni, neni
alespon jedna z mnozin R, N¥\ R C N* ani rekurzivné spocetna. Specialné relace
K a H nejsou ani rekurzivné spoéetné, nebot K i H jsou rekurzivné spocetné,
ale nikoli rekurzivni. Pro K dokonce plati, Ze je-li R, C K rekurzivné spocetna,
je e € K\ Re, tj. sam index e je svédkem nerovnosti R, # K. Je-li totiz R. C K,
nemize byt e € K: to by znamenalo e € dom([[e]]) = R. C K. Je tedy e € K,
takze e ¢ dom([[e]]) = Re.

Systém rekurzivné spocetnych R C N* sice podle véty vyse neni uzavien na
dopliiky, je ale uzavien na pruniky a sjednoceni. Pro ¢aste¢né rekurzivni funkce
f, g arekurzivné spoetné A = dom(f), B = dom(g) mame ANB = dom(f+g);
pro rekurzivné spoetné C' = rng(f) a D = rng(g) je C U D = rng(h), kde
h(z) = f([z/2]) - xs(z) + g([z/2]) - xm\s(x) a S € N je mnozina sudych cisel.

5.6.6 V&ta. Bud R C N™ rekurzivné spocetnd, budte f1,..., fm Gdstecné rekur-
zivng k-drni funkce. Potom {T; (f1(Z),..., fm(T)) € R} je rekurzivné spodetnd.

Pfipomefime opét konvenci zépisu pro ¢asteéné funkce: zapisem f(z) € A
mame na mysli, Ze funkce f je v T definované a funkéni hodnota lezi v A. Ve vété
bychom mohli peclivéji psat {Z € [dom(f;); (f1(ZT),..., fm(T)) € R}, nicménd
to pfesné mame na mysli zapisem {Z; (f1(Z), ..., fm(T)) € R},

Diikaz. Semicharakteristickd funkce cgp rekurzivné spoletné relace R je Cés-

tena rekurzivni. Semicharakteristicka funkce T — cr(f1(T), ..., fm(T)) relace
{Z;(f1(@), ..., fm(T)) € R} je tedy slozend z ¢asteénych rekurzivnich funkei,
takze je sama Caste¢na rekurzivni. O

Pojem rekurzivnosti resp. rekurzivni spocetnosti jsme zavedli zvlast pro
funkce a relace. P¥itom funkce f : N¥ — N je specialnim typem relace R C NF+1,
je tedy prirozené se ptéat, jak spolu oba pojmy souvisi. Proto v nasledujicim tvr-
zeni mluvime zvlast o funkci a jejim grafu, piestoZe jde o tutéz mnoZzinu.

5.6.7 Véta. Funkce f : N* — N je castecnd rekurzivni pravé tehdy, kdyz jeji
graf {(z, f(Z)); T € dom(f)} C NF*1 je rekurzivné spocetnd relace. Funkce f je
totdlnt rekurzivni prdvé tehdy, kdyz jeji graf je rekurzivni relace.

Diikaz. Je-li f Gastecna rekurzivni, pak i funkee ¢(Z,y) = (f(Z) ~y)+ (y = f(T))
je Castecna rekurzivni, a jejim definiénim oborem je pravé graf funkce f. Je-li
naopak graf G C NF*! funkce f : N¥ — N rekurzivné spo¢etnou mnozinou,
je 1 mnozina A C N kodia (f(Z),Z) rekurzivné spocetné, a tedy je oborem
hodnot né&jaké elementarni funkce g. Hodnotu f(Z) pak ziskAme minimalizaci
jako py((32)(g(z) = (y,T)) a f je Gastedna rekurzivni funkce. Je-li f totalni
rekurzivni, je i jeji graf rekurzivni relace s charakteristickou funkei x¢(Z,y) =
X=(f(Z),y). Opa¢ny smér se ukaze jako vyse, funkce f je ale navic totalni. [

5.6.8 Priiklad. Kazda nekoneéna rekurzivné spoetnd mnozina obsahuje ne-
kone¢nou rekurzivni mnozinu. Bud totiz A = rng(f) pro n&jakou unarni ele-
mentarni funkci f. Potom funkce k(z) = py(f(y) > 2) je z definice ¢astetna
rekurzivni, ve skutecnosti je ale totalni, nebot A = rng(f) je nekone¢na. Pri-
mitivn{ rekurzi pak definujme h(0) = f(0) a h(z + 1) = f(k(h(z))). Potom
h je totalni rekurzivni funkce a snadno se nahlédne, Ze je ostfe rostouci; tedy
B =rng(h) C rng(f) = A je nekone¢n4 rekurzivni mnozina.
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5.6.9 Priklad. Pro c¢astefnou rekurzivni funkci je pfirozené se ptat, zda je
totalni. Polozme tedy F = {e € N;[[e]] je totalni}; otazka pak zni, zda je e € F.
Ukazeme, Ze F neni ani rekurzivné spocetné: je-li E C F rekurzivné spocetna,
pak existuje totalni unarni rekurzivni funkce, jejiz index neni v E. MuZzeme
predpokladat, ze E je neprazdnd, takZe podle predchoziho je E = rng(f) pro
néjakou totalni unarni rekurzivni funkei f. Polozme g(z) = [[f(z)]](z) + 1. To
je totalni unarni rekurzivni funkce, nebot kazdé f(x) € E C F, takze [[f(2)]] je
totalni. Tvrdime, Ze index e € F funkce g neni v E; pro totalni funkce muzeme
v podstaté zopakovat argument z 5.2.33. Kdyby totiz e € E, je e = f(x) € E
pro néjaké x € N, nebot f enumeruje E. Pak ale [[e]](x) = [[f(x)]](x), zatimco

g(x) = [[f(@)]](x) + 1, takze [[¢]] nenf g.

5.6.10 Cvic€eni. Ukazte, ze mnozina A = {x;[[z]](x) = 0} je rekurzivn& spo-
Cetna, avSak nikoli rekurzivni, a stejné tak mnozina B = {x; [[z]](z) = 1}. Mame
tedy dvé disjunktni rekurzivné spocetné mnoziny; ukazte, ze nejsou rekurzivné
oddélitelné, tj. neexistuje rekurzivni mnozina C takova, aby A C C a B C C.

5.7 Relativni slozitost

O nalezeni do rekurzivni mnoziny dokézeme efektivné rozhodnout, zatimco néle-
zeni do rekurzivné spocetné mnoziny dokazeme jen efektivné ovéfit. Rekurzivné
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slozitost mnozin porovnavat pomoci rekurzivnich funkei:

5.7.1 Definice. f{ekneme, ze totalni rekurzivni funkce f : N — N redukuje
mnozinu A C N na mnozinu B C N, pokud pro kazdé z € N je x € A pravé
kdyz f(xz) € B; v tom pfipadé piSeme A <; B. Pokud né&jaka takova funkce
existuje, fekneme, Ze A je redukovatelnd na B a piSeme A < B.

Jde o to, Ze otazku po néleZzeni do A dokdzeme efektivné pfevést na otazku
po nalezeni do B. Hned z definice mame, Ze pii A <; B je zaroven A <; B.
Relace < porovnava mnoziny podle slozitosti, totiz podle slozitosti otazky po
nélezeni. V piipadé dvou tfid slozitosti, které dosud zname, totiz rekurzivnich
a rekurzivné spocetnych mnozin, se jedna o nasledujici tvrzeni.

5.7.2 Véta. Bud A < B. Potom je-li B rekurzivni, je také A rekurzivni, a je-li
B rekurzivné spocetnd, je také A rekurzivné spocetnd.

Diikaz. V prvnim piipadé sta¢i pouZit vétu o dosazovani rekurzivnich funkci
do rekurzivnich relaci: je-li B rekurzivni, je také A = {x; f(x) € B} rekurzivni.
Analogickou vétu jsme vySe dokézali i pro rekurzivné spo¢etné mnoziny. O

Jako dusledek ziskavame moznost ukizat o dané mnozing, Ze je resp. neni re-
kurzivni (¢ rekurzivng spocetnd) porovnanim s jinou takovou mnozinou. Pokud
napiiklad ukdZzeme, ze K < B, pak B neni rekurzivné spocetna.

5.7.3 Cvicéeni. Relace A < B neni usporadéanim: pii A < B a B < A neni
nutné A = B (najdéte dvé takové mnoziny). Staci vsak systém P(N) vhodné
faktorizovat: polozime-li A = B pravé kdyz A < BA B < A, je = ekvivalence
na P(N), a definujeme-li na ekvivalen¢nich t¥idach [A] = {A’; A = A’} relaci
[A] < [B] podminkou A < B, je < uspofadanim na kvocientu P(N)/ =.
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5.8 Poditani indexua

7 predchoziho vime, Ze kazda rekurzivni funkce mé svij index. To znamené, Ze
pii poéitani s ¢isly pocitdme s indexy funkci, potazmo s kody stroji; funkce,
které ¢islu prifazuje Cislo, tak muze stroji prifazovat stroj. Ukazuje se, Ze mnohé
vztahy mezi funkcemi (stroji, programy) jsou samy rekurzivni. V tomto oddile
se budeme zabyvat pravé takovym pocitdnim programi — pujde o algoritmy,
které prostfednictvim koéda pocitaji s algoritmy jako s objekty.

Vime naptiklad, Ze kazda konstantni funkce je (totalni) rekurzivni, ma tedy
svij index. Ukdzeme, Ze ve skutecnosti existuje totalni rekurzivni funkce f,
ktera danému k € N prifazuje pravé kod f(k) funkce s konstantni hodnotou
[[f(k)]](x) = k. Podobné& sloZeni rekurzivnich funkci je rekurzivni funkce, da
se vSak ukazat vice: existuje binarni rekurzivni funkce, ktera argumenttm x,,
jakozto kodim rekurzivnich funkef [[z]], [[y]] pFifadi kod jejich sloZeni.

Rekurzivné spocetnd mnozina dom[[z]] je zaroven oborem hodnot rng|[y]]
néjaké jiné rekurzivni funkce. D4 se opét ukézat, Zze existuje dokonce rekurzivni
funkce f takova, ze pro kazdé x € N je dom][z]] = rng[[f(x)]]. Konetné pro
binarni rekurzivni funkci g(z,y) a kazdou pevné zvolenou hodnotu y € N je
funkce f(x) = g(z,y) opét rekurzivni. Tato korespondence je opét efektivni:
existuje binarni rekurzivni funkce o(e, y), tedy uniformni postup, ktery kodu e
binarni funkce [[e]](x,y) = g(z,y) a zvolenému y € N piifadi pravé kod o(e, y)
undrn funkee [[o(e y)]](x) = £(z) = g(z,y) = [l (&, y).

5.8.1 Véta. Existuje elementdrni bindrni funkce o takovd, Ze pro kazZdé e, x,y

[[e]l(z, y) = [[e(e, y)]}(2)-

Diikaz. Definovat takovou funkci obnési dekddovat dlouhou indukei kdd e € N
a postavit s ohledem na dané y € N jiny stroj, respektive jeho koéd. Popi-
Seme takovy stroj jen slovy — vypousStime podrobny argument opirajici se o
(de)koddovani stroji, které jsme provadéli pii dikazu véty o ekvivalenci Turin-
govych stroji a rekurzivnich funkei. Hodnotou p(e, y) je kod stroje, ktery se na
daném vstupu x chova nasledovné. Vlevo od vstupu x napiSe na pasku zadany
kod e stroje, ktery pocita funkei [[e]]; vpravo od x napiSe zadany argument y;
nad paskou s témito tfemi argumenty pak spusti stroj, ktery vyéisluje univer-
zalni ternarni funkci ®3. Vysledkem takového vypodétu, pokud dobéhne, je pak
hodnota ®3(e, x,y) = [[€]](x,y), jak jsme pozadovali.

Detaily konstrukece takového kodu o(e, y) pfenechavame zapalenému ¢tenari:
jde o zdlouhavé cvieni v kdédovani a dekédovani. O

Napftiklad g(z,y) = 2¥ je rekurzivni funkce, ma svij index e € N. Pokud
zafixujeme y = 2, bude f(z) = g(z,2) = 22 opét rekurzivni. Smysl véty je
v tom, Ze existuje jedna funkce p(e, y), ktera efektivné vycisluje vsechny takovée
korespondence. Pro y = 2 a index e € N funkce 2¥ je o(e,2) index funkce x?;
stejné tak ale pro y = 3 a index e € N funkce x - y je o(e, 3) index funkece 3z.

Véta mé piirozené zobecnén{ na vice proménnych a libovolnou jejich pod-
mnozinu: nejde o to, Ze fixujeme jako parametr pravé druhy argument ze dvou.

5.8.2 Lemma. Bud'Y C N rekurzivné spocetnd, bud f libovolnd cdstecnd re-
kurzivni funkce. Potom existuje prostd elementdrni undrni funkce g takovd, Ze
pro kazdéy € Y je [[g(y)]] funkce f a pro kazdéy ¢ Y je [[9(y)]] prdzdnd funkce.
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Diikaz. Polozme h(z,y) = f(x) proy € Y. To je ¢astetna rekurzivni funkce, ma
tedy svij kod e € N, pro ktery je h(z,y) = [[e]](z,y). Polozme g(y) = o(e, y), kde
o0 je funkce z predchozi véty. Potom [[g(y)]](x) = [[o(e, y)]](z) = h(z,y), takze
proy €Y je [[g(y)]](z) = f(x) a pro y ¢ Y neni [[¢(y)]] nikde definovana. O

5.8.3 Priklad. Je-li v pfedchozim lemmatu ¥ = K = {z;z € dom[[z]]} a
f = 71 (nebo jakékoli jina totalni rekurzivni funkce), mame totalni rekurzivni
funkci g s nésledujici vlastnosti: pro x € K je [[g(x)]] = nf aprox ¢ K je [[g(x)]]
prazdna funkce. Tato funkce g je svédkem, ze K < F = {z;][[z]] je totalni}.
Zéarovei tedy mame K < F. Stejné se ukize K < {z;[[z]] je prazdn4 funkce};
tedy mnozina indext prazdné funkce neni ani rekurzivné spocetna.

5.8.4 Priklad. Mnozina K = {z;z € dom[[z]]} je maximalni mezi v8emi re-
kurzivné spocetnymi mnozinami, ve smyslu vySe zavedeného usporadani. Je-li
totiz A C N rekurzivné spocetné, mame stejné jako v pfedchozim pfikladé to-
talni rekurzivni funkci g takovou, Ze pro a € A je [[g(a)]] = 7] totélni, a tedy
g(a) € K,aproa¢ Aje [[g(a)]] prazdna, a tedy g(a) ¢ K. Tedy A <, K.

5.8.5 Véta (Rice). Bud F' libovolnd mnoZina undrnich rekurzivnich funkci.
Potom mnozina indexit I = {z;[[z]] € F} je rekurzivni jen pro I =@ a I = N.

Riceova véta je silnym negativnim vysledkem: ¥ika, ze efektivné rozhodovat
lze jen o trividlnich vlastnostech rekurzivnich funkci. Je-li F' mnozina unarnich
funkei, ktera je netrivialni alespon v tom smyslu, ze nékteré funkce obsahuje a
nékteré ne, pak mnozina indext I funkci z F' neni rekurzivni. Jedinymi rekur-
zivni pfipady jsou prazdna mnoZina funkci a mnozina v8ech funkci.

To znamend, Ze ani zdanlivé banalni mnoziny indexu jako {z;[[z]](3) = 7},
{z;[[z]] je prazdna} nebo {z;[[z]] je funkce n — 2n} nejsou rozhodnutelné.

Diikaz. Piipady I = 0 a I = N jsou jasné. V ostatnich p¥ipadech pevné zvolime
né&jakou funkei,?! ktera do F padne, a n&jakou jinou, ktera do F nepadne. Je-
li ) ¢ F, zvolme néjakou f € F. Podle piedchoziho lemmatu existuje totalni
unarni rekurzivni funkce g takova, ze pro y € K je [[g(y)]] funkce f € F a
pro y ¢ K je [[g(y)]] prazdna funkce § ¢ F. Tato funkce g je svédkem, Ze
K < I, takZe I neni rekurzivni. Opa¢ny piipad je podobny: pokud () € F,
zvolme n&jakou f ¢ F. Opét mame totalni unarni rekurzivni funkei g, tentokrat
takovou, ze pro y € K je [[g(y)]] funkce f ¢ F a pro y ¢ K je [[g(y)]] prazdna

funkce () € F. To znamen4, ze K < I, takZe I neni ani rekurzivné spo¢etna. [J

5.9 Reprezentace

5.9.1 Definice. Bud T teorie v jazyce aritmetiky. Rekneme, ze formule ¢
s volnymi proménnymi x1,. ..,z reprezentuje v T relaci R C N, pokud pro
kazdé ny,...,n; € N plati: je-li (ny,...,nx) € R, pak T+ p(7y,...,7x); a je-li
(n1,...,n,) ¢ R, pak T = —(7y,..., 7). Pokud pro relaci R C N* takova
formule ¢ existuje, fekneme, Ze R je reprezentovatelnd v T.

5.9.2 Definice. Bud T teorie v jazyce aritmetiky. Rekneme, Ze formule ¢
s proménnymi xi,...,xx,y reprezentuje v T Castecnou funkei f : N¥ — N,

21Diikaz nestoji na n&jaké specialni vlastnosti prazdné funkce, jde jen o to, Ze zrovna préazd-
nou funkci jsme v lemmatu zvolili pro negativni pfipad, kdy g(y) neni kodem funkce f.
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pokud pro kazdé nq,...,ng € domf jeT F p(m1,..., Tk, y) < y= f(n1,...,nk)
Pokud pro f takova formule existuje, fekneme, ze f je reprezentovatelnd v T.

Platnost ve standardnim modelu lze u reprezentovatelnych relaci a funkci za-
chytit forméalni dokazatelnosti pat¥i¢né formule o numeralech. Nabizi se obecné
otazka, ve kterych teoriich 1ze reprezentovat které relace a funkce. Pfimo z defi-
nice mame, Ze ve sporné teorii lze reprezentovat kazdou relaci a kazdou funkci, a
pro teorie S C T C Th(N) plati, Ze je-li dana relace ¢i funkce reprezentovatelna
v S, je reprezentovatelna i v T'. Nasledujici tvrzeni uvadime bez dikazu:

5.9.3 Véta. Bud T bezespornd, rekurzivné axiomatizovand teorie v jazyce arit-
metiky. Potom kaZdd relace a funkce reprezentovatelnd v T je rekurzivni.

5.9.4 Véta. Kazdd rekurzivng relace a kazdd rekurzivni funkce je reprezentova-
telnd v Robinsonové aritmetice, a tedy také v Peanové aritmetice a v Th(N).

5.10 Aritmetizace

Vyrazy formalniho jazyka, jakoz i dalsi syntaktické pojmy, lze pomoci rekur-
zivnich funkci kdédovat do piirozenych ¢isel. Aritmetika potom prostiednictvim
aritmetickych sentenci, které mluvi o ¢islech (specialné tedy o kodech), mluvi i
o syntaxi kodované teorie — véetné dokazatelnosti v aritmetice samotné.
Ukézeme, jak v aritmetice kodovat syntax formalniho jazyka. Nejprve je po-
tfeba prifadit kody jednotlivym symboltiim. Formule, jakozto kone¢né posloup-
nosti symbold, lze potom kédovat jako koneéné posloupnosti ¢isel, jak jsme
predvedli v oddile o elementarnich funkcich. Podobné lze pak kodovat dikazy,
jakozto kone¢né posloupnosti formuli. Pfedvedeme toto kodovani na jazyce arit-
metiky, ale podobné lze kodovat dikazy v kazdé teorii se spo¢etnym jazykem.

Pripomefime, Ze jazyk aritmetiky ma specialni symboly 0, s, +,*, <, déle
symbol = pro rovnost, symboly = a — pro vyrokové spojky, kvantifikitor V, a
neomezené mnoho symboli pro proménné, feknéme x1, x2, x3, atd.

Kody jednotlivych symbolii zvolme?? tieba takto: proménnou x; koédujeme
sudym &islem c¢(x;) = 24, pro ostatni symboly poloZzme ¢(0) = 1,¢(s) = 3,¢(+) =
5,¢(x) =7,¢(<) =9,¢(=) = 11,¢(n) = 13, ¢(—) = 15,¢(V) = 17.

Kod #t termu ¢ pak definujeme indukei nasledovné: pro proménnou x; bud
#x; = (c(z;)) = (2i); pro konstantu 0 bud #0 = {¢(0)) = (1); pro sloZené termy
bud #s(u) = (c(s), Fu), #(u+v) = (e(+), #u, o), #(u  v) = (e(x), #u, H#v).

Koédy formuli pak definujeme induktivné takto: pro atomické formule bud
#(u = v) &islo (c(=), #u, #v) a #(u < v) ¢islo {(¢(<), #u, #v); pro formule
vytvorené spojkami bud #(—p) = (c(=), #¢) a #(¢ = ¥) = (c(=), #p. #9);
pro formule vzniklé kvantifikaci bud #(Va;)p = (c(V), #x:, #©).

7 ptredchoziho vime, Ze takové kody jsou jednoznacéné, a kdédovani i dekddo-
vani se déje prostiednictvim rekurzivnich funkei.

5.10.1 Cviceni. Spo¢téte kod aritmetické formule (Vzq)—(x2 = 21 + x1); zjis-
téte, kterou aritmetickou formuli (pokud viibec néjakou) koduje 32400000000.

5.10.2 Cvic¢eni. Mnozina vSech kdédu #x; proménnych je rekurzivni, a stejné
tak mnozina vSech kodu #t aritmetickych termii a mnozina vsech kodu #¢
aritmetickych formuli. Napiste explicitné jejich charakteristické funkce.

22Takova volba je samoziejmé zcela arbitrarni, podobné jako nap¥. ASCII tabulka.
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5.10.3 Cviceni. Definujte rekurzivni predikat fla(z) takovy, ze N = fla(m)
pravé kdyz n € N je kodem aritmetické formule.

5.10.4 Cvic€eni. Definujte binarni rekurzivni predikat fvar(zx,y) tak, aby pla-
tilo N | fvar(m,n) pravé kdyz m € N je kod aritmetické formule, ktera obsa-
huje volnou proménnou s kédem n € N.

V dalsim chceme efektivné koédovat a rozpoznavat kody substituci, totiz
termt a formuli, do kterych je dosazeno za néjakou (volnou) proménnou. Pouzi-
vame pii tom rekurzivni predikat var(z) <> z = ((x)o)) A(Fy < x)((x)o = 2xy).

Zavedeme funkei sub(e,v,w) takovou, ze pro term ¢, formuli ¢, proménnou
x a term u plati sub(#t, #x, #u) = #t[u], resp. sub(#p, #x, #u) = #p.[u].
To jest, hodnotou sub(e, v, w) je pravé kod termu resp. formule s kodem e, do
které je za proménnou s kédem v dosazen term s kédem w.

Polozme sub(e, v, w) = w pokud var(v) A (e = v): jde o trivialni pfipad do-
sazeni do termu, ktery sam je proménnou. Je-li [(e) = 2, polozme sub(e, v, w) =
((e)o, sub((e)1,v,w)); kody délky I(e) = 2 jsou pravé kody néasledniki (v pii-
padé termu) resp. negaci (v p¥ipadé formuli), a dosadit do s(u) resp. - zna-
mend dosadit do u resp. ¢. Je-li I(e) = 3 A (e)g # ¢(V), polozme sub(e,v,w) =
((€)o, sub((e)1,v,w), sub((e)2, v, w)); kody délky i(e) = 3 jsou pravé kody bi-
narnich funkei resp. spojek (pfipad kvantifikace jsme vylou¢ili), a dosadit do
termi p + ¢q,p * q resp. do formule ¢ — 1 znamena dosadit do podtermu p, g
resp. podformuli ¢, . Je-li e = (¢(V), (€)1, (€)2) A (€)1 # v, jde naopak o do-
sazeni do formule za¢inajici kvantifikdtorem (za jinou nez kvantifikovanou pro-
ménnou); pritom dosadit za volnou proménnou do (Vz)e znamena dosadit do
@, polozme tedy sub(e,v,w) = {(e)o, (€)1, sub((e)2,v,w)). Ve vSech ostatnich
pripadech polozme sub(e,v,w) = e; to je trivialni p¥ipad, kdy nic nedosazu-
jeme. Takto definovana funkce je rekurzivni, a indukci podle sloZitosti termu
resp. formule se snadno predvede, Ze se chovi vySe pozadovanym zpisobem,
totiz koduje instance. Specidlné pro kody #m dosazenych numerald 7 mame

sub(#tt, #x, #1) = #t.[n] a sub(#¢, #x, #1) = #p.(n].

Popsali jsme, jak pomoci rekurzivnich funkei kodovat zakladni syntax. Uka-
zeme nyni, jak kdédovat dalsi syntaktické pojmy az po pojem dokazatelnosti.
Chceme-li efektivné rozpoznavat dikazy, musime nejprve umeét rozpoznat axi-
omy. Definujeme tedy nejprve predikat propax(z), ktery popisuje kody instanct
axiomt vyrokové logiky. Polozme propax(x) pravé kdyz

(Fu < 2)(Fv < 2)(Fw < z)[fla(u)A fla(v)A fla(w)A(z = (o(—=),u, (c(=),v,u))V...)]

Kody tvaru {o(—),u, (c(—),v,u)) zachycuji axiomy tvaru A — (B — A), kde
#A = u a #B = v; laskavy ¢tenaf sam snadno doplni ostatni piipady. Podobné
se s pomoci predikata fla(x) a fvar(z,y) definuje predikat predax(z), ktery
popisuje kody axiomu predikatové logiky, a konecné predikat egaz(x), ktery
zachycuje axiomy rovnosti. Muzeme pak definovat rekurzivni predikat lax(z),
ktery popisuje kddy v8ech axiomi logiky.

Je-li navic ve hie ndjaka teorie T, uvazme mnozinu {#p;¢ € T} C N viech
kodu jejich axiomi. Obecné jakdkoli mnozina formuli je teorie, tato mnoZzina
tedy nemusi byt rekurzivni. V piipadé, Ze rekurzivni je, fekneme, Ze teorie T
je rekurzivné axiomatizovand ¢i kratce rekurzivni. Je prirozené pozadovat, aby
uvazovana teorie méla rekurzivni axiomatiku: v opa¢ném piipadé bychom ne-
dokézali efektivné rozpoznat ani axiomy, natoz dilkkazy a dokazatelné formule.
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Ziejmé kazda kone¢na teorie je rekurzivné axiomatizované. Snadno se nahlédne,
7e tradi¢ni teorie (aritmetika, teorie mnoZin, ...) maji rekurzivni axiomatiku.

Chceme-li rozpoznat kody dikazt (pifpadné dikazi v néjaké dané teorii),
musime déle umét rozpoznat pripady uziti odvozovacich pravidel, tedy modus
ponens a pravidla generalizace. Definujme-li predikat mp(x,y, z) jako

fla(z) A fla(y) A fla(z) Ny = (o(=), @, 2),

potom mp(x,y, z) plati pravé kdyZ formule s kodem z je odvozena pomoci modus
ponens z formuli s kody z a y. Podobné polozime-li gen(z,y) prave kdyz

fla(@) A fla(y) A (Fv < y)(y = (o(V), (2 % v), 7)),

pak gen(x,y) plati pravé kdyz y je kod formule odvozené pravidlem generalizace
z formule s kddem x. Podobné jako u predchozich syntaktickych pojmu se snadno
ukaze, Ze se jedné o rekurzivni predikaty.

MiiZzeme konecéné pristoupit ke kodovani dukazt. Bud T rekurzivné axioma-
tizovana teorie; polozime-li axr(x) pravé kdyz x je kodem axiomu teorie T', bude
axr(z) rekurzivni predikat. Potom také ax(x) < lax(z) V axr(z) je rekurzivni.
MiZzeme pak definovat predikat proofr(z,y) nasledovné

l(z) > 0Ny = (2)/
(Vi < Ua))[az((@))) V (G, k < ymp((@);, (2)e, (2)5) V (3j < Dgen((@);, (),)]
a formalni dokazatelnost v teorii T' zachytit predikatem

thmy(x) < (Ip)proofr(p, )

Potom thmr(z) splimji pravé kody formuli dokazatelnych v T. Je-li T rekur-
zivni, je 1 {(x,y); proofr(z,y)} rekurzivni, kdezto {z;thmr(z)} C N je obecné
jen rekurzivné spocetnd mnozina. Laskavy ¢tenar si pov8imne souvislosti s pie-
dem neomezenym hledanim u minimalizace rekurzivnich relaci.

5.11 Nerozhodnutelnost a neaplnost

5.11.1 Definice. Teorie T je rozhodnutelnd, je-li {z;thmr(x)} C N rekurzivni.

Teorie T je rozhodnutelna, pokud lze efektivné rozhodovat o tom, které for-
mule jejitho jazyka jsou v T dokazatelné. Efektivnim rozhodovanim se mysli
rekurzivnost ve smyslu pfedchozich odstavcii. Obecné je i pro rekurzivni teo-
rii T mnozina {z;thmr(xz)} C N kodu dokazatelnych formuli jen rekurzivng
spocetna: z definice je defini¢nim oborem rekurzivni relace.

5.11.2 V&ta (Post). Uplnd rekurzivni teorie je rozhodnutelnd.

Diikaz. Jelikoz je T rekurzivni, je tmhr(x) rekurzivng spocetny predikat. Exis-
tuje tedy rekurzivni funkce, jejimz oborem hodnot jsou pravé vSechny kody do-
kazatelnych formuli; jinymi slovy, existuje efektivni procedura, kterd postupné
vypisuje kody vSech dokazatelnych formuli.

Pritom T je dplné, takze pro kazdou danou sentenci ¢ se na tomto seznamu
dfive nebo pozdéji objevi budto kod #¢ nebo kod #—p. Rozhodovaci procedura
pro T je tedy nasnadé: vypisuj postupné vSechny kédy dokazatelnych formuli;
pokud se na tomto seznamu objevi #¢, je ¢ dokazatelna; pokud se na seznamu
objevi #—p, pak ¢ neni dokazatelna. O
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5.11.3 Lemma (diagonélni lemma). BudT C Th(N) teorie, kterd reprezentugje
vSechny rekurzivni relace a funkce. Pak pro kaZdou aritmetickou formuli o(x)
s jednou volnou proménnou existuje sentence § takovd, Ze T b § <> o, [#4].

Takova sentence § tvrdi totéZ, co ¢, [#4]; prostFednictvim tvrzeni ¢ o svém
vlastnim kédu tedy ,,f1ka“ toto: ,,j4 mam vlastnost ¢*; odtud nazev lemmatu.??

Diikaz. Bud f : N> — N funkce, ktera pro kod n = #(v) formule v s vol-
nou proménnou v a dané &slo m € N vraci f(n,m) = sub(#v¢, #v, num(m)) a
ve vSech ostatnich pfipadech vraci nulu. Podle odstavce o aritmetizaci je tato
funkce rekurzivni, jedna se o dosazeni numeralu do formule. Podle odstavce o
reprezentovatelnosti je tato funkce reprezentovatelna v aritmetice, tj. existuje
formule o(z,y, z) takova, ze T F o(m, M, 2) <+ z = f(n,m). Bud nyni ¥(z) for-
mule (Vz)(o(x, z, z) = ¢(z)). Formule 9 ¥ika o své proménné x prostiednictvim
reprezentujici formule p toto: hodnota f(z,2) ma vlastnost ¢; to jest, pokud
je x kodem né&jaké formule s jednou proménnou, a za tuto proménnou dosa-
dime samotny kod x, vznikne instance, jejiz kod ma vlastnost ¢. Bud koneéné
§ sentence J(#47). Ukdzeme, 7e  je hledana diagonélni sentence.

Z definice je f(#9, #9) = #0; pFitom formule g reprezentuje funkei f, takze
mame T F o(#9, #9, 2) ++ z = #0. Z axiomi rovnosti mame hned - ¢, [#0] >
(V2)(z = #35 — ¢(2)), a nahradime-li podfromuli z = #§ dokazatelné ekviva-
lentni formuli o(#4J, #9, z), mame T = @, [#6] + (V2)(o(#9, #7,2) — ©(2)).
Pritom na pravé strané ekvivalence stoji pravé sentence §. O

5.11.4 Vé&ta (Godelova prvni véta o neiplnosti). Bud T bezespornd, rekurzivné
aziomatizovand teorie rozsitujici PA. Potom T je nerozhodnutelnd a neuplnd.

Diikaz. Bud T bezesporné rozgifeni Peanovy aritmetiky. Pokud je T rozhod-
nutelna, tj. pokud mnozina {#¢;T F ¢} C N kodi dokazatelnych formuli je
rekurzivni, bud g(x) artimetickd formule, ktera tuto mnozinu reprezentuje v T'.
To znamena, 7e pro kazdou sentenci o je T o(#p) pro T F ¢ a T F —o(#yp)
pro T I/ ¢. V tom pifpadé bud § diagonalni sentence pro formuli —o(x); to
znamend, 7e T - § <> —o(#6). Ptejme se, zda je T' I 6.

Pokud ano, je téz T+ —o(#3), coz znamena, Ze T I/ §, jelikoZ o reprezentuje
dokazatelnost v T'. Pokud naopak Tt/ §, mame T  —o(#0), tedy i T F 6. Ani
jeden z piipadt neni moZny, nebot T' je bezesporna.

Netplnost potom plyne z Postovy véty: kdyby T byla uplna, pak by diky
rekurzivni axiomatice byla rozhodnutelné, coz podle piedchoziho neni. O

Uvedeny dikaz emuluje v aritmetizované podobé paradox lhare: diagonalni
sentence ¢ iika ,ja jsem nedokazatelna sentence”; takova sentence je potom
dokazatelna, pravé kdyz dokazatelna neni.

Jako diisledek ziskdvame nasledujici vétu, podle které neexistuje pro délku
aritmetickych dikazi zadny efektivni horni odhad. Pro aritmetickou sentenci ¢
oznacme jeji délku (tj. poet symboli) jako |¢|. Je-li ¢ dokazatelnd v aritmetice,
ozna¢me jako () délku jejtho nejkratsitho mozného formalniho dikazu.

5.11.5 Vé&ta. Bud T bezesporné rozsifeni Robinsonovy aritmetiky s rekursivni
azxiomatikou. Pak pro kaZdou rekursiond funkci f : N — N existuje nekonecné
mnoho aritmetickych sentenci o € Thm(T'), pro které je w(v) > f(l¢])-

23Ctenaf obeznameny s paradoxem lhafe uz tusi, kam takova situace vede.
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Diikaz. Sporem: predpokladejme, Ze pro néjakou dostateéné rychle rostouci re-
kursivni funkci f : N — N je m(¢) < f(|e|) pro viechny ¢ € Thm(T) az na
konecné mnoho vyjimek. Takovou funkci f sta¢i pozménit na koneéné mnoha
mistech tak, aby uvedeny odhad platil pro viibec vSechny dokazatelné sentence
(pfitom takto vylepSena funkce je stale rekursivni). Pak je ovSem T rozhodnu-
telna: pro zadanou sentenci ¢ vyzkousej vSechny dukazy délky f(|¢|); takovych
je jen konecn&?* mnoho. Je-li néktery z nich ditkazem ¢, je dokazatelna v T
v opa¢ném piipadé dokazatelna neni. To je efektivni rozhodovaci procedura pro
dokazatelnost v T'. Pfitom T je podle Gédelovy véty nerozhodnutelna. O

Laskavy ¢tenar si pov8imne souvislosti s pfikladem 5.5.2: tak jako neexistuje
efektivni odhad pro délku vypoctu nad danym vstupem, neexistuje eni efektivni
odhad pro délku dukazu formule dané délky.

5.12 Prepisovaci systémy

PopiSeme na zavér jesté jeden formalismus, ktery zachycuje intuitivni pojem
algoritmu. Markovovy prepisovaci systémy (A. A. Markov, 1956) pfedstavuji
opét tutéz vypodetni silu jako rekurzivni funkce a Turingovy stroje. Ukazeme
na nich dalsf algoritmicky nefesitelny problém, totiz problém slov v pologrupéach.

5.12.1 Definice. Bud A né&jaka kone¢na mnozina (abeceda). Jeji prvky budeme
nazyvat symboly, a kone¢né posloupnosti symboli slova. Kazda dvojice slov
je potom pFepisovacim pravidlem, které bud'to je nebo neni koncové. Kone¢na
posloupnost takovych pravidel pak tvori Markoviv algritmus.

PopiSeme nejprve intuitivné chod takového algoritmu. Vstupem je néjaké
slovo v dané abecedé. Pokud néjaky podfetezec tohoto slova tvoii levou ¢ast
néjakého pravidla, prepiSe se odpovidajici pravou ¢asti; pfitom pouzijeme vzdy
prvni mozné pravidlo (pravidla jsou pfedem uspofddéana) a nahrazujeme vzdy
nejlevéjsi mozny vyskyt. S takto vzniklym slovem providime dale totéz; skon-
¢ime po pouziti koncového pravidla, nebo kdyz zadné pravidlo nelze pouzit.

5.12.2 Priklad. Nasledujici pravidla usporadaji pismena a,b, c podle abecedy.

ba ab
ca ac
cb bc

5.12.3 Piiklad. Nasledujici sada piepisovacich pravidel?® otaéi zadané slovo
v abecedé a,b,c. Pouziva pfi tom pomocny (netermindlni) symbol +, pFicemz
symbolem _ znac¢ime prazdné slovo a teckou oznacujeme koncova pravidla.

+++ ++
++a a++
++b b++
++c c++
++

24P¥isné vzato je dikazti dané délky nekoneéné mnoho: pokud napiiklad v ditkaze pfejme-
nujeme né&jakou vazanou proménnou, ziskdme formalné jiny dikaz téze délky. AZ na takové
umeélé rozdily je vSak dikazi dané délky jen kone¢né mnoho.

25B&h Markovovych algoritmii emuluje napiiklad https://github.com/janstary/ma
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+aa ata
+ab b+a
+ac c+a
+ba a+tb
+bb b+b
+bc c+b
+ca a+tc
+cb b+c
+cc c+c
+

5.12.4 Definice. Rekneme, ze sada R pravidel (u1,v1),..., (un,v,) prepisuje
slovo u na slovo v, pokud existuje i < n a slova s, t tak, ze u = su;t,v = sv;t, pro
kazdé j <njeu; Cu— i < j,akdykolije xu; = yu;z, je z prazdné. PiSeme pak
u F v. Vypoctem algoritmu R je kazda posloupnost slov w; takovych, ze kazdé
w;—1 F w;. Je-li takovy vypocet konecny, tj. néjaké w;_1 F w; se ziskd pouzitim
koncového pravidla nebo uz zadné pravidlo pouzit nelze, piSeme R(wp) = w;.

Naptiklad pravidlo a — o pfepisuje slovo padat na slovo podat, ale nikoli na
slovo padot: pro zu = pa = yuz je z prazdné (jedna se o nejlevéjsi vyskyt a),
ale pro xu = pada = pada = yuz je z = da neprazdné.

Markovovy algoritmy obecné piepisuji slova na slova. Pfijmeme-li néjakou
konvenci pro zapis ¢isel jako slov, budeme mit k dispozici aparat, ktery ¢islim
pfifazuje ¢isla — neboli vy¢isluje funkce. Nabizi se unarni notace, kdy poctem
znaki 1 vyjadfujeme pfirozené ¢islo, a symbol | pouzivame jako oddélovaé; slovo
11111 pak muZeme povazovat za zapis dvojice (3,2). Pii této konvenci pak
algoritmus s jedinym koncovym pravidlem ¢ — 1 piepisuje kazdé ¢islo na jeho
naslednika, a v tomto smyslu po¢ita funkci s(x) = = + 1. Podobné algoritmus

s jedinym koncovym pravidlem | — € pocita funkei z + y.

5.12.5 Priklad. Nasledujici pravidla pocitaji nejvétsiho spole¢ného délitele dle
Euklidova algoritmu, opét s pouzitim pomocnych symboli a,b,c.

la al
111 al
1] b
b 1

C

a
c 1
| _

5.12.6 Véta. Markovovy algoritmy vycisluji pravé rekurzivni funkce.

Driikaz. Naznacime jen myslenku dikazu, je podobny jako u Turingovych stroja.
V jednom sméru je potieba zakédovat béh Markovovych algoritmi do rekurziv-
nich funkci, to se vSak provede skoro stejné jako pii kodovani Turingovych stroji.
V opacném smeéru je potieba nejprve napsat pravidla, kterd vy¢isluji naslednika
a projekce (coZ je dosti piimocaré) a poté ukazat, jak kombinacemi existujicich
pravidel ziskat nova pravidla pro funkce vytvorené skladanim, primitivni rekurzi
a minimalizaci. To pfenechavame ¢tenafi jako programovaci tlohu.

Vzhledem k ekvivalenci rekurzivnich a Turingovsky vyéislitelnych funkei
miuZe byt lehéi ukéazat, Ze kazda Turingovsky vydéislitelna funkce je zaroven Mar-
kovovsky vy¢islitelna. Jeji Turingtv stroj lze totiz pomérné snadno emulovat
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nasledujicim Markovovym algoritmem; abeceda obsahuje znaky 0 a 1, znaky
pro jména stavi, a dva pomocné znaky * a #.

bsr tbw za kaZdou instrukei srwLt a kazdé b € {0,1}
sr tOw za kazdou instrukci srwlLt
sr tw za kazdou instrukci srwNt

stb wtb za kaZdou instrukci srwRt a kazdé b € {0,1}
sr wt0 za kaZzdou instrukci srwRt

s _ za kazdy stav s
#0 #
#1 1.

*b  #sb pro vychozi stav s a kazdé b € {0,1}
* #s0 pro vychozi stav s
*

Prvnich pét pravidel emuluje samotnou piechodovou funkci; vyskytem po-
mocného symbolu pro vnitini stav zachycujeme momentalni konfiguraci stroje,
totiz stav a polohu na péasce. ZvIlast oSetfujeme piipad, kdy prekracujeme levy
resp. pravy konec slova, a pripisujeme na emulovanou pasku dalsi nulu. Dalsi
t¥i pravidla pasku ¢isti od pomocnych symbolt a mazou tvodni nuly, aby vy-
sledek zacinal opét prvni jedni¢kou. Posledni t¥i pravidla provadeéji inicializaci:
nastavuji vychozi stav a polohu na pésce (véetné prazdné pasky). O

5.12.7 Priklad. PopiSseme Markoviv algoritmus emulujici Turingtv stroj pro
funcki x + y, jak je popsano vyse. Turingtv stroj jen prepiSe oddélujici nulu
jednickou a umaze dvé jednicky ze zacatku. U kazdé jeho instrukce uvadime
odpovidajici pfepisovaci pravidla; pomocné pravidla vynechavame.

A11RA A11 — 1A1, A10 — 1AO0, A1 — 1A0
AO1LB 1A0 — B11, OAO0 — BO1, A0 — BO1
B11LB iB1 — B11, 0B1 — BO1, B1 — BO1
BOORC BO1 — 0C1, BOO — 0CO, BO — 0CO
C10RD ci1 — opi, C10 — 0ODO, C1 — ODO
D1O0RZ bi1 — 0z1, D10 — 0ZO, D1 — 0ZO

Vypocet tohoto Turingova stroje a Markovova algoritmu pak napiiklad na
vstupu 34 2 probéhne néasledovné. U Turingova stroje vyznacujeme pozici hlavy
a stav, u Markovova algoritmu naznac¢ujeme pouzité pravidlo.
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0111101110
0111101110
0111101110
0111101110
0111101110
0111111110
0111111110
0111111110
0111111110
0111111110
0111111110
0011111110
0001111110

_11110111
*11110111
#A11110111
#1A1110111
#11A110111
#111A10111
#1111A0111
#111B11111
#11B111111
#1B1111111
#B11111111
#B011111111
#0C11111111
#00D1111111
#000Z111111
#000111111
#00111111
#0111111
#111111
111111
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#A1
1A1
1A1
1A1
1A0
Bi1
Bi1
Bi1
Bi1
BO1
0oc1
0D1
0Z1
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