Volby a volebni systémy (NI-VOL), Prednaska ¢. 1
Volby a prehled volebnich pravidel

Dusan Knop

Fakulta informaénich technologif
Ceské vysoké uleni technické v Praze
https://courses.fit.cvut.cz/NI-VOL/

LS 2024/2025,

(Verze dokumentu: 18.3.2025 10:30)

Dusan Knop (FIT) NI-VOL, Ptednaska ¢. 1 LS 2024/2025 1/34


https://courses.fit.cvut.cz/NI-VOL/

Volby — To znam!
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Volby — To znam!
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Volby

Definice

Volby jsou usporadana dvojice £ = (C, V), kde
e C je kone¢na mnozina kandidata (alternativ), |C| =m > 2 a
o V je konecna a neprazdna mnozina voli¢a (agentd), |V| = n.

Definice
Kazdy voli¢ v € V' vyjadfuje své preference p,.

Schvalovaci preference voli¢ schvaluje (vyjadfuje podporu) mnoziné
alternativ p, C C'

Ordinalni preference p, je linedrni usporadani na C; piseme a =, b
pokud voli¢ v shledava alternativu a striktné
preferovanou ¢i shodnou s alternativou b.

Mnozinu vSech linearnich uspofadani na mnoziné C' znacime L(C).
Profil preferenci & = (p,,,...,ps,) plné charakterizuje volby &.
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Volby — Profil

Definice
Kazdy voli¢ v € V' vyjadruje své preference p,.

Schvalovaci preference voli¢ schvaluje (vyjadfuje podporu) mnoziné
alternativ p, C C'

Ordinalni preference p, je linedrni usporadani na C; pisSeme a =, b
pokud voli¢ v shledava alternativu a striktné
preferovanou i shodnou s alternativou b.

Ptiklad (Schvalovaci preference)

@ Mame mnozinu kandidatd C' = {a, b, ¢, d}.

@ Voli¢ mize schvilit vice kandidatd p, = {a, c}.
Interpretace: Voli¢ schvaluje kandidaty a a ¢, ale nevyjadfuje zadné
preference mezi nimi. Naopak kandidaty b a d neschvaluje.
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Definice

Kazdy voli¢ v € V' vyjadfuje své preference p,.

Schvalovaci preference voli¢ schvaluje (vyjadfuje podporu) mnoziné
alternativ p, C C

Ordinalni preference p, je linearni usporadani na C; pisSeme a =, b
pokud voli¢ v shledava alternativu a striktné
preferovanou ¢i shodnou s alternativou b.

Ptiklad (Ordinaini preference)
@ Mame mnozinu kandidatd C' = {a, b, ¢, d}.
@ Voli¢ v ma preference a > b > ¢ > d.
Interpretace:
@ Voli¢ v se domniva, Ze alternativa a je nejlepsi mozna. Dale v
poradi b, ¢, d.
@ Pozor, nevyjadruje ,jak moc” by byl spokojeny Ci nespokojeny s
alternativou b oproti a.
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Volby — Jak vybrat toho nejlepsiho?

Soustredime se na

Volby vitéze(d) Cilem je naleznout neprazdnou mnozinu vitéznych
alternativ W C C'. |dealné samosebou |W| = 1.

Volby komisi Cilem je naleznout mnoZinu k-prvkovych mnozin
vitéznych alternativ W C (i) (pro fixni k).

Definice
Necht jsou (C, V') dany. Volebni pravidlo je funkce

FiL(C)Y =20\ 0.

Definice

Necht jsou (C, V') dany. Funkce spolecenské volby (social choice
function) je funkce

FiL(C)Y = L(C).
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Prvni (ne)volebni pravidlo — Diktatorstvi

Definice (Diktatorstvi)

Necht (C, V) je instance voleb a d € V' je néktery z voli¢a. Volebni
pravidlo Dictatorship vzhledem k volici d je definovano jako

Dictatorship, () = {c € C | rank(c, ps) = 1}.

Jinymi slovy, pravidlo ur¢i vitéze na zakladé profilu voli¢e d (kterému
se proto fika diktator) a zcela ignoruje preference ostatnich voli¢u.

o

P¥iklad. Méjme C = {a,b, ¢} a mnozinu volicd V' = {vy, v, v3} s
nasledujicimi preferencemi:

Dy i@ >=b>c Dot b=c>a Dust b= c > a.

Volebni pravidlo Dictatorship, urdi za vitéze kandidata a. A to i
pres to, ze z pohledu ostatnich voli¢ii se jednd o nejhorsi volbu.
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Vétsinova volba

Definice
Top-skére kandidata ¢ € C, znadime scoret(c), je definovano jako

scoret(c) = [{v € V | rank(c,p,) = 1}|.

Definice (Absolutni vétsina)
Necht (C, V) je instance voleb. Volebni pravidlo Majority je
definovano jako

Majority(#) = {c € C |scorer(c) > Y scorer(d)}.
deC\{c}

Jedna se o volebni pravidlo dle definice?
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Vétsinova volba — znovu a lépe

Definice (Relativni vétsina)
Necht (C, V) je instance voleb. Volebni pravidlo Plurality je
definovéano jako

Plurality(Z) = arg max scoreT (c).
C

Plurality tedy vzdy voli za vitéze kandidaty s maximalnim skére.

Ptiklad: Méjme C' = {a,b, c} a mnozinu voli¢td V' = {vy,ve,v3} s
nasledujicimi preferencemi:

Dyt a>=b>c Dot b>=c>a Pust b= c > a.

Plati, ze scoret(a) = 1, scoret(b) = 2 a scorer(c) = 0. Plurality
tedy za vitéze zvoli kandidata b.
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Veto

Volebni pravidla se vétSinou snazi né€jak reflektovat prani volica.
Zatimco Plurality maximalizuje pocet voli¢l, ktefi jsou s volbou
velmi Stastni, nasledujici pravidlo se spiSe snazi o volbu nejméné
neoblibenych kandidatli — tedy udélat co nejméné volicl nestastnych.
Definice

Bottom-skére kandidata ¢ € C', znalime score (¢), je definovano jako

score, (¢) = |[{v € V | rank(c,p,) = |C|}].
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Veto (pokracovani)

Definice (Veto)

Necht (C, V) je instance voleb. Volebni pravidlo Veto je definovano
jako
Veto(Z?) = arg minscore, (c).
ceC

Veto tedy voli za vitéze kandidaty s nejmensim poctem vyskytd na
poslednim misté v daném profilu preferenci.

P¥iklad: Mé&jme C' = {a,b, c} a mnozinu voli¢d V' = {v1,ve,v3} s
nasledujicimi preferencemi:

Doy i@ >=c>b Dot b=c>a Dug: b= c > a.

Plati, ze score, (a) = 2, score, (b) = 1 a score, (¢) = 0. Volebni
pravidlo Veto tedy za vitéze zvoli kandidata c.
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k-Approval

Pravidlo Plurality (a v jistém smyslu slova i Veto) se zajimaji jen o
tu nejlepsi alternativu kazdého volice. Jelikoz ale ordinalni preference
nezachycuji absolutni rozdil v oblibenosti jednotlivych kandidatd, dava
pro néktera pouziti dobry smysl| uvazovat i dalsi alternativy v poradi.

Definice
Bud £ € N néjaké kladné celé Cislo. Pro kandidata ¢ € C' definujeme
jeho top-k-skére jako

score<k(c) = [{v € V | rank(c, p,) < k}].

Definice (k-Approval)

Necht (C, V) je instance voleb a k& € N. Volebni pravidlo
k-Approval je definovano jako

k-Approval(%?) = arg max score<(c).

Dusan Knop (FIT) NI-VOL, Ptednaska ¢. 1 LS 2024/2025 12 /34



k-Approval (pokracovani)

P¥iklad: Méjme C = {a,b, ¢} a mnozinu volicd V' = {vy, va,v3} s
nasledujicimi preferencemi:

Pryia>c>b Du:b=c>=a Dus: b= c > a.

Plati, Ze score<s(a) = 1, score<s(b) = 2 a score<s(c) = 3. Volebni
pravidlo 2-Approval tedy za vitéze zvoli kandidata c.

Pozndmka
1-Approval je Plurality a (|C| — 1)-Approval je Veto. J
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Skérovaci protokoly

@ Volebni pravidlo k-Approval sice bere v potaz i dalsi kandidaty,
nez je jen ten prvni v preferencich volici, ale za cenu velkého
zjednoduseni:

» vSech k prvnich alternativ je povazovano za stejné vhodné.

@ Pro jemnéjsi rozliseni pozic kandidatd existuje celd rodina

volebnich pravidel, tzv. skérovacich protokolii.

Definice

Nerostouci posloupnost § = (s1,...,S,) pro kterou plati, ze s > s,
nazveme skorovaci posloupnosti.
Pro kandidata ¢ € C' pak definujeme jeho X-skére vzhledem k § jako

SCOI‘GZ Z Srank (¢,pv)
veV
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Skérovaci protokoly (pokracovani)

Definice (Pozi¢ni skérovaci protokol)

Necht (C, V) je instance voleb a § = (s1,...,$,,) néjaka skérovaci
posloupnost. Volebni pravidlo PSP vzhledem k § je definovano jako

PSP3(¥) = arg max scores:(c).

Poznamka
@ Plurality je PSP se skérovaci posloupnosti (1,0,...,0).
@ Veto je PSP se skérovaci posloupnosti (1,...,1,0).

@ k-Approval je PSP se skérovaci posloupnosti
(1,...,1,0,...,0).
k
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Skérovaci protokoly (pokracovani)

Nékteré skérovaci posloupnosti jsou tak vyznamné a Casto pouzivané,

Ze maji dokonce sva vlastni jména. Pravdépodobné nejznaméjsi je
nasledujici pravidlo.

Definice (Borda)
Volebni pravidlo Borda je PSP se skérovaci posloupnosti
S=(m—-1m—-2m-3,...,2,1,0).

P¥iklad: Méjme C = {a,b, ¢} a mnozinu voli¢d V' = {vy, v, v3} s
nasledujicimi preferencemi:

Poi@>=c>b D b=c>a Pug: b= c > a.

Plati, Ze scoreporaa(a) =2+ 0+ 0 = 2, ScOreporga(b) =0+2+2 =4
a SCOTeporaa(c) = 1+ 14 1 = 3. Volebni pravidlo Borda tedy za
vitéze zvoli kandidata b.
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Pravidla zalozena na porovnavani kandidati

Definice (Condorcetilv vitéz)
Pro kazdé dva kandidaty c,d € C definujeme

ple,d) = v eV e, d —{fveV|d=,c}.
Grafem majority je potom vazeny orientovany graf D = (C, A, w),
kde A obsahuje hranu (¢, d), ¢,d € C, pravé tehdy, kdyz u(c,d) > 0.
Pro kazdou hranu (¢, d) nastavime w((c, d)) = u(c,d). Kazdy ¢ € C,
ktery je v D zdrojem, pak nazveme Condorcetovym vitézem.

Ptiklad: C' = {a,b,c}, V = {vy,v9,v3} a

Pria>=b>=c puib>=a>c py,:b>c>a.

Pro tuto instanci plati

pla,b) =1—-2=—-1 pla,c)=2-1=1

plb,a)=2—-1=1 pb,c)=3—-0=3

ple,a)=1—-2=-1 p(e,b) =0—-3=-3
Dusan Knop (FIT) NI-VOL, Ptednaska ¢. 1
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Condercetiv cyklus

Pozorovani
Condorcetilv vitéz nemusi existovat pro kazdou instanci voleb.

Dikaz.

Uvazujme volby s nasledujicim profilem preferenci &7:
Dyt a>=b>c Doyt C=a>=b Dus: b > c > a.

graf majority D pro tento profil vypada nasledovné:

~ -
(@O—®)
Zjevné, graf D neobsahuje zadny zdroj, tedy ani Condercotiv vitéz
neni pro profil & definovan. O

v
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Copelandova metoda

Definice (Copelandova metoda)

Necht (C, V) je instance voleb, D je odpovidajici graf majority a
a € [0,1] je redlné &islo. Pro kazdého kandidata ¢ € C' definujeme

Scoregopeland(c) = |{d € C | M(Q d) > O}|+C¥|{d € O | ,u(c, d) = O}|

Volebni pravidlo a-Copeland je pak definovano jako

a-Copeland(Z?) = arg max scoreg, .1..4(¢)-
ceC P

Ptiklad: Necht je graf majority pro nasi instanci
dle obrazku vpravo a a = 1/2. Potom
SCOTeG,pe1ana(@) =0+ 1/2-1=1/2,
SCOTeG,pe1ana(D) =2 +1/2-0=2a
SCOTeG,pe1ana(c) =0+ 1/2-1=1/2.

Za vitéze je tedy zvolen kandidat b.
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Simpsonovo hlasovani

Definice (Simpsonovo hlasovani)
Necht (C, V) je instance voleb a D je odpovidajici graf majority. Pro
kazdého kandidata ¢ € C' definujeme

SCOT€simpson(C) = Min { Jnm | w((e,d)), e —w((d, C))} :

Volebni pravidlo Simpson (nékdy téz MaxiMin) je pak definovano

jako

Simpson(%?) = arg max SCOT€simpson(C)-
Cc

Ptiklad: Necht je graf majority pro nasi instanci
dle obrazku vpravo. Plati scoresippson(a) = 0,
SCOT€gimpson (D) = —2 @ SCOTe€gimpson(C) = —4. Za
vitéze je tedy zvolen kandidat a.
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Youngiiv systém

Definice (Youngiiv systém)

Necht (C, V) jsou volby. Pro kazdého kandidata ¢ € C' definujeme
SCOreyoung(¢) = min {|R| | R C V a c je Cond. vitéz v (C,V \ R)}.

Volebni pravidlo Young je pak definovano jako

Young(#) = arg HélCI} SCOT€young (C).
C

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:

2x:b>=c>=a 3x:a=b=c 1x:c>=a>b.

Zadny z kandidatt odividné neni Condorcetovym
vitézem. Plati, Ze scoreyoung(a) = 1: staci
odstanit hlas ¢ > a > b. Pro ostatni kandidaty je
treba odstranit striktné vice hlast, jedinym
vitézem je tedy a.

¥

S

2
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Dodgsonova volba

Definice (Dodgsonova volba)

Necht (C, V) jsou volby. Pro kazdého kandidata ¢ € C' definujeme
SCOT€poggson(C) jako minimalni pocet prohozeni dvou sousednich
kandidati ve voli¢skych preferencich potfebnych k tomu, aby se c¢ stal
Condorcetovym vitézem. Volebni pravidlo Dodgson je pak definovano

jako

Dodgson(Z?) = arg IIélCI} SCOT€podgson(C)-
C

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a>=d>c>b c>=d>b>a c>d>b>a
b-d-a>c a-c>d>b a=c>b>d
Potom plati

SCOT€podgson (@) =
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Dodgsonova volba

Definice (Dodgsonova volba)

Necht (C, V) jsou volby. Pro kazdého kandidata ¢ € C' definujeme
SCOT€poagson(C) jako minimalni pocet prohozeni dvou sousednich
kandidatl ve volicskych preferencich pottebnych k tomu, aby se c¢ stal
Condorcetovym vitézem. Volebni pravidlo Dodgson je pak definovano

jako

Dodgson(Z?) = arg HélCI} SCOT€podgson(C)-
C

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a=d>c>=b c>d>a>b c>d>b>a
———

<
b-d=a>=c a=c-d>=b a-c>=b~d
Potom platf

SCOT€poggson (@) =
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Dodgsonova volba

Definice (Dodgsonova volba)

Necht (C, V) jsou volby. Pro kazdého kandidata ¢ € C' definujeme
SCOT€poagson(C) jako minimalni pocet prohozeni dvou sousednich
kandidatl ve volicskych preferencich pottebnych k tomu, aby se c¢ stal
Condorcetovym vitézem. Volebni pravidlo Dodgson je pak definovano

jako

Dodgson(Z?) = arg HélCI} SCOT€podgson(C)-
C

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a=d>c>b c>d>a>b c>d>b>a
——

<>
b-d=a>=c a=c-d>=b a-c>=b+-d
Potom platf

SCOT€poggson (@) =
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Dodgsonova volba

Definice (Dodgsonova volba)

Necht (C, V) jsou volby. Pro kazdého kandidata ¢ € C' definujeme
SCOT€poagson(C) jako minimalni pocet prohozeni dvou sousednich
kandidatl ve volicskych preferencich pottebnych k tomu, aby se c¢ stal
Condorcetovym vitézem. Volebni pravidlo Dodgson je pak definovano

jako

Dodgson(Z?) = arg HélCI} SCOT€podgson(C)-
C

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a=d>=c>b c>d>a>b c>d>b>a
——

<>
b=d>=a>=c a-c-d>=b a=c>=b>d
Potom platf
SCOT€podgson (@) = 2
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Dodgsonova volba

Definice (Dodgsonova volba)

Necht (C, V) jsou volby. Pro kazdého kandidata ¢ € C' definujeme
SCOT€poagson(C) jako minimalni pocet prohozeni dvou sousednich
kandidatl ve volicskych preferencich pottebnych k tomu, aby se c¢ stal
Condorcetovym vitézem. Volebni pravidlo Dodgson je pak definovano

jako

Dodgson(Z?) = arg HélCI} SCOT€podgson(C)-
C

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a=d>=c>b c>d>a>b c>d>b>a
——

<>
b=d>=a>=c a-c-d>=b a=c>=b>d
Potom platf
SCOT€poggson (@) = 2 = SCOT€poagson(C)
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Kemenyho hlasovani

Definice (Kemenyho hlasovani)

Necht P,@Q € L(C). Pro kazdé dva kandidaty ¢, d € C' definujeme
jejich vzdalenost vzhledem k P a () jako

0 pokudc>pd <= c>qd,

2 pokudc>pdAd>qec,

2 pokudd~pcAhcqgda

1 jinak.

Skére néjakého usporadani P pak definujeme jako

SCOT€kemeny (F) = Z Z distpg(c, d).
QEZ {edre(5)

Finalné, volebni pravidlo Kemeny definujeme jako
Kemeny(Z) = {c| 3Q € ar%)érlﬁi%§coreKemeny(P): rank(c, Q) = 1}.

distpg(c, d) =

v
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Kemenyho hlasovani (pokracovani)

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:

2x:b=c>a 3x:a>=b>c Ix:ec>=a>=b
Potom plati
distpg b>=c>a a>=b>c c>a>b | sScorekeneny(P)
a>=b>c| 24+2+0 04+04+0 2+0+2 12
a=-c>=b| 2+2+2 0+0-+2 04+2+0 20
b=a=c| 04+2+0 24040 24242 16
b=c>=a| 0+0+0 24+2+0 24+0+2 16
c-a>=b| 24+0+2 0+2+2 04+0+0 20
c=b=a| 0+40+2 242+2 240+0 24

a tedy Kemeny(Z?) = {a}.

Dusan Knop (FIT)
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Schulzeho pravidlo

Definice (Schulzeho pravidlo)
Necht ¢,d € C je dvojice vrcholi a P = {c =c¢y,¢,...,c0 = d} je
néjaka c, d-cesta. Silu cesty P definujeme jako
strength(P) = An[leinl]ﬂ(cz‘, Civ1) — (Cit1, G)-
1€ |f—
PoloZzme P(c,d) = maxp strength(P). Volbeni pravidlo Schulze
pak za vitéze voli kazdého kandidata, pro kterého plati
P(c,d) > P(d,c) vd e C.
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Schulzeho pravidlo (pokracovani)
Ptiklad: Méjme instanci voleb s nasledujicim grafem majority

(O——
q)

o I

@-—-e

0

Spocitame P(c,d) pro kazdou dvojici kandidatd

Dusan Knop (FIT)

Pl a b c d
a|— 4 4 4
bl 0 — 4 4
c| 0 8 — 4
d| 0 4 —4 —

Vitézem se tedy stava kandidat a.
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Vicekolova pravidla
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Dvoukolova vétsina

Definice

Necht & je profil preferenci a X C C' je néjaka mnozina kandidatd.
Jako Z| oznacime profil (p,, |y ,-- -, Du.|yx), Ve kterém z kazdého
hlasu p,, odstranime vSechny kandidaty ¢ ¢ X. |, nazveme
zGzeni & na X. )

Definice (Dvoukolova vétsina)
Volebni pravidlo PluralityRO definujeme pro kazdé (C, V) jako
Majority(Z?) kdyZ Majority(£2) # 0,

PluralityRO(Z?) =
yRO(Z) {Plurality(@]Tz) jinak,

kde T2 C C' je mnozina dvou kandidatl s nejvétsim score.
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Dvoukolova vétsina (pokracovani)

Priklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a=d>=c>b c-d>=b>a c-d>=b>a
b>d>c>a d>=c>a>Db a>c-b>d

V prvnim kole nema zadny z kandidatd absolutni vétSinu. Omezime
se tady pouze na dva kandidaty s nejvétSim scorer: a a c.

a>ds=c> c-ds=b=a c-ds=b»a
—d=cra —Cc=a - as=c>=b>=d

V tomto profilu preferenci &?|+, vyhrava dle pravidla Plurality
kandidat c. Tedy PluralityRO(Z?) = {c}.
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Alternativni hlasovani

Definice (Alternativni hlasovani)
Mnozinu prezivsich v kole ¢ € N definujeme jako

S; = S;_1 \ arg mgl scoret(c, Z|g_.),
c i—1

pricemz Sy = C. Volebni pravidlo STV pak definujeme jako
STV(Z) = Six_1,
kde i* € N je prvni kolo takové, ze S;, = ().
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Alternativni hlasovani (pokracovani)

Ptiklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a>d-c>0b c=d>=b>a c=d>-b>a
b~d>c>a d-=c>a>b a>=c>b>d
Nastavime Sy = {a, b, ¢,d}. V prvnim kole odebereme b a d.
a > >=cr crd=0ra crd>=0br>a
—d=cra —Cc=a - a=c=h>=d
A tedy dostavame Sy = {a, c}. Ve druhém kole odebereme a.
== c=d>=b> c=d>=1b=
= >=c> —C > > —c>=0>=d

A zbyva jen Sy = {c}. Ten je v dalsim kole eliminovan a vznika tak

prézdnd mnozina S3 = (). PoloZime tedy STV(Z?) = Sy = {c}.
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Bucklinovo hlasovani

Definice (Bucklinovo hlasovani)
Mnozina vitézii W; pro kolo ¢ € N je definovana jako
W; = {c € C'| score<;(c) > |n/2] + 1}.
Volebni pravidlo Bucklin je pak definovano jako
Bucklin(Z) = W,
kde i* € N je prvni kolo takové, ze W;« # ().
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Bucklinovo hlasovani (pokracovani)

Priklad: Méjme nasledujici profil preferenci:
a=d>=c>b c-d>=b>a c-d>=b>a
b>~d>c>a d>=c>a>b a>=c>=b>d

Spocitame jednotlivé score<; postupné pro véechna i € N.

score<; |1 2 3 4
al2 2 3 6
b1 1 4 6
cl2 4 6 6
dl1 5 5 6

Hranice [n/2] + 1 = 4 je poprvé prekonana v kole i = 2 kandidaty ¢
a d. Tedy Bucklin(Z?) = W) = {¢, d}.
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Co bychom po dnesku méli znat

e Co jsou to volby — (C, V) a profil.
@ Vybrana volebni pravidla.
Dale nés ceka:
@ Podrobna studie pravidel pro |C| = 2.
@ Rozbor vlastnosti volebnich pravidel.
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