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Volby

Definice

Volby jsou usporadana dvojice £ = (C, V), kde
e C je kone¢na mnozina kandidata (alternativ), |C| =m > 2 a
@ V je kone¢né a neprazdnd mnozina voli¢a (agenti), |V| = n.

Mnozinu vSech linearnich uspofadani na mnoziné C' znaéime L(C).
Profil preferenci & = (p,,,...,ps,) plné charakterizuje volby &.

Volby vitéze(d) Cilem je naleznout neprazdnou mnozinu vitéznych
alternativ W C C'. Idedlné samosebou |[W| = 1.

Definice
Necht jsou (C, V') dany. Volebni pravidlo je funkce

f:L(O)Y —=29\0.
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Meérit vSem stejnym metrem

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je diktatorské, pokud
existuje volic v € V' takovy, ze pro kazdy preferencni profil
P e L(C)V plati

f(Z) ={ceC |rank(c,p,) =1} .

@ VysSe zminéna vlastnost je velmi negativni.
@ Je lehké nahlédnout, Ze ji splnuje pravidlo Dictatorship.

@ Dokonce plati, ze Dictatorship je jediné diktatorské volebnfi
pravidlo.
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MéFit vsem stejnym metrem (pokracovani)

Lemma 1
Dictatorship je jediné diktatorské volebni pravidlo.

Diikaz.

Dvé volebni pravidla f, g jsou riizna, pokud existuje alespon jeden
profil preferenci & takovy, ze f(Z?) # g(2).

Pro spor predpokladejme, Ze kromé Dictatorship, existuje jesté
néjaké dalsi diktatorské pravidlo f. Zvolme &7 tak, ze
Dictatorship(#) # f(Z?). Dle definice diktatorstvi je
Dictatorship(Z?) = {c € C | rank(c,p,) = 1}. Pro profil &

tedy f nevrati mnozinu vitézi {c € C' | rank(c, p,) = 1}. To je
zjevny spor s tim, ze f je diktatorské volebni pravidlo. ]

@ ,Dobra" volebni pravidla jsou nejen nediktatorska, ale maji jesté
dalsi, silnéjsi vlastnosti.
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Meérit vSem stejnym metrem

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je anonymni, pokud pro
kazdy preferenéni profil 22 € L(C)" a kazdou permutaci 7: V — V
plati

f(gz - (t’[}17 t’l}g; ceey ivn)) - f((iﬂ(’ul)) iﬂ(l}g)) ceey iﬁ(vn))) .

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je neutralni, pokud pro
kazdy preferenéni profil &2 € £L(C)V a kazdou permutaci o: C' — C
plati

F(Z = (2o Zus - 20n)) = F(0(Z01), 0(205)5 -5 0(20))) s

kde o(>=,,) = o(c1) = o(ca) = -+ = o(cm).
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Dalsi zakladni vlastnosti

Definice

Volebni pravidlo f je jednomyslIné, pokud pro kazdy preferenéni
profil 2 € L(C)V takovy, Ze existuje ¢ € C' tak, Ze pro kazdého
voli¢e v € V' mame max;,(C) = {c}, potom plati f(Z) = {c}.

Definice

Volebni pravidlo f je rezolutni, pokud pro kazdy preferencni profil
P e L(O)Y plati |f(2)]| = 1.

Definice

Volebni pravidlo f je nevynucené (téz obcansky svrchované),
pokud pro kazdého kandidate c € C' existuje néjaky preferencni profil
P € L(C)Y takovy, ze c € f(). V opa&ném piipadé hovofime o
vynuceném pravidle.
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Zakladni vlastnosti — shrnuti

@ Zakladni vlastnosti jsou ty ,nejvice prirozené™.

@ Zachycuji vlastnosti, Ze by zadna alternativa neméla byt
univerzalné preferovanou, nezalezi na jménech voli¢i a kazdy ma
sanci vyhrat.

@ Lze vypozorovat, ze nékteré vlastnosti implikuji jiné.

Pozorovani
Kazdé jednomyslIné volebni pravidlo je zaroven obcansky svrchované.

v

Diikaz.

Necht f je jednomysIné volebni pravidlo, které neni obcansky
svrchované, tedy existuje kandidat ¢ € C' takovy, ze ¢ € f(<?) pro
zadny 2. Zvolme 2 takovy, ze pro kazdého v € V plati

maxy, (C) = {c}. Potom dle jednomyslInosti musi byt f(2) = {c},
coz je spor s tim, ze f neni oblansky svrchované. ]

v
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Zakladni vlastnosti — shrnuti (pokracovani)

@ Neni tézké nahlédnout, ze opacna implikace neplati.

Rozumna pravidla

Vsechna nediktatorska pravidla z minulé prednasky jsou téz navic:
anonymni, neutralni, jednomyslnd a nevynucena.

@ Rezoluce je prekvapivé ,tézka" i ,lehka"” vlastnost.

o Kazdé pravidlo Ize zménit na rezolutni pfidanim dodatec¢ného
pravidla pro ,remizy" (kupfikladu rozhodneme podle abecedy).

@ Toto s sebou prekvapivé miize nést néjaké nasledky.

@ Specialné jiné zakladni vlastnosti to neovlivni, ale mize to vést
na ztratu jinych vlastnosti.
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Konzistence

Definice

Volebni pravidlo f je Pareto konzistentni, pokud pro kazdy
preferenéni profil & € L(C)V a kazdé x € C plati, Ze pokud existuje
y € C takové, ze y >, = pro kazdého volice v € V, potom

z ¢ f(2).

@ Velice zakladni vlastnost spInéna vsemi nasimi pravidly.

Definice

Volebni pravidlo f je konzistentni (nékdy téz separabilni), pokud
pro kazdy preferenéni profil &2 € L(C)V a kazdy rozklad mnoZiny
voli¢t V- = ViUWLU - - - UV}, pokud ¢ € f(Z2 |v;) pro vechna i € [k],
2 < k < n, pak také c € f(2?).

Vlastnost pozaduje, aby vysledné poradi dvou kandidati zaviselo

pouze na jejich vzajemném postaveni v hlasech.
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Definice

Volebni pravidlo f je konzistentni (nékdy téz separabilni), pokud
pro kazdy preferenéni profil &2 € L(C)V a kazdy rozklad mnoZiny
voli¢d V = ViUWLU - - - UV, pokud ¢ € f(Z2 |v;) pro vSechna i € [k],

2 < k < n, pak také c € f(2).

Mé&jme volby obsahujici hlasy:

Vi T<a b c bxb = c>a dxc=a b
Vs 5xa=c>=b 4xc=b=a
Voli¢i V Voli¢i V4 Volici V;

Copeland Young | Copeland Young | Copeland Young
a 1 - 1 2 2 0
b 0 - 1 6 0 -
c 2 0 1 8 1 -
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Definice

Volebni pravidlo f je konzistentni (nékdy téz separabilni), pokud
pro kazdy preferenéni profil &2 € L(C)" a kazdy rozklad mnoZiny
voli¢t V' = ViUWLU - - - UV}, pokud ¢ € f(Z2 |v;) pro viechna i € [k],
2 < k < n, pak také c € f(2).

Pro kazdou skérovaci posloupnost 5 je PSPz konzistentni. I

Dikaz.

@ Celkovy pocet bodl je sou¢tem bodi pres libovolné soucasti.

@ Pokud tedy kandidat vyhraje v néjakém rozlozeni, jisté vyhraje i
celkové. n

Copeland a Young nejsou konzistentni. I
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Odolnost na strategii
Méjme volby s kandidaty C' = {a, b, ¢, d} a volidi

Ppid>=c>=b>a pyu:a>=b>=c>d pura>b>c>d

Uvazme, ze vy znd vSechny preference a pouzité pravidlo je Borda.
Co kdyby radéji podal hlas b > d > ¢ > a (tim vznikne profil &#')?

la b ¢ d  Tedyvolbou b d > ¢ = a namisto
P16 5 4 3 ~pravého” hlasu d > ¢ > b > a byl
P26 7 3 2 vysledkem b a pfitom b >,, a!
Definice

Volebni pravidlo f je odolné na strategii, pokud pro Zadné
preferenéni profil &2 € L(C)V a zadného voli¢e v € V neexistuje &’
lisici se od &2 pouze v hlasu volice v takovy, ze f(Z') =, f(Z?).

Dusan Knop (FIT) NI-VOL, Ptednaska ¢. 2 LS 2024/2025 12/29



Odolnost na strategii

Definice

Volebni pravidlo f je odolné na strategii, pokud pro zadné
prefereneni profil & € L(C)V a zadného volie v € V neexistuje &’
liSici se od &2 pouze v hlasu voli¢e v takovy, ze f(2') =, f(Z?).

Véta
Pro |C] > 3 neexistuje zadny volebni systém zalozeny na
preferencich, ktery je zaroven:

© nediktatorsky,

@ rezolutni,

© obcansky svrchovany a

@ odolny na strategii.
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Odolnost na strategii
Véta
Pro |C] > 3 neexistuje zadny volebni systém zalozeny na
preferencich, ktery je zaroven:
© nediktatorsky,
@ rezolutni,
© obcansky svrchovany a
@ odolny na strategii.

Pro |C| > 3 pokud je volebni systém zaloZeny na preferencich a je
Q rezolutni
© obcansky svrchovany a
© odolny na strategii,

potom je diktatorsky.
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Odolnost na strategii

Pro |C] > 3 pokud je volebni systém zaloZeny na preferencich a je
Q rezolutni
@ obcansky svrchovany a
© odolny na strategii,

potom je diktatorsky.

Dle Lemma 1 téz: Pro |C| > 3 je Dictatorship jediné volebni
pravidlo zaloZené na preferencich, které je zaroven

@ rezolutni,
@ obcansky svrchované a
© odolné na strategii.

Mame charakterizaci pravidla Dictatorship. |
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Otazky

Mame charakterizaci pravidla Dictatorship. J

e MuZe/nemiize existovat volebni pravidlo danych kvalit?

@ Vlastnosti nékdy téz oznacujeme jako axiomy.

@ Je mozné charakterizovat pravidlo? Tedy ukazat, zZe je jediné
spliujici danou kombinaci axiom?

Pro |C] > 3 pokud je volebni systém zalozeny na preferencich a je
Q rezolutni
© obcansky svrchovany a

© odolny na strategii,

potom je diktatorsky.

@ Poruseni které z vlastnosti je ,,nejméné problematické”?
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Monotonie

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je monoténni, pokud
pro preferenéni profil 22 € L(C)V a kazdého kandidita c € f(2)
plati, ze pro preferenéni profil &2’ vznikly z & pouze zlepsenim
pozic ¢ v nékterych hlasech (tj. ostatni vztahy mezi dvojicemi
kandidatd), pak c € f(27).

v

Dodgson neni monoténni. I

Fakt

Plurality, Borda, Copeland, Young, Bucklin a Schulze jsou
monoténni volebni pravidla.
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Monotonie

Dodgson neni monoténni. I

Diikaz.

Uvazme profil

P15 xec=a-d=b I9xb>=d=c-a I9xa=b>d>c
bxa=c=b>=d 5H5xb=a>=c>d

a zménény profil
P15 xer-a=-d=b 9xb=d-c>a 9xa>b>=d=c
SXxa=c>b>d bHxax-b>c>d
e V & vyhraje a (3 swapy).
o V &' vyhraje ¢ (2 swapy). O

v
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Silnd monotonie

Definice |
Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je monoténni, pokud

pro preferenéni profil &2 € L(C)V a kazdého kandidata c € f(2)
plati, Ze pro preferenéni profil &2’ vznikly z &7 pouze zlepsenim

pozic ¢ v nékterych hlasech (tj. ostatni vztahy mezi dvojicemi
kandidatd), pak ¢ € f(2).

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je silné monoténni,
pokud pro preferenéni profil & € L(C)V a kazdého kandidata
c € f(Z) plati, ze pro preferen¢ni profil &' vznikly z &

@ zlepSenim pozic ¢ v nékterych hlasech

@ libovolnym prohozenim pozic ostatnich kandidatl s tim, ze v
kazdém hlase v € V plati, ze ¢ =, d implikuje ¢ >, d (tj. pokud
¢ byl prefereovany, musi zlstat preferovany),

pak c € f(2).
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Silnd monotonie
Definice
Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je silné monoténni,
pokud pro preferenéni profil & € L(C)" a kazdého kandidata
c € () plati, ze pro preferen¢ni profil &2’ vznikly z &
Q zlepsenim pozic ¢ v nékterych hlasech
@ libovolnym prohozenim pozic ostatnich kandidatl s tim, ze v
kazdém hlase v € V plati, ze ¢ >, d implikuje ¢ >,/ d (tj. pokud
¢ byl prefereovany, musi zlstat preferovany),
pak c € f(Z).

Necht |C| > 2. Potom neexistuje zadny volebni systém zalozeny na
preferencich, ktery je zaroven
© nediktatorsky © obcansky svrchovany a

@ rezolutni © silné monotodnni.
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Nezavislost na klonech

Definice

Kandidati ¢, d € C jsou klony, pokud jsou tésné vedle sebe v kazdém
hlase.

Uvazme profil &7:
Dnia>=c>=b>=d pypia-b>c>d py:a-b>c>d

Alternativy b, ¢ jsou klony a jiné klony nejsou obsazené.

Tideman

Bylo mi 12 let a byl jsem nominovany na tfidniho pokladnika. Jedna
divka Michelle byla také nominovana. Moc jsem chtél byt
pokladnikem, tak jsem po rychlém pocitani navrhl také Michellinu
nejlepsi kamaradku Charlotte. Vysledkem bylo 13 hlasi pro mne, 12
pro Michelle a 11 pro Charlotte.

v
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Tideman

Bylo mi 12 let a byl jsem nominovany na tfidniho pokladnika. Jedna
divka Michelle byla také nominovana. Moc jsem chtél byt
pokladnikem, tak jsem po rychlém pocitani navrhl také Michellinu
nejlepsi kamaradku Charlotte. Vysledkem bylo 13 hlasti pro mne, 12
pro Michelle a 11 pro Charlotte.

@ Volilo se samo sebou pomoci pravidla Plurality.
@ Manipulatorovi se podafrilo rozdélit hlasy kamaradek tim, ze se
musely rozhodnout pro pravé jednu z divek.

@ Jedna se o jednoduchou manipulaci, ktera je vsak v praxi velmi
popularni. (P¥iklady?)

Definice

Volebni pravidlo je odolné na klony, pokud neni mozné pfidanim
klonu libovolného kandidata udélat z néjakého prohravajiciho
kandidata vitéze.
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|

Fakt

Schulze je volebni pravidlo odolné na klony. J
Dodgson neni odolné na klony. I

Dikaz.

Uvazme profil pro C' = {a, b, c} a profil s klonem ¢
P:5xa=b>c 4xb=cra 3xXxc=a>b
P 5xas=bs=c=c 4dxb=c=c>=a 3xc=c>=a=b

e V & vyhraje a (2 prehozeni: pottebuje porazit c).

o V Z vyhraje b (3 prehozeni: potfebuje porazit a). O

@ Rozmyslete si také pro Borda a Bucklin.
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Participace

Definice

Volebni pravidlo f ma No Show paradox, pokud existuje
prefereneni profil & € L(C)Y takovy, ze (P —v) =, (). Jinak
ma pravidlo vlastnost participace.

@ Tedy pro v je lepsi k volbam nejit.
@ A co kdyby nepriSel nikdo, Ze?

Q Pokud |C| < 3, existuji volebni pravidla spliiujici zérover
participaci a Condorcet konzistenci.

@ Pokud |C| > 3 (a |V| > 24), zadné volebni pravidlo nespliiuje
zaroven participaci a Condorcet konzistenci.
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Dvojcata

Definice

Volebni pravidlo f ma Twin paradox, pokud existuje preferencni
profil & € L(C)Y takovy, ze (L) =, f(Z + v) (tj. zdvojili jsme
hlas v). Jinak ma pravidlo vlastnost vitanych dvojcat.

Disledek (Moulin)

Pokud |C| > 3 (a [V] > 24 + (I1)), Z4dné volebni pravidio nespliuje
zaroven vitani dvojcat a Condorcet konzistenci.

v
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Homogenita
Definice

Volebni pravidlo f je homogenni, pokud pro kazdy preferencni profil
P € L(C)V a jeho k-nasobek Z2*) (tj. kazdy hlas zopkujeme
k-krat), pak f(22) = f(2®) pro kazdé k > 1.

Dodgson neni homogenni. I

Diikaz.

Uvazme profil &
2xd=c=a=b 2xb=cr-a>-d 2xXc=a=b>=d

2xd>=b>=c>=a 2xa>=b=c>d
lxa-d=b>=c 1xds=a=bs=c

@ a vyhraje na 3 swapy

o v 2@ vyhraje b se 6 swapy O

v
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Irelevantni alternativy

Pan Morgensbesser is objednaval dezert. C&nik mu nabidl jable¢ny &i
borlivkovy kolac. Zvolil si tedy jablecny.

Po chvilce se ¢isnik vratil s tim, ze Ize jesté vybrat visnovy kolaé. Pan
Morgensbesser fika: ,,V tom pripadé bych si dal ten boriivkovy. “

Definice

Volebni pravidlo f je nezavislé na irelevantnich alternativach,
pokud pro kazdy preferenéni profil & € L(C)" a jeho rozsiteni

P =P U{c}, c & C, (tj. pouze vlozime novou alternativu ¢, ale
jinak zachovame veskeré vztahy u vSech volict), pak pravidlo f vraci
T =) Y, pokud x = ¢z y pro libovolné z,y € C.

@ Vysledné poradi dvou kandidati by mélo zaviset pouze na jejich
vzajemném postaveni v hlasech.
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Irelevantni alternativy

Definice

Volebni pravidlo f je nezavislé na irelevantnich alternativach,
pokud pro kazdy preferenéni profil 22 € L(C)" a jeho roziteni

P =P UA{c}, ¢ € C, (tj. pouze vlozime novou alternativu ¢, ale
jinak zachovame veskeré vztahy u vsech voli¢a), pak pravidlo f vraci
T =) Y, pokud x =tz y pro libovolné z,y € C.

Necht |C| > 2. Neexistuje volebni systém zalozeny na preferencich,
ktery je zaroven

© nediktatorsky,
@ Pareto konzistentni a

© nezavisly na irelevantnich alternativach.
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Co bychom po dnesku méli znat

@ Zakladni vlastnosti volebnich pravidel.
@ Pokrocilejsi vlastnosti volebnich pravidel.
@ Nelze mit vSechny skvélé vlastnosti.

@ Neexistuje ,,dokonalé” volebni pravidlo.
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