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Volby

Definice

Volby jsou usporadana dvojice £ = (C, V), kde
e C je kone¢na mnozina kandidata (alternativ), |C| =m > 2 a
@ V je kone¢né a neprazdnd mnozina voli¢a (agenti), |V| = n.

Mnozinu vSech linearnich uspofadani na mnoziné C' znaéime L(C).
Profil preferenci & = (p,,,...,ps,) plné charakterizuje volby &.

Volby vitéze(d) Cilem je naleznout neprazdnou mnozinu vitéznych
alternativ W C C'. Idealné samo sebou |W| = 1.

Definice
Necht jsou (C, V') dany. Volebni pravidlo je funkce

f:L(O)Y —=29\0.
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Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je anonymni, pokud pro
kazdy prefereneni profil &2 € L(C)V a kazdou permutaci 7: V — V
plati

f(gz - (ivla tvga ceey tvn)) = f((tﬂ(vl)y tﬂ'(?}g)) ceey tﬂ(vn))) .

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je neutralni, pokud pro
kazdy preferenéni profil &2 € L(C)V a kazdou permutaci 0: C' — C
plati

F(Z = (Zo 2y -y 20) = f(0(20), 0(20), - 0(20,)))

kde 0(>=,,) = o(c1) = o(ea) = -+ = o(cm).
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Dalsi zakladni vlastnosti

Definice

Volebni pravidlo f je rezolutni, pokud pro kazdy preferencni profil
P e L(O) plati |f(2)] = 1.

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je monoténni, pokud
pro preferenéni profil &2 € L(C)V a kazdého kandidata ¢ € f(2)
plati, ze pro preferencni profil &2’ vznikly z &2 pouze zlepsenim
pozic ¢ v nékterych hlasech (tj. ostatni vztahy mezi dvojicemi
kandidatd), pak c € f(Z).

Véta
Necht m = 2 a n je liché. Potom Plurality je jediné pravidlo, které
je zaroven rezolutni, anonymni, neutralni a monoténni.

v

= cviceni.
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Dikaz <

Necht f je rezolutni, anonymni, neutralni a monoténni pravidlo.
@ Sporem ukdzeme, ze f = Plurality.

@ Protoze mame 2 alternativy C' = {x,y}, je vystupem
rezolutniho pravidla bud x nebo y.

@ Navic madme jen dva mozné hlasy z > y a y > x.

Pro spor tedy predpokladejme,ze f # Plurality.
@ Musi tedy existovat liché n a profil &2 takové, ze
» Plurality(Z) = {z}

» f(2) ={y}
@ Specialné pak pocet hlasti = > y prevazuje v & nad hlasy
Yy~

» Oznaéme #Jgé pocet hlasi z = y v &.
» Oznatme #Y; pocet hlasti y - z v 2.
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Ditkaz <= (pokracovani)

@ Obé jsou neutralni a my mizeme v & ,prohodit” alternativy —
vytvofime profil &’.
e Vime, ze f(2') = {x}.
o Diky anonymité mdzeme ménit jména volicl tak, aby hlasy
y > x byly od stejnych voli¢d v & i &’ (forméalné tvofime 22").
A Castecné i pro x > .
@ Mame tedy tfi (neprazdné) mnoziny voli¢a:
Viz voliz =yv 2i P
Vyy voliy =axv Z i
Vey voliz=yv Zaley =zvF
o Ale kazdy voli¢ z V., oproti & pouze zlepsil pozici kandidata v,
ale tim padem by monoténni pravidlo f mélo volit y na &’.
Jenze voli x a my dostavdme spor. ]
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Suda n?

@ Pokud je n sudé, mizeme dospét k remize a jedind moznost je
vratit C.

Definice

Necht (C, V) jsou volby. Volebni pravidlo f je pozitivné
responzivni, pokud pro preferenéni profil 22 € L£(C)V a kazdého
kandidata ¢ € f(?) plati, ze pro preferen¢ni profil &2’ vznikly z &7
pouze zlepSenim pozice ¢ v libovolném hlase, pak f(Z?') = {c}.

Véta
Necht m = 2. Potom Plurality je jediné pravidlo, které je zaroven
anonymni, neutralni a positivné responzivni.

Dukaz.
Cviceni. ]
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Pozorujeme pravdu

Uvazme nasledujici scénar:
e Mame dvé alternativy C' = {z,y} a jedna z nich je objektivné
(méritelné) lepsi.

Voli¢i nevédi, které z poradi z > y a y > x je spravné.

Kazdy voli¢ v € V' ma pravdépodobnost p, ze pozna spravné
poradi.

Pravdépodobnost p je pro vSechny stejna a plati 1/2 < p < 1.

Formalné

Priz = y|==zy]=p.
@ Hlasy jsou tedy nahodné proménné (n-krat hazime minci).
@ Spravné poradi > by mélo byt nejcastéji pozorované.
Plurality?
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Pozorujeme pravdu — priklad

Priklad
o V=1{1,23}aC ={a,b}.
o Necht Pr[ab] = Pr[ba] = 3.
o Necht déle p = 2.
e Méjme profil & = (ab,ab,ba). Tj. a >=1 b, a =2 b, b >3 a.

@ Potom pozorujeme-li &, mame

Pr[Z |-= ab] = p* - (1 - p)
Pr[Z |-=ba] = p- (1 - p)?

o Tedy >=ab je ﬁ = 2 krat pravdépodobnéjsi nez ba
(pozorujice ).
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Bayesova véta

Necht By, ..., B, je rozklad §2 takovy, Zze Pr[B;] > 0 a necht A je
nahodny jev kde Pr[A] > 0. Potom plati

Pr[A | By - Pr[B)]
ie1 (Pr[A | Bj] - Pr[Bj])

Pr[B; | A] =

Tedy za predpokladu Prlab] = Pr[ba] = 1 dostavame
Pr[> = ab | #]
Pr[Z |»~-= ab] - Pr[>= ab]
" Pr[2 |~= ab] - Pr[~= ab] + Pr[P |~= ba] - Pr[~= ba]

p*-(1-p)-05
P2 (1—-p)-05+p-(1-p)2-05
B p*-(1-p) _ p _Pp_
TR A-prpA-p? pr(l-p 1 U
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Condorcet jury theorem

Véta
Necht m = 2, n liché a 1/2 < p < 1. Necht profil & je tvoren n
nahodnymi hlasy dle p (i.i.d.). Potom

P urality(n + 2)

pPlurality( Pr1
pPlurality (TL)
1

IA N

)
p
nh—>nc}o pPlurality( )

kde peiuraiity(n) je pravdépodobnost, Ze ziskani pravdy pti volbé
Plurality.
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Dukaz

@ Plurality je korektni, pokud majorita volici pozorovala
(hlasovala) spravné.

@ Oznacme h pocet voli¢h hlasujicich spravné.
@ Takovych majorit je celkem

S.6)

@ Pravdépodobnost, ze pravé h volicl hlasuje spravné je
pr-(1—p)nh
o Mame tedy

DPrrurarity (1) = zn: (Z) P (1= p)t

_n+1
h= 2

@ Rozmyslime si nyni jednotliva tvrzeni véty (prvni je slozitéjs).
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Diikaz pPlurality(n) S pPlurality(n + 2) — zacatek

@ Zamé¥me se na profily obsahujici n + 2 voli¢i (ptipadné vice).

o Interpretujeme ppruraiicy(n2 + 2) jako pravdépodobnost, ze
alespon polovina z prvnich n + 2 voli¢i v profilu pozoruje
spravné. Oznacme tuto udalost H,, .

o Interpretujeme ppiyraiity(n) jako pravdépodobnost, Ze alespon
polovina z prvnich n volicl v profilu pozoruje spravné.
Oznacme tuto udalost H,,.

° Tedy pPlurality(n + 2) = Pr[Hn+2] a pPlurality(n) = Pr[Hn]

@ Pocitejme

pPlurality(n + 2) = Pr[Hn+2]

= Pr[H,2 \ H,] + Pr[H,.2 N H,]
= Pr[H,2 \ H,] + Pr[H,] — Pr[H,, \ Hpi2]
- pPlurality(n) - Pr[Hn+2 \ Hn] - Pr[Hn \ Hn+2]

o Tedy chceme ukazat, ze Pr[H, .2 \ H,| > Pr[H, \ H,12].
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Ditkaz Pr[Hpso \ Hol = p - (u) - (p- (1 —p))'T

2

e Kdy nastane H,, ., \ H,?
» Prvnich n hlasl obsahuje tésnou majoritu Spatnych hlasd.
» Nasleduji dva spravné hlasy.

@ Prvni udalost ma pravdépodobnost

n n—1 n+tl

2

@ Druha mé pravdépodobnost p?.
o Tedy

n n-1 nt1
Pr[Hn+2 \ Hn] = (n_ﬂ> “p 2z o (1 _p) 2 'p2
2

=p- <L> (p-(1—p)F
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Dikaz
Pr[H, \ Hatal = (1= p) - () - (p- (1 = p))T

2
e Kdy nastane H,, \ H,.27?
» Prvnich n hlasl obsahuje tésnou majoritu spravnych hlasi.
» Nasleduji dva Spatné hlasy.

@ Prvni udélost ma pravdépodobnost

n ntl n—1
2

@ Druhd mé pravdépodobnost (1 — p)?.
o Tedy

n n41 n-1

Pr[H, \ H,2] = <n_+1> pz -(l—p)z -(1—p)?

D
+

=(1-p)- (é) (p-(1=p)=
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Diikaz pPlurality(n) < pPlurality(n + 2) — finis
Pocitejme:
Pr[Hpyo \ Ho] — Pr[Hp \ Hy o]

. (i) G- 0= = -0 () 0 0P

n ntl
— -0 ()00
2
Protoze p > 1/2, dostavame
n a1
(2p — 1)-<n+1> “(p-(1-p) 2 >0.
>0 2 >0

Zavérem tedy
pPlurality ('17/ + 2) = pPlurality (n) + Pr[Hn-l—Q \ Hn] — Pr[Hn \ Hn+2]

2 pPlurality (n) .
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Dukaz

pPlurality<n +2)> pPlurality(n) hotovo.
D < Driurality (n)
e Vime, ze p = pPlurality<]-)-
@ Jiz jsme dokazali, ze pro viechna lichd n plati
Priuratity (7 + 2) > Pprurality(R).
I pPlurality(n) =1
@ Dle zakona velkych cisel konverguje priimér pocet
spravnych hlasd k p.
@ Protoze ale p > 1/2, tak pravdépobodnost, ze
Plurality odpovi spravné jde k 1.
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Condorcet jury theorem (Condorcet 1785)

Véta
Necht m = 2, n liché a 1/2 < p < 1. Necht profil & je tvoren n
nahodnymi hlasy dle p (i.i.d.). Potom

lurality (n + 2)

]7P1ura11ty( Dp
pPlurality (n)
1

<
<

n)
b
nh—>nolo pPlurality (’I'L)

kde priurarity(1) je pravdépodobnost, Ze ziskani pravdy pri volbé
Plurality.

Cim jsou skupiny vétsi, tim presnéjsi jejich odhad je.
Majorita je presnéjsi nez odhad jednotlivce.
Nekoneéné velké skupiny maji dokonalou presnost.
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Co bychom po dnesku méli znat

@ Volba ze dvou alternativ.
@ Mayova véta z roku 1952.
@ Condorcet jury z roku 1785.
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