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Volby

Definice

Volby jsou usporadana dvojice £ = (C, V), kde
e C je kone¢na mnozina kandidata (alternativ), |C| =m > 2 a
@ V je kone¢né a neprazdnd mnozina voli¢a (agenti), |V| = n.

Mnozinu vSech linearnich uspofadani na mnoziné C' znaéime L(C).
Profil preferenci & = (p,,,...,ps,) plné charakterizuje volby &.

Volby vitéze(d) Cilem je naleznout neprazdnou mnozinu vitéznych
alternativ W C C'. Idealné samo sebou |W| = 1.

Definice
Necht jsou (C, V') dany. Volebni pravidlo je funkce

f:L(O)Y —=29\0.
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Opakovani

Definice

Volebni pravidlo f je Pareto konzistentni, pokud pro kazdy
preferenéni profil & € L(C)V a kazdé x € C plati, Ze pokud existuje
y € C takové, ze y >, = pro kazdého volice v € V, potom

z ¢ f(2).

Definice

Volebni pravidlo f je nezavislé na irelevantnich alternativach,
pokud pro kazdy preferenéni profil & € L(C)Y a jeho rozsiteni

P =P U{c}, c &€ C, (tj. pouze vlozime novou alternativu ¢, ale
jinak zachovame veskeré vztahy u vsech voli¢a), pak pravidlo f vraci
T =) Y, pokud x =z y pro libovolné z,y € C.
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Arrowova véta

Definice

Necht jsou (C, V') dany. Funkce spole¢enské volby (social choice

function) je funkce
f: L(C)Y - L(C).

Necht |C'| > 2. Neexistuje volebni systém (SCF) zalozeny na
preferencich, ktery je zaroven

© nediktatorsky,
@ Pareto konzistentni a

© nezavisly na irelevantnich alternativach.
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Lemma

Necht |C| > 2. Necht alternativa b € C' je v kazdém hlasu bud
nelepsi nebo nejhorsi. Potom kazda SCF, kterd spliiuje PK a IIA ma b
jako nejlepsi Ci jako nejhorsi.

Diikaz.

@ Sporem: Necht existuje profil &2 a alternativy a,c € C' a SCF
a>0b>c.

@ Definuj novy profil &’ tak, ze

» posunes ¢ na pozici tésné pred a v kazdém hlasu, kde byl za a.

@ Protoze relativni poradi ab i be je shodné v &2 i &', musi na &’
byt zachovéano a > b > c.

@ Zaroven ve vSech hlasech v &' mame ¢ -, a a tedy Pareto
konzistence diktuje ¢ > a v agregované SCF.

@ Spor — vysledna relace na &2’ neni tranzitivni. O
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Priprava na dilkaz

e Vezmi volby (C,V') a SCF R.

e Pridej nového kandidata b ¢ C' do profilu na konec vSech hlasi.

o Zadné relativni poradi se nezménilo a b je jist& nejhorsi v R.

e Zafizujeme poradi vy, vs,...,v, na V a budeme ménit tento
profil &7 tak, ze budeme postupné davat b na nejlepsi pozici. Ve
vy, poté vy a tak dale.

@ Pokud bychom zménili véechny, bude R hodnotit b jako nejlepsi.

Pozorovani
Existuje voli¢ v* € V' takovy, ze
© b je nejhorsi v R pred zménou pro v*, ale

Q 0 je nejlepsi v R po zméné pro v*.

2, profil pred zménou ve v*
P, profil po zméné ve v*
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v* je diktator
Vezmi libovolné a,c € C'\ {b}.

@ Necht &2, je profil, ktery vznikne z & posunutim a pred b ve
hlasu v*. Dale dovolime hlasim z V' \ {v*} zménit svij hlas
libovolnym zplisobem pro poradi a, ¢, ale musi zachovat pozici b.

o lIA:V &, je a =g b, protoze relativni poradi mezi ab je shodné

s A,.

o lIA:V &, je b =5 c, protoze relativni poradi mezi bc je shodné
s Ps.

e Tranzitivita pro &,: a > c.

@ Ale jediny, kdo toto s jistotou fika je v*!
@ Plus mame dostatek alternativ a mizeme tvorit Q; a Q-
zalozené na kandidatu ¢ namisto b.
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Arrowova véta

Necht |C| > 2. Neexistuje volebni systém (SCF) zalozeny na
preferencich, ktery je zaroven

© nediktatorsky,
@ nerestringovana doména (vSechny profily mozné),
© slabé Pareto konzistentni (kazdy preferuje) a

@ IR (pokud relativni pofadi zy je stejné na celém profilu, pak i ve
vysledku).

v
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Definice

MnoZina voli¢d V C V je témér rozhodna pro z proti y, pokud
Q kazdy v € 1% preferuje x pred y a
Q kazdy v € V'\ V preferuje y pred z,

implikuje, ze z je preferované pred y v SCF.

Definice
MnoZina voliga V C V je rozhodna pro = proti y, pokud
Q kazdy v € 1% preferuje x pred y

implikuje, ze z je preferované pred y v SCF.

D,(x,y) pokud v € V samotny je téméF rozhodny pro x proti y
D,(z,y) pokud v € V' samotny je rozhodny pro = proti y

D,(z,y) = Dy(z,y). )
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Klicové lemma

Lemma
Pokud existuje v € V, ktery je téméF rozhodny pro néjaké dvé
alternativy x,y pro funkci splnujici

© nerestringovana doména (vechny profily mozné),
@ slabé Pareto konzistentni (kazdy preferuje) a

@ IR (pokud relativni pofadi xy je stejné na celém profilu, pak i ve
vysledku),

potom v je diktator.

@ Vyuzivdme nerestringovandou doménu a prozkoumame nékolik
profild.

@ Znatime v € V' \ {v}.

o Ukazeme, jak rozhodovani pro dvojici rozsi¥it na trojici. Toto lze
dale trivialné rozsitit na celé C'.Ukazeme, jak rozhodovani pro

dvojici rozsitit na trojici. Toto Ize dale trivialné rozsitit na celé C'.
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@ Co se stane, kdyz
rT—=y—zovmax >y z ale
Ty —zumajiy>=ciy >z (tedyy =5 {z,2})

Nijak nespecifikujeme vztahy mezi z a z pro o! J

» podle v dostavime x = y
» ze slabé Pareto konzistence dostaneme, ze y > 2
» z tranzitivity pak = >~g z

» Tedy Dy(z,y) = Dy(z,2) = Dy(z, 2).
@ Co se stane, kdyz
Z2—r—yvmaz>=ax>y, ale
x4y ovmajiz-xiy>-zw
» ze slabé Pareto konzistence dostaneme, ze z =% =

» dale podle v: x =g ¥y
» z tranzitivity pak z > y

» Tedy D,(z,y) = Dy(z,y) = Dy(z,y).
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© Co se stane kdyz
y—r—zovmaz>=x>y, ale
Yy—ré—zomajiz=-xiy>=x
> YR I,E R 2=y =R 2 a Dy(x,2) = Dy(y,2) = Dy(y, 2).
@ Co se stane kdyz
y—2z—>rovmay>z>uz, ale
Yy z—xrovmajiz=xiz-x
»y%nz,z>7zx:y>7gmaDv(y,z):mﬁDv(y,x).
© Co se stane kdyz
Z—y—r vmaz>=y>x, ale
2=y ovmajiz=zciy-a
> 2R Y YR T =2 >g & a Dy(y,z) = Dy(z,2) = Dy(z,z).
© Co se stane kdyz
rT—z—=yvmax>z>y, ale
T4 z—yovmajiz=xiz=y
> TR 2,2-RY =T >Ry a Dy(x,2) = Dy(x,y) = Dylz,y).
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Ditkaz pouzitim lemmatu

@ Lemma v podstaté rika, ze aby véta neplatila, nesmime mit
zadné téméf rozhodné individuum (pro Zadnou dvojici
alternativ).

@ Ale néjaka rozhodna mnozina pro xy existuje.

» celé V je jisté rozhodné (slabé Pareto)
» poloZ V,, nejmensi témé&f rozhodnou mnozinu volicii pro =
pred y
» rozdél V na
* Wy =V \Vyy
* v € Vyy
* Wy =V \ {v}
e Zvaz profil
» v preferuje x pred y pred z
» wy € Wy preferuje z pred = pred y
» wy € Wy preferuje y pred z pred z
» Dostaneme, ze = =5 .
» Miize nyni nastat z »x y?
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Co bychom po dnesku méli znat

@ Dvé verze Arrowovy véty.
@ A hlavné jejich diikazy.
@ Ddikazi Arrowovych vét Ize najit nepfeberné mnozstvi

» Zkoumaji riizné Ghly pohledu
» Ukazuji rizné pfistupy a ,,zneuziti" kombinaci vlastnosti.

@ Mnoho podobnych vét — Impossibility Theorems.
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