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Volby

Definice

Volby jsou usporadana dvojice £ = (C, V), kde
e C je kone¢na mnozina kandidata (alternativ), |C| =m > 2 a
@ V je kone¢né a neprazdnd mnozina voli¢a (agenti), |V| = n.

Mnozinu vSech linearnich uspofadani na mnoziné C' znaéime L(C).
Profil preferenci & = (p,,,...,ps,) plné charakterizuje volby &.

Volby vitéze(d) Cilem je naleznout neprazdnou mnozinu vitéznych
alternativ W C C'. Idealné samo sebou |W| = 1.

Definice
Necht jsou (C, V') dany. Volebni pravidlo je funkce

f:L(O)Y —=29\0.
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Opakovani

Definice

Volebni pravidlo f je rezolutni, pokud pro kazdy preferencni profil
P e L(O) plati |f(2)| = 1.

Definice

Volebni pravidlo f je nevynucené (téz obcansky svrchované),
pokud pro kazdého kandidate ¢ € C' existuje néjaky preferencni profil
P € L(C)V takovy, ze c € f(L). V opatném pripadé hovofime o
vynuceném pravidle.

Definice

Volebni pravidlo f je odolné na strategii, pokud pro zadné
preferenéni profil & € L(C)V a Z4dného voli¢e v € V neexistuje &’
liSici se od &2 pouze v hlasu voli¢e v takovy, ze f(Z') =, f(Z).
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Strategické hlasovani

Rimsky senat
@ Budeme hlasovat pomoci Plurality na nasledujicim profilu:

102: a>=b>c 101: b>=a>c 100: ¢>=b>a

Jisté vyhraje alternativa a.
@ Co kdyby posledni skupina voli¢i radéji ,prohodila” b a ¢?

102: a>=b>c 101: b>=a>c 100: b=c>a

Pak vyhraje b (¢imz si tato skupinka polepsila).

Nejen oni ale, polepsilo si celkem 201 volica.

Jedna se o skupinovou manipulaci.
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Borda

@ Méjme nasledujici profil
2:a>=b>=c>d>e
3:d>=e>=b>c>a
2:e>c>a>=d>b

@ Borda skére jsou po fadé 12, 12, 13, 16, 17. Vyhraje tedy e.

@ Pro posledni dva volice se ale jedna o nejhorsi alternativu!

@ Co kdyz jeden z nich hlasuje radéji d = a > b > ¢ > €7
2:a>b>c>d>e
3:d>=e>=b>c>a
l: e=c>a>d>b
l:d>=a>b>c>e

@ Skére jsou 11, 12, 12, 18, 17. Vyhraje tedy d.

@ Dle skuteCnosti ale tento voli¢ preferuje d pred e!
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Gibbard & Satterthwaite véta
Véta
Pro |C] > 3 neexistuje zadny volebni systém zalozeny na
preferencich, ktery je zaroven:
© nediktatorsky,
@ rezolutni,
© obcansky svrchovany a
© odolny na strategii.

Definice

Bud f rezolutni pravidlo, (C, V') volby a x,y € C rizné alternativy.
Koalice volici X C V je blokujici pro y ve prospéch z, pokud

V& € L(C) : X preferuje z pfed y =y ¢ f(P).

Koalice je blokujici, pokud je blokujici pro vSechny dvojice.
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Pomocné lemma

Lemma

Necht (C, V) jsou volby. Necht dale je f volebni pravidlo, které je
rezolutni a odolné na strategii. Potom f je

@ monotdnni,

© nezavislé a

© pokud f je navic obCansky svrchované, potom je Pareto
konzistentni.

Definice

Volebni pravidlo f je nezavislé, pokud pro libovolné dva profily
P, P a alternativy x,y takové, ze N} = N7} kdyz nastane
x € f(P) azaroven y ¢ f(Z?), potom nutné y ¢ f(2').

o Ukazeme 1) a 2).
@ Vlastnost 3) ponechavame jako cviceni.
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Dikaz 1).

@ Sporem: Potom existuji riizné alternativy z,y a profily &2, &’
takové, ze (' vznikne z & zlepsenim pozice x v nékterych
hlasech)

» N2 C N7 pro viechna y € C'\ {z}
» N2 = NY, pro véechna y,z € C\ {z} a
» f(P) ={a} alex ¢ f().
o Necht tedy {z} = f(2).
@ Povsimnéme si, Ze se mezi & a &’ mohlo zménit hodné hlasi.
@ Podobné jako minule — ménime jeden po druhém a ¢ekame az
zména x — z nastane. Bino & a &' jsou primo tyto profily.
e Potom pro {v} = Nz N N, dostavame:
x>, 2z v muze v Z manipulovat na &.
2z =, x v muze v & manipulovat na &'

@ Zavérem: f je manipulovatelné. O
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Dilkaz 2).
@ Sporem: Necht tedy existuji profily &2, &' a rlizné alternativy
x,y takové, ze N = Nz, ale z € f(P) ay € f(Z).
@ Musi tedy existovat néjaky voli¢ v, pro kterého =,#>".
@ Opét bino & a &’ se lisi pouze ve v.
@ Opét rozebereme dvé moznosti:

x>,y v mize v manipulovat na .
Y =, v mize v & manipulovat na &’.

@ Zavérem: f je manipulovatelné.
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Lemma

Bud f rezolutni, obCansky svrchované pravidlo odolné na strategii a
(C, V') volby. Potom mnozina B vSech blokujicich koalic splniuje

Q VebB,
@ X € B pravé tehdy, kdyz (V' \ X) ¢ B
© pokud XY € B, potom také X NY € B.

Dikaz 1).
@ Pro alternativu = musi existovat profil &2, ze f(2?) = {z}.
o Z & vytvor &' tak, ze posunes x na prvni pozice.
e Tedy N7J, =V pro vSechna y € C'\ {z}.
e Potom f(Z') = {x} (odolny na strategii — jinak dam z ,zpét"
a ziskam lepsiho vitéze).
o Tedy V € B. O

v
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Ditkaz 2) =.

@ Prosporuvaz X a X =V \ X takové, ze X, X € B.

@ Uvazme profil &2 takovy, ze v kazdém hlasu je z,y na dvou
nejlepsich pozicich a navic X = N3/ a X = N

e Co ale zvoli f(£?)7 Specialné: miize zvolit = (nebo y)?

e Nemize, tedy zvoli néjaké z € C'\ {z,y}.

@ No ale to odporuje ob¢anské svrchovanosti (resp. Pareto
konzistenci)—spor. O

Ditkaz 2) <.

o Necht X ¢ B.

@ Potom existuje &2, 26 X C N/ a zéroveli f(2) = {y}.

e Vime, ze pro libovolny 7', kde N7/ = N5 mame f(2) = {y}.
e Potom ale N je blokujici pro x proti y.

@ Pak ale (obdobné jako u Arrow) C' € B. O
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Dikaz 3).

@ Pro spor uvaz XY € B takové, ze X NY ¢ B.
@ Dle predchoziho dostavame, 7e X NY € B.
@ Konstruujme profil & tak, ze
» VSechny hlasy maji jako 3 top varianty z,y, 2.
» Relativni usporadani téchto je nasledujici
XNY:xz>y>z Y\X:y=-z>2z

X\Y: z>-2>y XUY: z>-yrx

@ Dostavame

» X =(XNY)U(X\Y) je blokujici:  =x y a tedy y ¢ f(Z).

» Y =(XNY)U (Y \ X) je blokujici: y =y z a tedy z ¢ f(2).

» XNY =XUYU([Y\X)U(X\Y) je blokujici: 2 =5~ = a
tedy = ¢ f(2).

@ Ale tedy vyhraje alternativa, kterd je dominovana {z,y,z} a my
dostavame spor.

y
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Dikaz véty z Lemmatu
Lemma

Bud' f rezolutni, ob¢ansky svrchované pravidlo odolné na strategii a
(C, V) volby. Potom mnozina I3 viech blokujicich koalic spliiuje

Q Vesps,
@ X € B pravé tehdy, kdyz (V \ X) ¢ B
© pokud X,Y € B, potom také X NY € B.

Chceme (opét) ukazat, ze BB obsahuje singleton — jak?
Vezmi NB (tj. ,uzavér" B na konecné priniky).
Uzavér dle vlastnosti 3) nélezi do B.
Specialné tedy NB # ), protoze V € B a vlastnost 2).
UvaZme tedy, Ze v € NB a nasim cilem je ukazat, ze {v} = NB.
Necht tedy pro spor {v} ¢ B:
» Z vlastnosti 2) ale plati, ze {v} =V \ {v} € B.
» Potom ale nemiiZze nastat v € NB — spor.
@ Zavérem tedy {v} = NB. O
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Co bychom po dnesku méli znat

@ Motivace strategického hlasovani.
o Diikaz Gibbard & Satterthwaite véty.

@ Specialné formalizovani myslenky ultrafiltru.
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