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Volby jsou zdsadni sou¢dsti demokratickych spoleénosti jiz od antického Recka, v modernim pojeti
jisté minimdln€ od dob Velké francouzské revoluce a Deklarace nezavislosti. Pfesto se v riznych
Castech svéta pouzivaji vyrazné odlisné zplisoby volby, nékdy se dokonce volebni pravidla 1is{ i
v jednotlivych statech.

MozZna trochu piekvapivé se volbdm a volebnim systémiim s rozkvétem teorie her zacali ve
velké mife vénovat i matematici zabyvajici se timto oborem. Dovolte ndm tedy na dalSich strdnkéch
predstavit alespoii malou cast herni teorie, ktera se za konceptem voleb skryva. Za¢neme, jak jinak,
neZ motivacnim piikladem.

m Piiklad 1.1 Viclava, Josefina a Roman se rozhoduji, kam se vydaji na dne$ni obéd. Z ¢asovych
ddvodu pfipadaji v ivahu pouze tfi moznosti — menzu Studentsky diim, restauraci U Topoli a
nedalekou pizzerii.

Véclava by $la nejradéji do menzy, jelikoZ mé pfipravenou krabicku, do které by si nechala
pfipravit rovnou i vecefi. Do krabicky ji jidlo daji i U Topold, proto je to jeji druha volba. Na
pizzu moc nem4 chut’, jelikoZ se ji v pondéli prejedla.

Jeji kolegyné Josefina by Sla také nejradé€ji do menzy. Josefina je totiZ doktorandka, tedy
jeji volbu takto ke konci mésice nenf tfeba pfili§ vysvétlovat. Ze stejnych pohnutek preferuje i
pizzerii pred restauraci.

Roman to je naopak milovnik dobrého jidla, proto se snazi prosadit ndvstévu restaurace.
A jelikoz je toho nazoru, Ze vSechno je lepsi nezZ menza, je jeho druhou volbou pizzerie.

Jakym zptisobem maji kolegové zvolit misto obéda, pokud chtéji, aby byli s volbou vSichni
co nejspokojenéjsi? "

Nyni pojem volby prevedeme z prirozené intuice do formalniho jazyka matematiky. Nejdulezi-
t&jSimi pojmy pro nds budou nésledujici:

¢ Jako C budeme oznacovat kone¢nou mnozinu m > 2 kandiddtit nebo alternativ.

* Jako V budeme oznacovat neprazdnou a kone¢nou mnozinu n voliii.

Tyto mnoZiny zatim nenesou zZadnou informaci o pfedstavach volic¢l o vhodnosti kandidati.
Z toho divodu piedpokladame, Ze kazdy voli¢ v € V své preference vyjadiuje pomoci hlasu =,
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ktery je linedrnim usporddanim mnoziny C, tj. pro dva kandidaty x a y ma zapis x =, y vyznam
,,voli¢ v povazuje kandidéta x za alesponl tak dobrého, jako je kandidat y*“. UvaZujeme-li pouze
ostrd usporddani (bez rovnosti mezi kandidaty), pak budeme hlas znacit >-,. Jako - (C) oznac¢ime
mnozinu v§ech moznych hlasti nad mnozinou kandidati C.

Konkrétni hlasy vSech volicu tvoii tzv. profil preferenci, ktery budeme znacit vétSinou &. For-
malné, profil preferenci je uspofadana n-tice & = (=1,...,>,) a mnoZinu vSech profild preferenci
ozna¢ime .Z(C)". Pokud to nebude zptisobovat zmateni, bude &2 né€kdy fikat pouze profil. Nutno
podotknout, Ze V musi byt opravdu n-tice a nemuze se jednat o mnoZinu, jelikoZ dva rizn{ voli¢i
vi,v; € V mohou odevzdat shodné€ hlasy.

Jako pos (c,v) znacit pozici kandidata ¢ € C v hlasu »,€ Z. Dile, jako max, (C) (re-
spektive min,- (C)) ozna¢ime kandidédta na prvnim (respektive poslednim) misté v >-,. Plat{ tedy
pos »(maxs (C),v) =1 a pos 5 (miny, (C),v) = m. JestliZe je profil & z kontextu zfejmy, budeme
ho ze znaceni vynechévat a budeme pouzivat pouze pos(c,v).

Ziejmé neni tfeba prili§ upozoriiovat na to, Zze pozadavek na linedrni uspotfadani celé mnoziny
alternativ je z praktického hlediska pfemrs§tény. Sami si napiiklad miZete zkusit uspofadat strany
uchizeji se o hlasy voli¢t v poslednich parlamentnich volb4ch' dle vasich osobnich preferenci.
Pokud to samé zkusite provést o tyden pozd€ji, dopadne vysledek stejné?

Nynf jiZ mame veSkerou notaci potfebnou k tomu, abychom mohli formalné definovat klicovy
pojem celého kurzu, totiz volby samotné.

Definice 1.1 Instance voleb je usporddand trojice & = (C,V, Z?), kde C je mnozina kandidatd,
V je mnozina voli¢a a & je profil preferenci.

IA to ani nemluvime o tom, e systém voleb do parlamentu Ceské republiky je jesté o ndco sloZit&js, je totiZz moZné
navic vybirat preferované kandidaty, kterych mtiZe mit, dle kraje, strana na kandiddtn{ listin€ az 36.



Ustfedni otdzkou, kterd nds u vétSiny voleb zajima4, je, ktefi kandidati jsou jejich vitézi. V teorii
voleb se pak zabyvame ndvrhem mechanismd, jak takové vitéze najit. Tyto mechanismy vétSinou
nazyvame volebni pravidla. Formalné je volebni pravidlo definovdno nasledovné.

Definice 2.1 — Volebni pravidlo. Necht' C je mnozina kandidétti a V je mnoZina voli¢a.
Volebni pravidlo je funkce

f:2(C)Y =20\0.

Je patrné, Ze takto definované volebni pravidlo nemusi dat pouze jednoho vitéze. Vitézti mtize
byt libovolny pocet, tedy klidné i celd C. JestliZe takovy vysledek nastane, fekneme, Ze vitézni
kandidati pro profil remizuji. Na druhou stranu, pro kazdy profil preferenci musi volebni pravidlo
vrétit alesponi jednoho vitéze.

V nékterych pripadech nds nezajima pouze to, ktefi kandidati jsou pro ten ktery profil vitézi, ale
radi bychom znali kompletni pofadi kandidati vzhledem k profilu. Z toho divodu nékdy uvazujeme

vvvvvv

Definice 2.2 — Funkce spolecenské volby. Necht’ C je mnozina kandidéti a V je mnoZina
voli¢l. Funkce spoledenské volby je funkce

fie: Z(C) — 2(C).

Tedy funkce socidlni volby (angl. social-choice function) na zdkladé preferenci volicl vrati
néjaké linedrni usporddani mnoZiny kandidati. VS§imnéme si, Ze z kazdé funkce spolecenské volby
udélame snadno volebni pravidlo prostym vracenim W = {c¢ € C | rank(c, f;c(<?)) = 1} namisto
celého usporadani.

Pro jednoduchost uvazujme, Ze mnoZina kandidati C a mnozina voli¢a V jsou fixni. Kolik
existuje riiznych volebnich pravidle pro tyto fixni mnoZiny? Dvé& pravidla f a f’ povaZujeme za
rizné, pokud existuje alespoii jeden profil & takovy, ze f(Z) # f'(£?). Z toho piimo plyne,
%e pro kazdou dvojici (C,V) existuje (2" — 1)1 (©"I riznych pravidel. Pochopitelné ne viechna
pravidla davaji dobry smysl, proto na ndsledujicich strank4ch najdete piehled téch nejpouZzivanéjSich.
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Zaroven se pokusime definovat vlastnosti, které ,,pravidla ddvajici dobry smysl* formalizuji v feci
matematiky.

Diktatorstvi ve volebni teorii

Uvod do volebnich pravidel zaéneme vlastnosti, u které se téméf vsichni shodnou, Ze by ji Z4dné
pouzivané pravidlo nemélo mit. Tato vlastnost fikd, Ze cely vysledek voleb vZdy zéleZi pouze na
preferencich jednoho vybraného volice. Takovéhoto volice nékdy, ze zfejmych divodi, nazyvame
diktdtorem. Formalné tento axiom definujeme nédsledovné.

Axiom 1 — Diktdtorstvi. Volebni pravidlo f nazveme diktdtorské, pokud existuje voli¢ v € V
takovy, Ze pro kazdy profil preferenci & plati

f(Z)={ceC|rank(c,p,) = 1}.
Pokud pravidlo nenf diktatorské, pak ho nazveme nediktdtorské.

Definice diktatorstvi nas pfimo navadi na formulaci volebniho pravidla, které tuto vlastnost
zjevné spliiuje.
Pravidlo 1 — Dictatorship. Necht' (C,V) je instance voleb a v € V je néktery z volicu.
Volebni pravidlo Dictatorship vzhledem k voli¢i v, zna¢ime Dictatorship,, je pro kazdy
profil preferenci & definovano jako

Dictatorship, () = {c € C | rank(c, p,) = 1}.

Volebni pravidlo Dictatorship, tedy za vitéze vZdy voli ty kandidaty, ktefi se nachdzi na
prvnim misté v usporadani volice v.

PrestoZe je diktatorstvi, jak jiZ bylo feCeno, negativni vlastnost, kterou u naseho pravidla
nechceme, vySe definované pravidlo se v teorii voleb vynotuje opakované v riznych kontextech.

Nabizi se otdzka, zda existuje i néjaké dalsi, feknéme netrividlni, dikt4torské volebni pravidlo. V
nasledujicim Lemma dokdZeme, Ze tomu tak neni. Pfesnéji ukdZzeme, Ze kazdé diktatorské volebni
pravidlo je n&jaka varianta pravidla Dictatorship.

Lemma 2.1 Necht’ & = (C,V) je instance voleb. Pro kaZdého v € V je Dictatorship, jediné
volebni pravidlo diktdtorské vzhledem k volici v.

Diuikaz. Dvé volebni pravidla f a g jsou na & riznd, pokud existuje n&jaky profil preferenci &
takovy, ze f(Z) # g(Z?). Dictatorship, zjevné spliiuje axiom diktitorstvi vzhledem k v. Pro
spor predpokladejme, Ze existuje néjaké dalsi pravidlo f diktatorské vzhledem k v rizné od
Dictatorship,. Dle definice musi existovat profil preferenci &, pro ktery daji tato pravidla riizny
vysledek. JelikoZ je Dictatorship, diktatorské pravidlo, pak

Dictatorship,(#?) = {c € C | rank(c, p,) = 1} # f(2).

To je ale spor s tim, Ze f je diktdtorské. Tedy Zadné dalsi volebni pravidlo diktdtorské vzhledem k
voli¢i v nemiiZe existovat. u

Véta 2.1 v sobé nese néco pozitivniho — vyhneme-li se pfi volbé volebniho pravidla pro nase
volby néjaké varianté Dictatorship, bude nase volebni pravidlo jist¢ nediktatorské. Zaroven nam
véta fikd, Ze riznych diktatorskych pravidel je pouze velmi malo. Konkrétné tolik, kolik je volich
(porovnejte s celkovym mnozZstvim rdznych pravidel). Pfi nahodném vybéru pravidla z mnoZiny
vSech volebni pravidel tak s velkou pravdépodobnosti zvolime néjaké nediktatorské.
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2.2 Véfsinova volba
Definice 2.3 Top-skdre kandidata ¢ € C, znacime scoret(c), je definovano jako

scoret(¢) = |[{v € V | rank(c,p,) = 1}].

Pravidlo 2 — Absolutni vétsina. Necht' (C,V) je instance voleb. Volebni pravidlo Majority
je definovano jako

Majority(Z) ={c e C|scorer(c)> Y scorer(d)}.
deC\ic}

Jedna se o volebni pravidlo dle definice?

Definice 2.4 — Relativni vétsina. Necht' (C,V) je instance voleb. Volebni pravidlo Plurality
je definovéno jako

Plurality(Z?) = argmaxscoreT (c).
ceC

Plurality tedy vzdy voli za vitéze kandidaty s maximalnim skore.
n Priklad 2.1 Méjme C = {a,b,c} a mnoZinu voli¢i V = {vy,v2,v3} s nasledujicimi preferen-
cemi:

pyia=b>c Dwib>=c>a Dviib=c-a.

Plati, Ze scoret(a) = 1, scoret(b) = 2 a score(c) = 0. Plurality tedy za vitéze zvoli kandi-
dita b. n

2.3 Pozi¢ni pravidla

Volebni pravidla se vétSinou snazi néjak reflektovat ptani volicl. Zatimco Plurality maximalizuje
pocet volict, ktefi jsou s volbou velmi §t’astni, nasledujici pravidlo se spiSe snazi o volbu nejméné
neoblibenych kandidati — tedy udélat co nejméné volicii nest’ astnych.

Definice 2.5 Bottom-skore kandidata ¢ € C, zna¢ime score | (c), je definovano jako
score | (¢) = |{v € V | rank(c, py,) = |C|}|.
Pravidlo 3 — Veto. Necht’ (C,V) je instance voleb. Volebni pravidlo Veto je definovano jako
Veto(Z?) = argminscore, (c).
ceC
Veto tedy voli za vitéze kandidaty s nejmensim poctem vyskytd na poslednim misté v daném
profilu preferenci.
a Priklad 2.2 Méjme C = {a,b,c} a mnoZinu voli¢i V = {v;,v,,v3} s nasledujicimi preferen-
cemi:
pyia=c>b Dwib>=c>a Pviib=c~a.

Plati, Ze score | (a) =2, score, (b) = 1 a score | (¢) = 0. Volebni pravidlo Veto tedy za vitéze
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zvoli kandidata c. L]

Obe¢ doposud predstavena volebni pravidla maji néco spole¢ného, totiz zZe kandidati dostavaji
pomyslné ,.body* na zdkladé¢ toho, na jakém misté se nachdzeji v profilech preferenci jednotlivych
voli¢l. Takovou rodinu pravidel 1ze popsat trochu obecnéji.

Definice 2.6 Bud’ k € N néjaké kladné celé ¢islo. Pro kandidata ¢ € C definujeme jeho top-k-
skore jako

score<x(c) = [{v € V | rank(c, py) < k}|.

Pravidlo 4 — k-Approval. Necht' (C,V) jeinstance voleb a k € N. Volebni pravidlo k-Approval
je definovéno jako

k-Approval(Z?) = argmax score<(c).
ceC

= Piiklad 2.3 Mé&jme C = {a,b,c} a mnozinu voli¢i V = {v;,v,v3} s nésledujicimi preferen-
cemi:

pv:a=c>b Pv,:b=c~a Dv;: b =c=a.

Plati, Ze score<p(a) = 1, score<»(b) = 2 a score<(c) = 3. Volebni pravidlo 2-Approval tedy
za vitéze zvoli kandidata c. n

Je snadné nahlédnout, Ze P1lurality odpovid4 pravidlu 1-Approval, zatimco Veto je ekviva-
lentni pravidlu (m — 1)-Approval.
V zobecniovani miZeme jit jeste dal. VSimnéme si, Ze z pohledu k-Approval je sila hlasu volice
v € V pro kandidata ¢ € C stejnd bez ohledu na to, zda je jeho nejvice preferovanou alternativou,
nebo se v jeho hlasu nachazi az na pozici k. Jemnéjsi rozliSeni téchto pfipadii umoZziuje nasledujici
rodina volebnich pravidel.
Definice 2.7 Nerostouci posloupnost 5 = (si,...,s,) pro kterou plati, Ze s; > s, nazveme
skérovaci posloupnosti.
Pro kandidata ¢ € C pak definujeme jeho X-skére vzhledem k § jako

scorey(c) = Z Srank(c,py)
veV

Definice 2.8 — Pozicni skérovaci protokol. Necht' (C,V) je instance voleb a § = (s1,...,5»)
néjaka skérovaci posloupnost. Volebni pravidlo PSP vzhledem k § je definovano jako
PSPy(#) = argmax scores.(c).
ceC
Opét je snadné nahlédnout, Ze k-Approval je pouze specidlni piipad skérovaciho protokolu se
skérovacim vektorem sestdvajicim z k jednicek ndsledovanych m — k nulami.
Jak jiz bylo feceno, skérovaci protokoly, pifipadné skorovaci pravidla, tvoti celou rodinu

volebnich pravidel. Asi nejzndmé;jSim zastupcem této rodiny je volebni pravidlo Borda. Toto
pravidlo navrhl okolo roku 1781 francouzsky matematik Jean-Charles de Borda'.

Pravidlo 5 — Borda. Volebni pravidlo Borda je PSP se skérovaci posloupnosti

§s=(m—1,m—2,m—3,...,2,1,0).

1Jean-Charles de Borda (1733-1799) je znim zejména pro své studie v oblasti navigace, geodézie a balistice. Je také
jednim ze 72 védcu, jejichZ jméno miZeme najit zvécnéno na Eifellové véZi v Pafizi.



24

2.4 Pravidla zaloZzend na porovndavani kandiddatd %

Toto volebni pravidlo je vyuZivano napiiklad pro volby do dolni komory na Nauru, pfi prezi-
dentskych volb4ch na Karibati a v omezené mifte i pro volby ve Slovinsku a na Islandu. Krom cisté
politickych voleb vyuZivaji tento skérovaci protokol nékteré akademické instituce, projekt X.org
pro volbu do spravni rady a modifikované Borda se pouziva také pfi populdrni soutéZi Eurovision
Song Contest.

Zajimavé je, Ze skérovaci protokoly najdou vyuZiti nejen pfi klasickych volbach, ale také
napfiklad pfi sportovnich kldnich.

n Piiklad 2.4 Pii zdvodech Formule 1 se mezi 1éty 2010-2018¢ pouZival pro pfidéleni bodi za
jednotlivé zavody skérovaci vektor

W =(25,18,15,12,10,8,6,4,2,1,0,0,...,0,0).

Prevedeme-li Sampionét do feci voleb, tak alternativy jsou pochopitelné jednotlivi zdvodnici,
zatimco voli¢i jsou jednotlivé Velké ceny. Profily preferenci pak odpovidaji pozicim jezdct
v jednotlivych zdvodech. "

¢0d roku 2019 je jeste pridélovan jeden bod tomu zdvodnikovi, ktery zajel nejrychlejsi kolo.

Nyni se pojd’me kouknout na to, jaky vysledek daji jednotlivé skérovaci systémy pro jednodu-
chy priklad voleb.

n Piiklad 2.5 Tii kamaradi, Arnost, Bojana a Ctibora, se dohaduji, jak strdvi dnes$ni odpoledne.
Arnost by se jel nejradéji projet na kole, o néco méné nadseny by byl z ndv§tévy minigolfu a
moc se mu nechce jit opet plavat na mistni plovarnu.

Bojana byla na cyklovyleté vcera, proto by Sla nejradéji plavat. Pred vyjizd’kou na kole
preferuje i hrani minigolfu. Ctibora je tajné zamilovand do Arnosta a proto, aby se mu zalibila,
zopakuje jeho preference.

JestliZze by pro rozhodovéni o programu pouZzili volebni pravidlo Plurality, pak by zjevné
vyhréla vyjizd’ka na kole, jelikoZ vyhrava a dvou volicti, minigolf u jednoho a plavani dokonce
u zadného.

V piipad€ Veto by naopak vyhral minigolf, ktery dostane bod za kazdého volice, na druhém
misté bude kolo, a to i pres to, Ze ho preferuje majorita volicli, a plavani zlistane opét posledni.

Pfi vyuziti pravidla Borda d4d Arnost, stejné jako Ctibora, dva body vyjizd’ce na kole, jeden
bod minigolfu a Zddny bod navstévé plaveckého bazénu. Bojana ptidéli dva body minigolfu a
jeden bod plavani. Ve vysledku bude mit tedy kolo stejné bodi jako minigolf. "

Pravidla zaloZzend na porovndvani kandidati

N TS

Jednim z nejvyznamnéjsich konceptt v teorii volebnich systémi je pojem Condorcetovo kritérium,
za ktery vdé¢ime Nicolasi de Condorcemu?, francouzskému matematikovi, filosofovi a politikovi
aktivnimu predevsim béhem Velké francouzské revoluce.

Definice 2.9 — Condorcettv vitéz. Pro kazdé dvé alternativy c,d € C definujeme

(e, d)y={veVv:ic=,d}|—|{veV:d>=,c}|.

2Celym jménem Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, markyz de Condorcet (1743-1794). Béhem Velké francouzské
revoluce puisobil jako pfedseda Zdkonodarného shromédzdéni. Kromé jiného pracoval na ndvrhu dstavy, snazil se prosadit
rovnd prava zen a zdkaz otroctvi. Po ndsilném potlaceni skupiny demokratickych politikd, do které patfil, byl zatCen a
zemfiel za nejasnych okolnosti ve vézeni.
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Grafem majority je vdZeny orientovany graf (G, ®) s vrcholy tvofenymi alternativami z C.
Dvé alternativy c,d € C jsou v grafu spojeny hranou pravé tehdy kdyz u(c,d) > 0 s vdhou
W(c,d). Zdroj v grafu majority pak nazveme Condorcetovym vitézem.

Jak znamo, ne kazdy orientovany graf musi mit zdroj, tedy ani Condorcetiv vitéz nemusi
existovat.

m Piiklad 2.6 Sestavime-li graf majority pro situaci z piikladu 2.5, pak bude mit tvar

ze kterého je patrné, Ze vrchol K je zdroj a tedy i Condorcetiv vitéz. Pozménime-li priority
ndsledovné

A: kolo > golf > plavini
B: plavani > kolo > golf
C: golf > plavani > kolo,

graf majority bude mit tvar

V takovém grafu majority jiz zdroj nent, tedy ani Condorcetiiv vitéz neexistuje. "

Pro nas budou pochopitelné zajimavé systémy, které jsou s Condorcetovym kritériem kompati-
bilni, tedy takové, které v pripadé, Ze ve volbach Condorcetiv vitéz existuje, tohoto vzdy budou
obsahovat v mnoZiné vitézu.

Axiom 2 Konzistence s Condorcetovym vitézem Volebni pravidlo je konzistentni s Condorceto-
vym vitézem, pokud pro kazdy profil s neprazdnou mnoZinou Condorcetovych vitézi W* zvoli
za vitéze pravé W*

Pravidlo 6 — Copeland. Necht' (C,V) je instance voleb, D je odpovidajici graf majority a

z w2

o € [0, 1] je redlné ¢islo. Pro kazdého kandidata ¢ € C definujeme
SCOr€Goperana(€) = [{d € C | u(c,d) > O} + a-[{d € C| p(c,d) = 0}].
Volebni pravidlo o-Copeland je pak definovédno jako

-Copeland(J) = argmax scorec, et ang (€)-
ceC

Opét se nabizi hezka paralela se svétem sportu, tentokrat s hokejem ¢i fotbalem. Pokud sezonu
a zapasy prevedeme do feci voleb podobné jako v piikladu 2.4, miZzeme vitéze urCit pomoci
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COPELANDOVY METODY s parametrem o = 1/3.

Pravidlo 7 — Simpson. Necht’ (C,V) je instance voleb a D je odpovidajici graf majority. Pro
kazdého kandidata ¢ € C definujeme

SCOT€gimpson () = Min {(CI:I[}%IGlA o((c,d)), (fgrelA —o((d, c))} .

Volebni pravidlo Simpson (nékdy téZ MaxiMin) je pak definovédno jako

Simpson (&) = argmax scoresimpson(C).
ceC

Pravidlo 8 — Young. Necht' (C,V) jsou volby. Pro kazdého kandidéta ¢ € C definujeme
SCOTeyoung(¢) = min{|R| | R CV ac je Cond. vitéz v (C,V\R)}.

Volebni pravidlo Young je pak definovano jako
Young(%?) = arg Iglel(I:l SCOr€young (€)-

Dodgson?

Pravidlo 9 — Dodgson. Necht’ (C,V) jsou volby. Pro kazdého kandidéta ¢ € C definujeme
SCOT€podgson(€) jako minimdlni pocet prohozeni dvou sousednich kandidati ve voli¢skych
preferencich potiebnych k tomu, aby se ¢ stal Condorcetovym vitézem. Volebni pravidlo
Dodgson je pak definovéno jako

Dodgson(Z) = arg mig SCOreDodgson (C)-
ce

Kemeny*

Pravidio 10 — Kemeny (Kemeny1959). Necht' P,Q € .Z(C). Pro kazdé dva kandidaty c,d € C
definujeme jejich vzdalenost vzhledem k P a Q jako

0 pokudc>pd <= c>¢d,
distpo(c,d) — 2 pokudc>pdNd =gc,
’ 2 pokudd ~pcAcgpda
1 jinak.

Skére néjakého uspotradani P pak definujeme jako

SCOT€emeny (P) = Z Z distpp(c,d).
0€Z {cdte(f)

Findlné, volebni pravidlo Kemeny definujeme jako

Kemeny(#) ={c |30 € arg g%r(lc) SCOT€kemeny (P) : Tank(c,Q) = 1}.

3Charles Lutwidge Dodgson (1832—-1898) byl anglicky matematik a spisovatel. Zndmy je spis pod pseudonymem

4John George Kemeny (1926-1992) je americky matematik mad’arského ptivodu. Je zndm zejména jako spoluautor
programovaciho jazyka BASIC. Za svou kariéru uzce spolupracoval s velkym mnoZstvim svétovych védéckych kapacit,
mimo jiné A. Einsteinem, A. Churchem, J. von Neumannem ¢i R. Feynmanem.
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Kemeny je kvili zajimavym vlastnostem, i pfes znacnou vypocetni sloZitost, v praxi pouzivano
pomeérné casto.

Pravidlo 11 — Schulze. Necht c¢,d € C je dvojice vrcholti a P = {c = cy,¢2,...,c/ = d} je
néjaka c,d-cesta. Silu cesty P definujeme jako

strength(P) = _en[}i_nuﬂ(ci,ciﬂ) — u(cit1,¢i)-

Polozme P(c,d) = maxp strength(P). Volbeni pravidlo Schulze pak za vitéze voli kazdého
kandidata, pro kterého plati

P(c,d) > P(d,c) vd e C.

Zminované pravidlo Schulze je vyuZivédna pro vnitini volby mnoha organizacemi, mezi jinymi
napfiklad projekty Debian, Gentoo, Wikimedia Foundation nebo mnoZstvim Piratskych stran.

2.5 Vicefdzové systémy

V redlném svéte se Casto pouzivaji vicefdzové ¢i vicekolové volebni systémy. Vzpometime napiiklad
senatni Ci prezidentské volby v Ceské republice. Na podobné vydobytky mysli pochopitelné i bohata
teorie okolo volebnich systému, proto nyni piredstavime né€kolik takovych systémda.

Definice 2.10 Necht' &7 je profil preferenci a X C C je néjakd mnoZzina kandiddtu. Jako 2|y
oznacime profil (py, |y ,---, Pv,|y), ve kterém z kazdého hlasu p,, odstranime viechny kandidaty
c¢X. Py nazveme ziiZeni & na X.

Pravidlo 12 — PluralityR0. Volebni pravidlo PluralityRO definujeme pro kazdé (C,V) jako

Majority(<) kdyZz Majority(Z) # 0,

PluralityRO(Z) =
yRO(Z) {Plurality(@]Tz) jinak,

kde T2 C C je mnoZina dvou kandidati s nejvétsim score.

n Piiklad 2.7 M¢&jme nésledujici profil preferenci:
a-d=c>b c~d~b>a c~d>=b>a
b~d~c>a d-c-a>b a-c~b-d

V prvnim kole nema Zadny z kandidati absolutni vétSinu. Omezime se tady pouze na dva
kandidaty s nejvétsim scorer: a a c.
axdx=cr cd=b»a c—d>=b>a
—=d>=c>a —Cc>=a> a-c=b>d

V tomto profilu preferenci &|, vyhravé dle pravidla Plurality kandidét c. Tedy PluralityR0(&) =

{c}. .
Pravidlo 13 — STV. MnoZinu pfeZivsich v kole i € N definujeme jako

Si=Si_1 \argcerél\i&l scoret (¢, Z|s. ),
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pricemz Sy = C. Volebni pravidlo STV pak definujeme jako
STV(Z?) = Si-_1,
kde i* € N je prvni kolo takové, ze S;, = 0.
Pravidlo 14 — Bucklin. Mnozina vitézi W; pro kolo i € N je definovéana jako
W; ={c € C|score<;(c) > |n/2| +1}.
Volebni pravidlo Bucklin je pak definovano jako
Bucklin(Z) = W;,

kde i* € N je prvni kolo takové, ze W;- # 0.

2.6 Dalsi viastnosti volebnich pravidel

Asi Zadny poctivy obcan nebude protestovat proti tvrzeni, Ze idedlni volebni systém je takovy, ktery
co nejlépe odrazi minéni viech voli¢h. Tento vykiik pochopitelné neni matematickd véta’, kterou
bychom se mohli zabyvat, neni totiZ viibec jasné, co znamena ,,nejlépe odrazet* a dokonce ani
,,minéni voli¢u“.

Na dalsich fadcich se tedy budeme vénovat nékterym vlastnostem, které mohou jednotlivé
volebni systémy mit. Pozdéji si ukdZeme, které z té€chto vlastnosti jsou navzdjem kompatibilni.

2.6.1 Rovnost
Definice 2.11 Necht' C je mnoZina kandidatd a V je mnozina volicti. Volebni pravidlo f

nazveme diktdtorské, pokud existuje voli¢ v € V takovy, Ze pro kazdy profil preferenci & €
Z(C)" plati

f(2)= {rréftX(C)}-

Volice v nazveme diktdtorem. Jestlize takovy voli€ neexistuje, volebni pravidlo nazveme nedik-
tdtorské.

V diktatorskych pravidlech je tedy mnoZina voli¢t vZdy pln€ urena jednim jedinym kandiddtem
a na hlasech ostatnich volict tak viibec nezalezi. Ve slusnych spolecnostech vétSinou diktatorska
pravidla pouZivat nechceme.

V rovném pristupu ke kandidatim ale miiZzeme jit jesté dal, jak ukazuje nasledujici axiom.

Definice 2.12 Necht’ C je mnoZina kandidatd a V je mnoZina voli¢i. Volebni pravidlo f
nazveme anonymni, pokud pro kazdy profil preferenci &2 a kazdou permutaci w: V — V plati

f(‘@ = (tlvt%'“atn)) :f(<t7r(l)>t7r(2)77tﬂ:(n)))

Jinymi slovy, u anonymnich volebnich pravidel nezalezi na pojmenovani voli¢i. Na vlastnost
Ize také nahliZet tak, Ze vSichni volii jsou si rovni.

I Definice 2.13 Necht’ C je mnoZina kandidatd a V je mnozina volic¢t. Volebni pravidlo f

SNicméné i podobni tvrzeni mohou mit v matematice sviij vyznam, vzpomeiime napiiklad slavnou Church-Turingovu
tezi.
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nazveme neutrdlni, pokud pro kazdy profil preferenci & a kaZzdou permutaci ¢ : C — C plati

O(f(Z = (=1,72,-,70)) = F((=1),9(=2), -, 0(=n)))-

U neutralnich pravidel tedy nezdlezi na pojmenovani kandidatd. Takova pravidla tedy povazuji
vSechny kandidaty za rovnocenné.

2.6.2 Reakce na zvyseni podpory
Definice 2.14 Necht' C je mnoZina kandidatd a V je mnoZina volic¢l. Volebni pravidlo f
nazveme Pareto efektivni pravé tehdy, kdyz pro kazdé &2 € £ (C)" a pro kazdé x € C plati, Ze
pokud existuje y € C takové, Ze y >, x pro kazdého volice v € V, pak x & f(Z?).

Definice 2.15 Necht' C je mnoZina kandidatd a V je mnoZina volici. Volebni pravidlo f
nazveme jednomysiné, pokud pro kazdy profil & € Z(C)" takovy, Ze existuje x € C a pro
kazdého v € V je max, (C) =ux, plati f(Z?) =x.

Jednomyslna pravidla tedy v pfipad€, Ze vSichni voli¢i povaZuji n€jakého kandidata x za
nejlepsiho, zvoli tohoto kandidata x za jediného vitéze.
Definice 2.16 Necht' C je mnoZina kandidatd a V je mnoZina volic¢l. Volebni pravidlo f
nazveme monoténni, pokud pro kazdy profil & € £ (C)" a kazdého kandiddta x € C plati, ze
pokud x € f(Z?), pak pro kazdy profil &’ takovy, Ze néktefi voli¢i posunuli x smérem k top
alternativé, plati x € f(Z').

Monotonie tedy ik, Ze pokud je néjaky kandidat vitézem, mél by jim zistat i v pfipadé, Ze se
néjaky voli¢ rozhodne ho ohodnotit Iépe. Alternativn€ se na monotonni pravidla lze divat tak, Ze
zlepSenim pozice kandidata x v néjakych hlasech tohoto kandidita neposkodime.

Definice 2.17 Necht’ C je mnoZina kandidatd a V je mnoZina voli¢i. Volebni pravidlo f
nazveme positively responsive, pokud pro kazdého kandiddta ¢ € C plati, Ze jestlize ¢ € f(Z?),
pak f(2') = {x}, kde &’ je profil takovy, Ze

[{veVix=" v} >[{veVv]x= .

Intuitivné vlastnost fikd, Ze pokud je né&jaky kandidit x mezi vitézi, pak v kazdém profilu
takovém, Ze x se posune v usporadani néjakych voli¢h dopfedu, stane se x jedinym vitézem. jedna
se tedy o néco silnéjsi vlastnost, neZ je monotonie.

2.6.3 Rozhodnost
I Definice 2.18 Necht’ C je mnoZina kandidatd a V je mnozina volic¢t. Volebni pravidlo f

nazveme rezolutni, pokud pro kazdy profil & € Z(C)" existuje ¢ € C takovy, ze () = {x}.

Rezolutni pravidla tedy pro kazdy profil preferenci zvoli vZdy pouze jednu alternativu.

Definice 2.19 Necht' C je mnoZina kandidatd a V je mnozina volicti. Volebni pravidlo f
nazveme non-imposed, pokud pro kazdého kandidéta ¢ € C existuje néjaky profil & € Z(C)"
takovy, ze f(Z?) = {c}. V opatném piipadé nazveme pravidlo imposed.
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The absence of alternatives clears the mind
marvelously.

Henry Kissinger

Mayova véta

Véta 3.1 — Mayova véta (May1952). Pro volby se dvéma kandidéty a lichym poctem volica je
Plurality jediné volebni pravidlo, které je zaroven rezolutni, anonymni, neutralni a monoténni.

Diikaz. Dikaz implikace zleva doprava, tedy Ze Plurality opravdu spliuje vSechny uvedené
vlastnosti, nechdme do cvi€eni, vizte Cviceni 3.1.

V opacném sméru je tieba ukdzat, Ze pokud néjaké volebni pravidlo f spliluje uvedené vlastnosti,
pak je nutné Plurality. Dikaz provedeme sporem. Necht' se mnoZina kandidati C sklada z
kandidatt x a y a necht’ f je volebni pravidlo, které neni Plurality.

JelikozZ je f rGzné od Plurality, existuje alespori jeden profil preferenci, kde se vysledek f
a Plurality li§i. Ozna¢me tento profil &2. Vime, Ze jak f, tak Plurality jsou rezolutni, tedy
na tomto profilu & zvoli pravé jednoho kandidata. Bez ijmy na obecnosti, at’ Plurality zvol{
kandidéta x a f zvol{ kandidata y. ProtoZe Plurality zvolila pro profil & kandidata x, pak v &
existuje striktné vice hlasi ve tvaru x > y neZ y > x. Nyni vytvofime novou instanci voleb, kde
prohodime jména kandiddti. Ozname odpovidajici profil preferenci v pozménéné instanci &',
JelikoZ jsou f i Plurality neutrdlni, pak pro profil &2’ voli f kandiddta x a Plurality voli
kandidéta y. Navic, diky anonymité, miizeme z &’ pfejmenovanim voli¢l vytvofit novy profil &2”
takovy, kde co nejvice volicd, ktefi v & méli hlas x = y méli stejny hlas i v &?”, a identicky
i pro voli¢e s hlasem y >~ x v &. Nyni miZeme voli¢e rozdélit na tfi skupiny V.., V,, a Vi,
kde V; ; pfedstavuje mnozinu voli¢i s hlasem i = C\ {i} v 2 a j > C\ {j} v &". V§imnéme si,
ze V,x UV, , UV, , = V. Pak ale kazdy voliC ze skupiny V, ,, kterd nutn€ obsahuje alesponi jednoho
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voliCe, oproti profilu & pouze zlepsil pozici kandidata y, tedy dle monotonie by méla f pro
profil &” zvolit y, ale voli x, coZ je spor. Takové pravidlo f tedy nemiZe existovat. |

Cviceni
Cviceni 3.1 Dokazte, ze Plurality je pro instance voleb s lichym poc¢tem volic¢t a dvéma
kandidaty rezolutni, anonymni, neutrdlni a monoténni. Jinymi slovy, dokaZte vynechanou
implikaci z dikazu Véty 3.1.
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Arrow

Véta 4.1 — Arrow’s impossibility theorem, 1951. Necht' (C,V) jsou volby s |C| > 3 alter-
nativami a f je social-choice funkce zaloZzena na preferencich. Potom f nemuze byt zaroven
rezolutni, nediktdtorskd, Paretovsky konzistentni a nezdvislé na irelevantnich alternativéich.

Zde si predvedeme jednu z verzi zjednoduseného dikazu. Zvidavy ¢tendr, ktery by chtél vidét
vice jednoduchych dikazi, necht’ vyhleda (Geanakoplos2001).

Prvni ditkaz Véty 4.1. Diikaza predchozi véty existuje hned nékolik, my vyjdeme z vlastnosti
pfedepsanych Paretovskou konzistenci a nezavislosti na irelevantnich alternativach, a ukaZeme, Ze
takovy systém musi obsahovat diktatora. Nejdiive si ale zavedeme nasledujici pomocné lemma.

Lemma 4.2 Necht’ (C,V) jsou volby a |C| > 3. JestliZe existuje b € C takové, Ze pro kaZdy profil
v €V je b bud’ top alternativa, nebo je naopak posledni, potom je b top alternativa, respektive
posledni pro kaZdou social-choice funkci takovou, Ze je Paretovsky konzistentni a zdroveri nezdvisld
na irelevantnich alternativdch.

Diikaz Lemma 4.2. At je f social-choice funkce, kterd je zaroven Paretovsky konzistentni a ne-
zavisla na irelevantnich alternativach. Dale necht’ b € C je v kazdém profilu bud’ top alternativa,
piipadné posledni, a zaroven neni pravda, Ze je ve vysledku top alternativa, pfipadné Ze je posledni.
Tedy existuji a,c € C takové, Ze ve vysledku je a > b > ¢, kde > je dano vysledkem f na (C,V).

Vytvoime tedy profil &%,, ktery bude kopii pivodniho profilu s tou vyjimkou, Ze v profilu
preferenci kazdého voli¢e ddme c t&sné pied a. At =2 je ddna vysledkem f na 9%,. Dle paretovské
konzistence bude tedy ve vysledku jist& platit ¢ > a.

V &, je zéroven zachovdana relativni pozice mezia a b a b a c, tedy

a=*b>=2c,

Kenneth Joseph Arrow (1921-2017) byl americky matematik, ekonom, spisovatel a politicky teoretik. Mélokterého
posluchace naSich pfednaSek prekvapi, Ze je i drZitelem Nobelovy ceny za ekonomii. Tento velice slavny vysledek
publikoval v roce 1951 ve své disertacni praci.
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coz ale porusuje tranzitivitu, tedy jsme dosli ke sporu. |

Nyni vyuZijeme lemma 4.2 abychom ukazali, Ze v social-choice funkci s vlastnostmi dle véty 4.1
musi existovat diktétor.

Miizeme si v§imnout, Ze pokud vezmeme libovolnou social-choice funkci a pfiddme nového
kandidata b na zaCatek vSech profild preferenci, pak bude jisté na prvni pozici i ve vysledku.
A naopak, pokud b ptiddme na konec vSech profilti, pak bude i ve vysledku b posledni.

Vezméme tedy ddle néjaké volby (C,V) a pfidejme novou alternativu b na konec vSech profila
preferenci. Postupné pro volice vy, ..., v, presouvejme v profilech preferenci alternativu b na prvni
pozici. Potom jiste existuje né€jaky voli¢ v*, u kterého kdyz dojde k presunu, pak b poprvé stane na
prvni pozici.

MiZeme si ale v§imnout, Ze v takto ,,zamraZeném* profilu voli¢ v* diktuje pozici alternativy b.
Pro dokonceni dikazu ukdZeme, Ze v* diktuje nejen pozici alternativy b, ale je diktitorem pro celé
volby, tedy pozice libovolnych dvou alternativ a,c € C\ {b} dopadne dle preferenci volice v*.

Jako &7 predchozi profil, ve kterém ma v* alternativu b na prvni pozici, a &, takovou, kde
ma v* alternativu b zcela vespod svych preferenci.

Nyni vytvofme z profile &1 profil &, takovy, Ze v* pfesune a pred b a ostatni volii své
preference libovolné preskladaji. JelikoZ pouZité volebni pravidlo bylo nezavislé na irelevantnich
alternativach, musi jisté platit nasledujici. Ozna¢me >-“ vysledek pro profil Z,, pak je jisté a = b,
jelikoZ relativni pozice mezi a a b jsou stejné, jako v & .

Zaroven ale plati b >¢ ¢, jelikoZ relativni pozice jsou stejné, jako v &+. Dle tranzitivity je
a > c bez ohledu na to, jak ostatni voli¢i zptehézeli své preference. Jediny, na kom zaleZi, je tedy
v*. Tedy v kazdém na preferencich zaloZeném volebnim pravidlu, které je paretovsky konzistentn{
a nezévislé na irelevantnich alternativich existuje diktétor. |

Véta 4.3 — Gibbard, 1973, Satterthwaite, 1975. Necht’ V je mnoZzina voli¢d a C je mnoZina
kandidatti. Potom zadny volebni systém zaloZeny na preferencich nemiZze byt zaroven
i) nediktatorsky,
i) rezolutni,
iii) obcCansky svrchovany a
iv) odolny na strategii.

Dikaz bude probihat podobnym zpiisobem, jako tomu bylo u Arrowovy véty. Dokonce existuji
dikazy, které ukazou platnost obou vét naraz. Nejdiive prestavime né€kolik pomocnych tvrzeni,
které nasledné vyuzijeme v samotném dikazu.

Lemma 4.4 Necht'V je mnoZina volicii a C je mnoZina kandiddtii, &7 néjaky profil, f je volebni
systém s vlastnostmi podle véty 4.3 a a € C je vitéz téchto voleb. Vezméme ', kde &' vznikd 7 &
tak, Ze prdavé jeden volic v € V vylepsi pozici b € C jeho posunem v profilu preferenci. Potom bud’
f(C, vV, 2" =a, nebo f(C,V,Z') =b.

Diikaz. Pro spor uvazujme, Ze volby vyhraje néjaky kandidat ¢ € C takovy, Ze ¢ # a a ¢ # b. Pokud
by platilo ¢ >, a, potom na profilu & miZe voli¢ v manipulovat na &’ a tim si polepsi. My ale
predpoklddame, Ze volebni systém ma vlastnost iv), tedy takovd situace nemiiZe nastat.

Tedy musi platit a =, c. Potom ale na profilu &’ milize v manipulovat na &2 a polepsi si tim.
To je ale opét spor s tim, Ze je f odolnd na strategii, tedy ¢ nemtize byt vitéz. |

Profily v diikazu a jejich zndzoriovani
Podobné jako v diikazu predchoziho lemmatu budeme v ditkazu dalsich tvrzeni vyuZivat vlastnosti

Vv

odvozeny. Pro lepsi orientaci budeme profily znazortiovat pomoci diagramti tak, Ze v prvnim fadku
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tuéné zapiSeme Cislo voli¢e a pod nim pak zobrazime jeho profil, pricemz jeho nejlepsi volba je
v fadku pod nim (oddéleném Carou) a tak déle aZ k nejhorsi volbé v fadku poslednim. Uved’ me
nejpre jiZz znamé profily & a &, v této notaci opét pro kandidata b (volice v* nalezneme za
chvili).

1 Ve ve v 1 Ve vE v n
b b b ? ? b b 1 ? ?
pr= ? 2 7 9 ? P = :
oo : : : N ? ? 7 7 ?
2 ... 2 2 b ... b 2 ..« 2 b b - b
A jesté dva profily — jeden extrémné pozitivni %+ pro b a jeden extrémné negativni &,_ pro
b:
1 LA A n 1 LA A
b b b b b ? 292 9 ?
Py = ? ? ? ? ? Py =
: : : : : : : ? ? 7 ? ?
2 ... 2 2 92 .09 b - b b b - b

Nyni si opét povSimneme, Ze vlastnosti i)-iv) garantuji existenci volie v*, ktery je velice
dulezity pro kandidata b. Neni té7ké nahlédnout, Ze v profilu &, zvitézi kandidat b a v profilu &,
naopak kandidat b nenf vitézem. Tedy za¢neme-li s libovolnym profilem &%,_ a budeme-li postupné
ménit hlasy tak, Ze kandidata b posuneme na prvni pozici voliCe 1, poté voliCe 2 a tak ddle, pak
po kazdé zméné se bud’ viteZ nezméni nebo se jim stane b (Lemma 4.4). Oznacme v* toho volice,
ktery zménou svého hlasu zptlsobil, Ze b vyhraje. Stejné jako v ptipadé Arrowovy véty bude nasim
cilem ukazat, ze v* je diktdtor.

Lemma 4.5 Ar' P je profil vznikly z profilu 2+ libovolnou zménou pravé jednoho hlasu za v*.
Potom f(C,V, %) =b.

Diikaz. Oznacme v volice, ktery mén{ sviij hlas. Pokud by lemma neplatilo, pak by ¥ manipuloval
volby, nebot’ by zménou musel vyhrat kandidat, ktery je dle v lepsi nez b (vSak b je v &t jeho
nejhorsi alternativa). To by ale v mohl na profilu &7+ zmanipulovat na tento profil, coz je ale spor
S 1v). |

Lemma 4.6 Ar & Jje profil vznikly 7 profilu &P+ zménou prdvé jednoho hlasu pred v* takovou, Ze
b ziistane top volbou. Potom f(C,V, ) = b.

Diikaz. OznaCme v voliCe, ktery upravil svij hlas. JelikoZ v preferencich v je b na prvnim misté,
miZe si touto zménou v pouze pohorsit — tedy by z profilu & mél tendenci manipulovat na &+,
coZ je spor s vlastnosti iv). |

Plati tedy, Ze pokud je b na prvni pozici vSech voli¢a az do v* vCetné, potom jisté vyhraje b.
Nazvéme tuto vlastnost b-pozitivitou a ozna¢me ji b+-.
Lemma 4.7 AP P je profil vznikly z profilu 2, libovolnou zménou prdvé jednoho hlasu pred v*
potom f(C,V, ) #b.

Diikaz. Oznacme v volice, ktery zménil sviij hlas. Pokud by se po zméné hlasu b stal vitézem, pak
by mohl v manipulovat z & na &2, coz je ale spor s vlastnosti iv). |

lemma 4.8 A P Jje profil vznikly z profilu &2 zménou prdvé jednoho hlasu za v* takovou, Ze b
ziistane v profilu posledni volbou. Potom f(C,V, %) # b.
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Diikaz. Oznacme v voliCe, ktery zménil sviij hlas. Jestlize b po zmén¢ neni vitéz, lemma plati. At
se tedy b stane vitézem voleb. Potom ale bude mit v tendenci manipulovat do profilu &7, coZ je ale
spor s vlastnosti iv). |

Pokud je b naopak na nejhorsi pozici za v* vCetn€, potom b nikdy nevyhraje. Tuto vlastnost si
oznacime jako b— a nazyvame ji b-negativita.

Duikaz véty 4.3. Uvazme nejprve nasledujici profil:

* k k
1 Ve vE v
7k ? ?
??
P = :
? 2 2 9 ?
b

UkédzZeme, Ze v profilu & vyhraje alternativa k. Vime, Ze pokud by kandidat k byl nejlepsi
volbou pro vSechny volice, pak by k musel vyhrat. Zaméfme se tedy na lehce modifikovany profil.

1 Ve v v n

b b k k k

k k ? ? ?

D= ? 79 ?
9 9 ? ? ?

b b

Z b-negativity dostdvame, Ze v profilu P nemiize vyhrat b. Déle vime, Ze pokud v* posune b
na svou top pozici (tedy tu nejlepsi), pak se vitézem stane pravé b. Nyni z Lemmatu 4.4 dostdvame,
Ze k vyhrava v profilu &, nebot’ ten mizeme ziskat z profilu

1 Ve v v n

k k k k k

? 72 9 ?

9 ‘7 9 9
b b

postupnym posunem b smérem vzhtiru (vZdy po kazdé aplikaci posunu se vitéz bud’ neméni
nebo se jim stava b — to ale nastane aZ po zméné u v*). Mame tedy:

Pozorovani 1. f(C,V, %) =k.

Tvrzeni 1. Plati, Ze f(C,V, %) = k.

Diikaz. Uvazme pro spor, Ze f(C,V, &) = g pro n&jaké g € C\ {k}. Déle uvazme profil &, ktery
vznikne z &7 posunutim b vzhtiru v prferencich volic¢i 1 azZ v* (kde u posledniho pouze na druhou
pozici, jinak na top).
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*
*

1 veovE v n
b bk ? ?
? ? b ?
P2, = ? 79 ?
? ? ?
b

7 Lemma 4.4 vime, Ze v &2, mlize vyhrat bud’ b nebo g. My ale navic z b-negativity dostaneme,
ze f(C,V,2) =g.

No ale pokud bychom v &2, posunuli b na top pozici v hlasu v*, pak vime, Ze vyhraje b. To je
ale problém, protoZe v &7, miiZze v* takovouto manipulaci vylepsit vysledek voleb a tudiz ziskavime
spor s iv).

Pozorovani 2. Dostdvdime f(C,V, ) = b. <

Pojd’me nyni upravit profil Z:

 posuneme k na druhou pozici ve vSech hlasech pied v* a

* posuneme b na prvni pozici ve vSech hlasech za v*.
V takovém profilu jisté vyhraje b, nebot’ volici pred v* by mohli manipulovat volbu tak, Ze by se
radéji ,,vraceli* k profilu &7, a tim si polepsili. (A ostatni voli€i jen vylepsili pozici b.) Co jsme to
ale vytvofili za profil? Ziskali jsme profil P! Ale to je findlni spor s Pozorovanim 1 — tvrzeni je
tedy dokdzano. <

Tvrzeni o profilu & je sice p€kné, ale neni to piesné to, co my bychom chtéli. Pfipomenme si,
Ze nasim cilem je ukazat, Ze v* je diktator a tedy, Ze k je vitézem v profilu:

1 vi vt vy .- n

2 2k 2 ... 9
Py = 77

2 ... 92 ? 2 ... 9

Pfesto ndm bude tvrzeni zna¢n€ ndpomocné. Vime totiZ, Ze pokud nechame ,,spadnout* b ve
vSech hlasech v profilu &7, na posledni pozice, dostaneme profil Z, kde je vitézem k. Pivodni
profil pak ziskame tak, Ze budeme ,,vracet* b na jeho pivodni pozice (postupné potradé v hlasech
1,2,...). Lemma 4.4 ndm fik4, Ze po kazdé zméné je vitézem bud’ k a nebo b. Pokud bychom tedy
vratili b ve vSech hlasech a vitéz se nezménil, jsme hotovi.

Uvazme nasledujici profil &, (kde ¢ # b, c #kab #k).

*
1 LA A n
b b a a
? ? 7 7 ?
P =
2 ... 2 2 92 .9
C e C C C DAY C

A opét postupné posunujme ¢ na top pozici poporade v hlasech 1,2, - — takto objevime diktirora
pro ¢, kterého ozna¢ime w*. Vrat'me se ted’ ale na chvili k profilu &7, — tam ma w* néjakou
top volbu (bud’ a nebo b) a my navic z b-pozitivity vime, ze f(C,V, %) = b. Ddle aplikovanim
Tvrzeni 1 na profil &2, a voli¢e w* diktujiciho pozici alternativy c ziskdme, Ze musi platit, Ze
f(C,V,Z,) je top volba volie c. Ergo w* musi byt pfed v*.
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Na druhou stranu, pokud bychom ale ,,zacali dikaz znovu“, tentokrat pro w* a alternativu ¢ a
v zavéru (symetricky) na jejich misté pouzili b a v*, dostaneme, ze v* je pted w*. Tedy dohromady
ziskavame, ze v* je w*. A tudiz, v* je diktator nejen vzhledem k alternativé b, ale i pro c.

Vrat'me se nyni k profilu &%;. VySe jsem pozorovali, Ze v ném plati f(C,V, ) € {b,k} (tak, Ze
»propadneme a vracime* b). Stejnym argumentem, tentokrat ,,propadneme a vracime* ¢ dostdvame,
ze f(C,V,9) € {c,k}. JelikoZ ale mdame b # ¢, musi platit f(C,V, %) = k.

Piipad kdy k = b ponechdme laskavému ctendfi jako cviceni (neni tezké jej odvodit obdobnymi
argumenty). |



Doposud jsme piedstavili nékolik volebnich systémi volby vitéze, zkoumali jsme jejich vlastnosti
a nakonec jsme dokdzali nékolik vét o nemoznosti.

U voleb muzeme ale zkoumat i jiné vlastnosti. Napiiklad by nas mohlo zajimat, zda mtizeme,
pokud mame k dispozici nekompletni profil preferenci napiiklad ve tvaru

{a,c} = {d,b},

ovlivnit volice tak, aby se na$ vybrany kandidat stal vitézem. Tento pohled na volby nazyvame
hled4ni moZného vitéze.

Jindy nds mizZe zajimat, zda ve volbach existuje néjaky kandidat, ktery bude pro libovolné
rozsifeni nekompletniho profilu preferenci vzdy vitézem. V takovém pripade se zajimdme o nutného
vitéze.

My ovSem zlstaneme jesté u hledani vitéze a budeme studovat vypocetni sloZitost hledani
vitéze ve vybranych volebnich systémech. N&ktefi ¢tendfi mohli po zadvéru posledni predndsky
propadnout skepsi vici volbam. Proto BartholdiTT1989 prisli s ndpadem, zalozit bezpecnost
voleb, podobné jako v kryptografii, na pfilisné casové sloZitosti najiti manipulace.

Nyni tedy formdalnéji definujeme problém hledéani vitéze ve volbach a dale se budeme vénovat
vypocetni slozitosti tohoto systému pro rdzné systémy.

Definice 5.1 &-WINNER Vstupem problému £-WINNER je mnoZina kandidati C, mnoZina
volidi V a profil preferenci Z2. Ukolem pak je uréit mnozind W C C vitéz voleb pfi profilu
preferenci volicd &7 a za pouziti volebniho systému €.

Najit vitéze ve vétsin€ volebnich systémi, které jsme v minulych prednaskéch predstavili, 1ze
pomérné snadno v polynomidlnim case. SloZitost jsme konstatovali pouze v piipadé Dodgson,
Young a Kemeny. Na dal§ich strandch bychom radi ukdzali, jak t€Zké hledani vitézt v téchto
systémech ve skuteCnosti je.

Definice 5.2 At je .# orakulovy deterministicky Turingliv stroj s pfistupem k ordkulu pro
NP-uplny jazyk X, ktery v Case polynomidlnim s velikosti vstupu vytvoii sadu dotazi ¢y, ..., ¢;.
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Tyto dotazy jsou ndsledné preddny ¢ NP-ordkulim pro X, které paralelné spocitaji odpovéd’
ap,...,a; €{0,1} takové, Ze a; = 1 pravé tehdy kdyZ ¢; € X a stroj .# na zékladé této odpovédi
v polynomidlnim ¢ase problém rozhodne.

Ttidu problémi, pro které existuje Turinglv stroj dle definice vySe zna¢ime Pl'\"P a fikame,
7e se jednd o problémy feSitelné v polynomidlnim Case na deterministickém Turingové stroji
s paralelnim pristupem k NP-ordkulim.

Nynfi si definujeme dva problémy, které budeme déle pouZivat v téZkostni redukci, kterd ukaze,
Ze problém nalezeni vitéze v Young je tézky pro tiidu Ph'P, a dokonce je pro ni tplny (nalezeni v
této tfide je malé pozorovani).
Definice 5.3 Vstupem problému MAXIMUM SET PACKING COMPARE (MSPC) jsou dvé
kone¢né neprazdné mnoZiny By, B, a systémy neprazdnych podmnozin .%; C 28 kde i € {1,2}.
Otazkou je, zda plati, Ze k(1) > k(-#2), kde x(-#;) je maximélni velikost .7/ C .#; takové,
268, TS, S#T = SNT =0?

Na tomto misté pouze konstatujeme, Ze problém MAXIMUM SET PACKING COMPARE je
Pﬁ'P—ﬁpln}’/. My bude specialné vyuzivat toho, Ze je P"\"P—ﬁpln}’/ i ve chvili, kde x(.;) > ¢, kde
i € {1,2} ac € N je libovolnd konstanta.

Prvnim volebnim systémem, pro ktery byla ukazana jeho tplnost vzhledem ke tiidé Ph'P, byl
Dodgson. Neni bez zajimavosti, Ze se jednalo o prvni pfirozeny problém, ktery je pro tuto tfidu
uplny. Jak bylo feceno, my chceme ukézat, Ze Ph'P-ﬁplny je 1 Young, proto definujeme nasledujici
problém.

Definice 5.4 Vstupem problému YounG-RANKING je mnozina kandidatt C, mnoZina volict
V, profil preferenci Z a dvojice kandidati ¢,d € C. Ukolem je pak rozhodnout, zda plati, Ze
SCOT€young (C) = SCOTCyoung(d)?

Nez se pustime do samotného diikazu, poznamenejme, Ze se zda malicko odchylime od nasi
definice Youngova skére. My jsme definovali toto skdre jako nejmensi mozny pocet volicu, které je
tfeba z voleb odebrat, aby se dany kandidat stal (slabym) Condorcetovym vitézem.

Pro tcely dikazu je ale jednodussi definovat ,,doplitkové skére”, tedy maximdalni pocet volicd,
pro které je dany kandidat Condorcetovym vitézem. Vitézem je pak v takovémto systému pfirozené
ten kandidat, ktery takovéto skére maximalizuje. Neni t€Zké nahlédnout, Ze tyto definice jsou

ekvivalentni.

Véta 5.1 Problém Young-RANKING je PWP-aplny.

Diikaz. Pro kompletni dikaz je tieba ukazat, Ze YOunG-RANKING viibec do tiidy Pl'\“P patif a Ze se

na né&j redukuji vSechny ostatni problémy z této tridy.

Nejdiive ukazeme prvni &ast, totiZ Ze problém je opravdu v PNP. V jedné z minulych prednasek
jsme konstatovali, Ze najit skére kandidata v Young je v NP. My proto algoritmus pro vypocet
Youngova skoére vyuzijeme jako NP-ordkula. PoloZené dotazy pak budou mit podobu

(C,V, P k,c)
prokazdé k € {1,...,|V|} a
(C,V,Z k,d)

opét pro kazdé k z mnozina {1, ..., |V|}. JelikoZ vygenerovéni dotazii a vypocCet vitéze jisté stihneme

v polynomidlnim Case, pak dostdvdme, Ze YOUNG-RANKING je ve tfidé Pﬁlp.
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Déle musime dokézat, Ze YOUNG-RANKING je P"\I'P-téik}’/. To ukazeme redukci z problému
MAXIMUM SET PACKING COMPARE. Bud’ (By,B,,.%1,.%>) instance problému MSPC. Oznalme
prvky mnoZin B; a B, nisledovné

Bi={xi,....xm}  Ba={y1,....0},

kde m, n tentokrat nepiedstavuji pocet kandidatd a voli¢t, ale opravdu velikosti mnoZin B; a B;.
Dile definujme mnozinu kandidati C jako

C=BUByU{a,b,c,d},

a zafixujeme poradi kandidatu. MnoZinu volica V lze rozdélit na Sest skupin podle podoby profilu
preferenci nasledovné

(WDVEe.S1"E>=a>=c>E =B, >b>d,

2) c=By~a=By~b>d,

3) |A|—1:By=c=a>By=bd,

4 VFe S F-b=d~F =B =a>c,

S)d=By=b>=B|>a>c,

(6) |5ﬂ2|*1232>-d>-b>-31 =a>c
Dohromady tedy plati |[V| =2 .| +2-|.%|.

Nez se vice ponoiime do vlastniho diikazu, v§imneme si, Ze vySe uvedené hlasy jsou symetrické
vzhledem k (a,c) a (b,d) — tedy prohozenim a a ¢ za b a d vznikne ,,negovand instance* (tedy se
jedna o yes-instanci pravé tehdy, kdyZ ptvodni instance byla no-instance).V nésledujici diskusi
i zbytku dikazy se budeme proto zabyvat pouze tim, jaké skére ma kandidat ¢ (pro d je zjevné
argument obdobny).

Déle si vSimneme, Ze hlas (2) je pro kandidata c ten nejleps$i moZny a Ze hlasy (4)—(6) nikdy
nebudeme do danych voleb (kde méa ¢ byt Condorcetovym vitézem) uvazovat, nebot’ v nich je ¢
posledni.

Jaky je ale vyznam kandidata a? VSimneme si, Ze ve hlasech ze skupiny (1) vzdy a porazi ¢ —
tedy za kazdého takovéhoto volice ve volbéch je tfeba ,,vyvazit“ néjakym voliC¢em ze skupin (2)
nebo (3).

Protoze ale mdme jen jednoho volice (2), budeme pouzivat celkem dost voli¢t ze skupiny (3),
ti ale upfednostiiuji kandidaty z mnoziny B;. Celkové tedy vidime, Ze ve vzniklé konstrukci jdou
tyto dva nase zdméry ,,proti sobé*.

Pojd’me nyni formalizovat tyto neformalné uvedené myslenky skryvajici se za dikazem.

Lemma 5.2 scoreyoung(c) > 2- k(7).

Diikaz. Jisté se ndm vyplati pouZit volice ze skupiny (2). Zdroveii vime, Ze existuje n&jaké ./ C .7/
takové, ze .| je svédek k(.71). Pokud si za kazdé E € .7 vezmeme jeden hlas ze skupiny (1),
pak plati, Ze Vx € B} je maximalné jednou x g ¢ a alespon (k(S;) — 1)-krat ¢ > x. Toto Ize tedy
doplnit pomoci k(.#]) — 1 voli¢t ze skupiny (3). Neni t€zké ovéfit, Ze v takto zkonstruovanych
volbach zizenych vzdy na dva kandidaty je vysledek mezi c a

* kandidatem a nerozhodny,

¢ libovolnym kandiddtem v mnoZin€ Ugc oS nerozhodny a

* libovolnym jinym kandiddtem ve prospéch c.
Tedy c je slabym Condorcetovym vitézem a lemma je dokdzano. |

Lemma 5.3 Bud’ 3 < A < || aVy CV libovolnd podmnoZina volicii takovd, Ze
a) V), obsahuje prdavé A hlasii ze skupin (2) a (3).
b) c je slaby Condorcetiiv vitéz ve volbdch (C,V),) s profilem preferenci 2.
Potom V) nutné
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i) obsahuje prdvé A hlasii ze skupiny (1) takovych, Ze reprezentuji disjunktni mnoZiny, a
ii) neobsahuje Zddné dalsi hlasy, tedy |V | = 2A.

Diikaz. Vezméme libovolné ale pevné A a V) spliiujici pfedpoklady tvrzeni. Vime, Ze hlas ze
skupiny (2) existuje pravé jeden, tedy je alespont A — 1 hlast typu (3). Pro kazdé x € B, pak plati,
7e pordZi ¢ v alespoit A — 1 hlasech. My ale vime, Ze A je alespori 3, tedy pocet pouZitych hlasi ze
skupiny (3) bude jisté vétsi, nez 1. Aby c bylo vitézem, musi nutné V) obsahovat hlas ze skupiny
(1) za néjakou E € .#] takovou, Ze x ¢ E.

Déle vime, Ze existuje y € E, ktery pordzi c¢ v alesponi A hlasech — to proto, Ze jej poraziv
A — 1 hlasech skupiny (3) a ve hlasu E (zdiraznéme, Ze E byla neprdzdnd). Proto potiebujeme vzit
dalsich A — 1 hlast z (1) takovych, Ze y neni v jejich mnoziné E. Tedy ze skupiny (1) bereme pravé
A hlasg, pii vétsim poctu by totiz zvitézil kandidét a. Ze skupin (4), (5) a (6) nevezmeme zidny
hlas, jinak by ¢ nutn€ prohrélo s kandiddtem a.

Pokud by zadany systém nebyl disjunktni, pak by existovalo néjaké z takové, ze z € E1 Az € E,
které by ¢ porazilo v A + 1 hlasech, coz je ale spor s tim, Ze ¢ je Condorcetiv vitéz. |

Ze symetrie voleb vime, Ze Lemma 5.3 plati i pro kandidaty b, d a zaroven, v kombinaci s
Lemmatem 5.2, plati

24 =2k(SA) a 24 =2k(5),
tudiz
SCOI€young (€) > SCOreyoung(d) <= k(1) > K(S2).

Tedy jsme ukazali polynomidlni redukci libovolné instance MSPC na ekvivalentni instance
YOUNG-RANKING, tedy YOUNG-RANKING je P"\"P—ﬁplny. [ |

Poznamenejme, Ze v celém dlikazu jsme pracovali s Yougovym skoére definovanym tak, Ze se
dany kandidat ma stat slabym Condorcetovym vitézem. Pokud bychom se rozhodli pro definici se
silnym Condorcetovym vitézem (kdy dany kandid4t mus{ ostfe pordZet vSechny ostatni v ,,mensich*
volbéch), pak bude diikaz Gplnosti pro tiidu P"\"P obdobny.

Postaci pouze upravit dikaz tak, Ze priddme jesté jednoho volice ve skuping (2) a jednoho ve
skupiné (5).

Nasim cilem ale od zacatku bylo nikoliv dokdzat sloZitost problému YounG-RANKING, ale
slozitost nalezenf{ vitéze v Young. Tedy se nyni vrat' me k problému Young- WINNER.

Neni téZké nahlédnout, Ze Youngova vitéze nalezneme snadno vyzkouSenim vSech dvojic
kandidati v YounG-RANKING, coZ dokazuje i P"T'P—ﬁplnost problému YounGg-WINNER.

Velice podobny dtikaz 1ze pouZit pro tézkost vitéze pro Dodgson. Abychom byli pfesnéjsi, tak
jeho schéma je stejné, 1isi se pouze konstrukce hlasi.

Pfedchozi tvrzeni nechdvdme Ctendfi za méné ¢i vice ndroénd doméci cviceni.



a Piiklad 6.1 Spolubydlicim se po dlouhé dobé podafilo usetfit jeden vecer na spoledny veler
s deskovymi hrami. K dispozici maji tfi rizné hry — Bang!, Monopoly a Carcassonne. Nyn{ se
musi rozhodnout, se kterou hrou stravi vecer. Profil preferenci jednotlivych hra¢t ma nasledujici
podobu:

Honza: Bang! > Monopoly > Carcassone
Lucie: Carcassone > Bang! >~ Monopoly
Veronika: Monopoly > Carcassone > Bang!

Jelikoz se Honza v neddavné dobé trochu seznamil s teorii voleb, ihned mu bylo jasné, Ze
takovy profil preferenci obsahuje Condorcettiv cyklus, tedy neexistuje Zadné rozumné vychodisko
z celé situace.

V takové nest astné situaci kamaradiim nezbyvalo nic jiného, nez si jit kazdy sam Cist knihu.
JelikoZ je venku pocasi, Ze by psa nevyhnal, shodli se bez dlouhé debaty na zapnuti topeni.
Nyni se ov§em musi dohodnout na teploté, kterou na topeni nastavi, pfiCemz preference jsou
nasledujici

H =17°C,L =19°C,V =21°C.

Pro takto nastavené preference je ihned vidét, Ze topeni bude nakonec nastaveno na 19 °C.
Honza bude tuto teplotu jisté preferovat pfed jednadvaceti stupni, Veronika naopak. Pro Lucii je
to top volba, ta bude tedy viibec nejspokojenéjsi. "

Ptedchozi priklad slouZil jako ilustrace toho, Ze pokud maji profily preferenci konkrétni podobu,
tedy v naSem piipadé je preference dana vzdalenosti od né¢jakého zvoleného bodu na ose, nemusi byt
vSechno tak, jak jsme zvykli z klasickych voleb. Pojd’me se nyni na jedno z takovych strukturdlnich
omezeni kouknout zblizka.
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Definice 6.1 Mé&jme mnozinu kandidatd C, mnoZinu volici V a profil preferenci &2. &
nazveme single-peaked profilem, jestliZe existuje linedrni uspofddéani < na C takové, Ze pro
kazdého volice v € V je kazdy prefix hlasu v intervalem pro <.

Véta 6.1 V single-peaked profilu & vzdy existuje slaby Condorcetiv vitéz.

Diikaz. Bud’ < linedrn{ uspofadani na mnoZziné kandidatti odpovidajici definici 6.1 a T = (Vv € V: top(v))
kolekce! top voleb vsech volici.
Nyni prvky T sefad’'me dle <1 a vezmeme medidn. Potom je tento kandidat, ozna¢me ho c, jisté
slaby Condorcetiv vitéz. Uvazme nésledujici osu kandidatd nachazejicich se v T' sefazenych dle <,
kde d a d’ jsou dva libovolni kandidati riizni od c.

d ¢ d

t t t

U osy snadno nahlédneme, Ze existuje alespori [V | /2 voli¢u, ktefi preferuji ¢ pred d’. A obrécené,
také existuje alesponi |V |/2 volicu, ktefi preferuji ¢ pred d. Tedy c je Condorcetiv vitéz. [

Pokud bychom méli navic zaruceno, Ze pocet voli¢u je lichy, tak v single-peak profilech bude
vzdy zvolen dokonce silny Condorcetiiv vitéz.
Predstavené single-peak profily jsou dokonce, jak ukazuje ndsledujici véta, jeste zajimavé;jsi.

Véta 6.2 Silny Condorcetlv vitéz neni na single-peaked profilech manipulovatelny.

Diikaz.

Lemma 6.3 Mé&jme omezeni profilu preferenci & garantujici existenci Condorcetova vitéze. Potom
je Condorcetitv vitéz odolny na strategii, a to dokonce i pro skupinu volicii.

Duikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje profil &2, pro ktery existuje podmnozma volici T CV
a profil P lisici se od P pouze na skupiné T takovy, Ze nastane v & nastane manipulace ve
prospéch 7.

Dale ozna¢me a Condorcetova vitéze pro ptivodni profil &2 a b vitéze pro zménény profil P.
JelikoZ nastala manipulace, tak b >_vgz a pro kazdé v € T. Volic¢i z T ale nemohli porazit a, jelikoZ
nemohou b ve svych profilech posunout nahoru.

Tedy jsme dosli ke sporu, b v profilu 2 nemiize vyhrat, jelikoZ ho vZdy porazi kandidita. W

Dokéazané lemma ukazuje dokonce silnéjsi tvrzeni o profilech garantujicich existenci Condorce-
tova vitéze, véta z néj tedy primo plyne. |

Krom toho, Ze single-peak profily nejsou manipulovatelné, je pro né¢ dokonce vypocetne snadné
najit vitéze i ve volebnich systémech, které jsou povéstné svou sloZitosti.

Tvrzeni 2. Problém nalezeni vitéze je pro Dodgson a Young na single-peak profilech rozhodnutelny
v polynomidlnim case.

Pokud existuje Condorcettiv vitéz, pak ho oba uvedené systémy zvoli, jizZ v minulych predn4s-
kach jsem si fekli, Ze jsou kompatibilni s Condorceho vitézem. Napiiklad Kemeny ale Condorcet-
kompatibilni neni, tedy pro néj tvrzeni platit nebude.

Zda se tedy, ze pokud bychom dokézali snadno zajistit, Ze profily voli¢i budou vzdy single-
peaked, bylo by moZné mit volby nejen nemanipulovatelné, ale dokonce bychom méli byt schopni
najit vitéze poméerné snadno.

1Jedni se kolekci, tedy se v T miZe obecné kazdy kandidat nachazet vicekrat.
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Pfirozend otdzka, kterd jisté Ctendre napadla, tedy je, zda lze single-peek profily rozpoznévat
v polynomidlnim Case, na coZ se pokusime odpovédét v dalSich ¢astech prfedndsky. Nejdiive si
definujme nasledujici pomocny problém.

Definice 6.2 Vstupem problému CONSECUTIVE ONES je matice A € {0, 1} Ukolem
je rozhodnout, zda existuje permutace sloupcii A tak, Ze kazdy fadek ma tvar 0°1/0%, kde
i+j+k=Nai,jk>0.

Nyni libovolné volby s profilem preferenci & zakédujeme do instance CONSECUTIVE ONES.
Rozméry matice nastavime na M = n-m a N = m. Pro kazdého voli¢e vytvofime vektor velikost
|C|, ve kterém kazdému kandidatovi ¢ € C pfifadime jeho rank(c) na hodnotu z intervalu [0, |C| — 1]
tak, aby platilo, Ze pokud ¢ - d, pak rank(c) > rank(d).

Preference jednoho voli¢e tak zakédujeme do matice |C| x |C|, kde kazdy sloupec j bude
obsahovat |C| — rank(c;) nul nasledovanych rank(c;) jednickami. Matici A nyni vytvoiime z indi-
vidudlnich matic jednotlivych volicd.

Pokud pro takovou matici existuje feSeni problému CONSECUTIVE ONES, pak je dany profil &2
single-peek. Staci tedy zodpovédét otazku, jak téZké je rozhodnout problém CONSECUTIVE ONES.

Fakt 1 (BOOTH1976335). Problém CONSECUTIVE ONES lze vyresit v polynomidlnim case.

Tedy i ovéfeni, zda je néjaky profil single-peek, 1ze provést v polynomidlnim Case, jelikoz
vytvofeni vstupni instance pro problém CONSECUTIVE ONES jisté zvlddneme v polynomidlni Case.

Krom predstavenych single-peek profilt existuji i dalsi velice zajimava omezeni profili prefe-
renci. Za vSechny uved me napriiklad tzv. single-crossed profily, které jsou do jisté miry zobecnénim
single-peek profili.
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