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Uvod

Zatim jsme pouzivali jako zfejmy fakt to, Ze odvozovaci pravidla jsou mechanické
manipulace, které transformuji formule, tedy fetézce symboli. V dalsim vykladu
budeme syntaktickému aspektu odvozovani vénovat vétsi pozornost. Zacneme
jednoduchym prikladem jednoduché teorie.

Priklad Teorie grup je teorie s jazykem {e, -} a tfemi axiomy

- (y-z)=(x-y) -z c-r=e=x-¢ Vady (y -2 =€)

Kdybychom postupné sestrojovali viechny dikazy z této mnoziny axiomt, a k
nim posloupnost dokazanych formuli, takova posloupnost by obsahovala vsechny
véty teorie grup. Mohli bychom postupovat naptiklad tak, ze bychom nejprve
sestrojili vSechny dukazy délky jedna v néjakém poradi, potom vsechny dika-
zy, které jsou posloupnosti dvou formuli atd. Posledni formuli kazdého dukazu
bychom zaradili na konec dosud sestrojené posloupnosti vét. Takové metodé se-
strojovani se tika vycerpavajici (exhaustivni). Jejim vysledkem by patrné byla
redundantni posloupnost formuli, kterd by obsahovala radu trivialnich vét a ve
které by se dokazané formule mohly opakovat. Pfi disledném dodrzeni exhaustiv-
niho postupu by vsak bylo zaruceno, ze kazda véta teorie grup by byla v nékterém
kroku sestrojena.

Takovy postup by mohl jen tézko zaujmout algebraika, ktery pracuje v teorii
grup. Jeho zajima zda néjaka zcela urcita formule je ¢i neni vétou teorie grup.
Jako odpovéd na svou otazku ceka dukaz dané formule nebo protiptiklad. Protoze
exhaustivni metoda dava v kazdém kroku jen kone¢né mnoho vét teorie grup,
pomuze jen v tom pripadé, ze dana formule jiz byla dokazana. V pripadé, ze
dana formule neni vétou nemuzeme to exhaustivnim postupem v koneéném case
zjistit.

1 Rozhodnutelnost a enumerovatelnost

Nas priklad ukazal dva dulezité pojmy, které jsou motivovany dvéma odlisnymi
ukoly. Je-li T' néjaka teorie, jde o to

o efektivnim postupem generovat vsechny véty teorie T
e pro libovolnou formuli efektivné rozhodnout zda je ¢i neni vétou T’

kde efektivnost znamena, ze existuje algoritmicka procedura, ktera tikol fesi.

1.1 Definice Necht F je mnoZina formuli néjakého jazyka L, necht T' je teorie
s jazykem L.



(i) Rikame, ze F je enumerovatelnd, existuje-li algoritmicka procedura, které
generuje vsechny prvky mnoziny F.

(ii) Rikdme, ze teorie T je rozhodnutelnd, jestlize existuje algoritmus, ktery
pro libovolnou formuli A jazyka L dovoluje rozhodnout zda A je ¢ neni vétou
teorie T'. V opacném pripadé tikame, ze T' je nerozhodnutelnd. a

1.2 Ukazali jsme, ze enumerovatelnost mnoziny vsech vét nemusi zarucovat
rozhodnutelnost teorie. Naopak neni tézké ukazat, ze rozhodnutelnost teorie za-
rucuje enumerovatelnost mnoziny vsech jejich vét. Je-li T' teorie s jazykem L
a je-li P algoritmicka procedura, ktera rozhoduje of vétach teorie T, staci ge-
nerovat vSechny formule jazyka L podle néjakého usporadani a do enumerujici
posloupnosti zaradit jen ty formule, které procedura P oznaci jako véty.

Tak jako v predchozich odstavcich bude pojem algoritmické procedury hrat
svou roli i v dalsim vykladu spolu s dalsimi pojmy teorie vycislitelnosti, které se
také fika teorie rekursivnich funkci nebo teorie rekurse.

2 Rekursivni funkce

Rekursivni funkce jsou specifickym vyjadfenim pojmu algoritmické procedury.
V dalsim vykladu pouzijeme tridy castecnych rekursivnich funkei na mnoziné
prirozenych ¢isel. Mame pro to dva duvody: je to nejcastéji pouzivana formalizace
vycislitelnosti a trida ¢astecnych rekursivnich funkci ma bezprostiedni vztah k
jazyku aritmetiky.

Je vsak znamo, Ze tridu ¢astecnych rekursivnich funkci lze definovat na mno-
ziné slov kazdé konecné abecedy, popripadé i na dal$ich oborech.

2.1 Totalni a caste¢né funkce v oboru prirozenych cisel V dalsim
budeme mnozinu prirozenych ¢isel oznacovat pismenem N . Pripomenme, Ze pro
kazdé prirozené n

f: N* = N
oznacuje funkci definovanou na mnoziné N7 vsech usporadanych n-tic priro-

zenych ¢isel, s hodnotami v mnoziné pfirozenych ¢isel N. Takovym zobrazenim
fikame totalni funkce.

Teorie vydislitenosti pracuje také s ¢asteé¢nymi funkcemi n-proménnych na
mnoziné N . Funkce f je cCastecna, je-li definovana na néjaké podmnoziné
dom(f) C N™ a jejim oborem hodnot je néjakd podmnozina rng(f) C N.

2.2 Céasteéné rekursivni funkce Pro tiidu R viech ¢asteénych rekursiv-
nich funkci je znama rada ekvivalentnich definic.

R je trida



funkei vy¢islitelnych Turingovym strojem

funkei vycislitelnych URM-strojem

A-definovatelnych funkci v lambda kalkulu

nejmensi trida, kterd obsahuje jisté zakladni funkce a je uzaviena na jisté
operace

Pro Gcely tohoto vykladu neni tfeba rozvadét zadnou z téchto definic. Postaci,
kdyz zavedeme obvyklou terminologii a na vhodnych mistech pfijmeme jako fakt
néktera tvrzeni rekursivnich funkeich.

2.3 Definice (i) Je-li funkce f € R totalni, fikdme, Ze f je rekursivni
funkce.

(ii) Rikame, ze mnoZina A C N™ je rekursivni, je-1i jeji charakteristicka funkce
rekursivni.

(iii) Rikame, Ze mnoZina A C N" je rekursivné spoletnd, je-li definiénim
oborem néjaké castecné rekursivni funkce. a

Termin rekursivné spocetna mnozina ma svij puvod v nasledujicim tvrzeni:
Neprazdna mnozina A C N™ je rekursivné spocetna pravé kdyz je oborem
hodnot rekursivni funkce.

2.4 Vlastnosti t¥idy R Pro dalsi vyklad maji zasadni vyznam predevsim
nasledujici tt1 vlastnosti tridy R .

e enumerovatelnost zejména mnoziny viech ¢astecnych rekursivnich funkei
jedné proménné.

e aritmetizovatelnost syntaxe formalnich systému rekursivnimi funkcemi.

e reprezentovatelnost castecnych rekursivnich funkei a rekursivnich relaci
v aritmetice

Zatimco enumerovatelnost mnoziny ¢astecnych rekursivnich funkci jedné pro-
ménné je dana Kleeneho vétou o normalni formé, kterou v zapéti uvedeme, arit-
metizovatelnosti syntaxe formalniho systému rozumime fakt, Ze termy, formule,
posloupnosti formuli a dukazy tohoto formalniho systému lze kédovat prirozeny-
mi ¢isly pomoci rekursivnich funkci.

Representovatelnost rekursivnich funkei a rekursivnich predikati v aritmetice
znamena moznost prevést vhodnym zptsobem rovnosti tvaru

f(ni,na,...,ng) =m pro ni,ng,...,ng,m e N



na dokazatelnost urc¢itych formuli v aritmetice. Tim bude zaruceno, Ze aritmeti-
zacl, to znamena kdédovani formalniho systému aritmetiky, lze provést v ni samé.
7 toho pak plynou dilezité vysledky o formalnim systému aritmetiky, netiplnost,
nerozhodnutelnost, nedefinovatelnost pravdy, nemoznost dokazat bezespornost
aritmetiky v ni samé a dalsi vysledky.

2.5 Enumerovatelnost R a problém zastaveni Pripomenme konvenci,
ktera se pouziva pro rovnost mezi ¢astecnymi rekursivnimi funkcemi.

Rovnost

znamena, ze funkce f je definovana pro ¢islo n prave kdyz pro n je definovana
i funkce ¢ a obé hodnoty se sobé rovnaji. Podobna tamluva plati i pro funkce
vice proménnych a pro pripad, kdy nékteré proménné mohou vystupovat jako
parametry, napiiklad pro rovnost h(p, q) = g(p), kde éislo q hraje roli parametru.

Je-li funkce f definovana pro pfirozené ¢islo n , fikame také, ze f(n)
konverguje a piseme f(n) < oo. Jinak fikdme, Ze f(n) diverguje.

Enumerovatelnost t¥idy R je dusledkem néasledujiciho tvrzeni

2.6 Véta o normalni formé (Kleene, Turing) Pro kazdé piirozené ¢islo
k > 1 existuje ¢asteéna rekursivni funkce ®*+! (k+41) proménnych takova, Ze

(i)definujeme-li pro kazdé pfirozené n a prirozena ¢isla nq, ..., ng

_ G+l
Gn(ny,...,ng) = " (n,ny, ... ng)

pak ¢, je castecna rekursivni funkce.

(ii) kazda ¢asteéna rekursivni funkce k proménnych je rovna funkei ¢, pro
nékteré prirozené cislo n. a

2.7 Rikédme, ze funkce ®**! je universalni pro tifdu vsech ¢asteénych rekur-
sivnich funkci & proménnych a Ze prirozené ¢islo n je indexem funkce ¢,,.

7, véty o normalni formé pro kazdé k > 1 bezprostredné vyplyva enumerova-
telnost mnoziny vsech ¢astecnych rekursivnich funkei & proménnych, specialné
mnoziny vSech ¢astecnych rekursivnich funkei jedné proménné.

2.8 Problém zastaveni Enumerace mnoziny vsech c¢asteénych rekursivnich
funkei jedné proménné dovoluje definovat jistou mnozinu piirozenych ¢isel, ktera
neni rekursivni a na kterou lze redukovat radu problému rozhodnutelnosti.

2.9 Véta Mnozina



K = {n] ¢n(n) < oo}
neni rekursivni. O

Dukaz véty se provadi diagonalizaci. Kdyby K byla rekursivni mnozina, potom
funkce ¢ definovana predpisem

_fonn)+1 jeline K
gln) = { 0 jinak

by byla (totalni) rekursivni funkce, ktera by byla rizna ode vsech funkei ¢, n €
N. To by bylo ve sporu s vétou o normalni formé, mnozina KA tedy neni rekursivni.
O

2.10 Zbyva jesté vysveétlit jaky ma mnozina K vztah k zastaveni. Turing se-
strojil rekursivni predikat 7'(n, m, p), ktery charakterisuje vypocty universalniho
Turingova stroje. Pro libovolna prirozena ¢isla n,m je hodnota ¢,(m) je defi-
novana pravé kdy? existuje ptirozené ¢islo p takové ze plati T'(n,m,p). Cislo p
koduje protokol vypoctu a hodnotu ¢,(m) z néj lze vypocitat. Pokud takové p
neexistuje (“Turinguv stroj se nezastavi”), hodnota ¢,(m) neni definovana.

Proto je mozno mnozinu K ekvivalentné vyjadiit nasledujicim zptsobem
K = {n|3pT(n,n,p)}

a K sestava ze viech Cisel n, pro kterd se vypocet hodnoty ¢,(n) universalnim
Turingovym strojem zastavi.

3 Nerozhodnutelnost predikatové logiky

Nyni ukazeme, ze problém rozhodnutelnosti predikatové logiky I. fadu lze redu-
kovat na nerozhodnutelnost problému zastaveni.

3.1 Véta (Church) Necht L je spocetny jazyk prvniho radu, ktery obsahuje
dostatecné mnoho specialnich symboli. Jinymi slovy, predpokladame, ze

e [ obsahuje alespon jednu konstantu a alespon jeden funkéni symbol ¢etnosti
n > 1.

e pro kazdé prirozené ¢islo n jazyk L obsahuje spocetné mnoho predikatovych
symbolu cetnosti n a ne vice.

Potom mnoZina

{A| A je uzaviena formule jazyka L a = A} (1)



vsech logicky pravdivych sentenci jazyka [ neni rozhodnutelna. V takovém pri-
padé fikame, ze predikatova logika s jazykem L je nerozhodnutelna. a

Naznak diukazu. Ke kazdému prirozenému cislu n priradime uzavienou formuli
A, takovou, ze

E A, pravé kdyzn € K (2)

Potom kazda algoritmicka procedura, ktera by rozhodovala o prveich mnoziny
(1) by rozhodovala i o prvcich mnoziny K, ktera podle Véty 2.9 neni rekusivni.
Mnozina (1) tedy neni rozhodnutelna.

Zbyva sestrojit uzaviené formule A,,, pro které by platilo (1). MnoZina K byla
sestrojena diagonalizaci enumerace vSech castecnych rekursivnich funkci jedné
promeénné. 7Z véty o normalni formé vime, Ze enumerace je dana jedinou ¢astecnou
rekursivni funkei ®* dvou proménnych.

K sestrojeni formuli A, vyuzijeme logickych programu pro rekursivni funkce
(viz [7]) v daném jazyce L. Numeraly

0,1,2,....,m,n+1,...
kédujeme termy

& (), FF(), oo f7(e), 4.

pokud ¢ je néjaka konstanta a f je néjaky unarni funkéni symbol jazyka L. Pokud
L neobsahuje unarni funkéni symbol, kodujeme numeraly napriklad pomoci termu

e, fley,...e), fle,ooo,e fleyooo,¢)), ...

V jazyce L je mozné sestrojit logicky program P, takovy, ze pro jisty predikat pg
a prirozena c¢isla n, m,r plati

®?(n,m) = r pravé kdyz existuje SLD-zamitnuti pro P U {+ pe(7,m,7)} (3)

Plati-li (3), f{kdme, ze program P po¢ité funkci ®*. Nyni pro libovolné n dosté-
vame

neK pravé kdyz Ir (®*(n,n) =r)
pravé kdyz existuje SLD—zamitnuti pro PU{«— pe(n,7,7)}
pravé kdyz P = 3r ps(7, 70, 71)
pravé kdyz E P — 3r pe(n, 7, 7)
kde v posledni implikaci chapeme P jako konjunkci vsech klauzuli programu
P. Ozna¢ime-li nyni tuto implikaci A,, ukazali jsme, Ze plati (2). Véta 3.1 je
dokazana. O



3.2 Podrobnéjsim rozborem konstrukce programu P z dukazu predchozi véty
bychom zjistili, jaké pozadavky na jazyk L jsou pro tento dukaz nerozhodnu-
telnosti postacujici. Pri konstrukeci logického programu pro vypocet Turingova
predikatu jsme pouzili jen kone¢né mnoho predikatovych symboli. Konstrukce
programu P nepouziva predikat rovnosti.

Dalsi podstatnou redukei je mozné ziskat naptiklad tento vysledek. a

3.3 Véta Je-li L jazyk prvniho radu bez rovnosti, ktery obsahuje alespon dva
binarni predikaty, potom predikatova logika s timto jazykem je nerozhodnutelna.
O

4 Aritmetizovatelnost formalnich systému

Rekursivni funkce dovoluji efektivné kédovat syntaktické vyrazy, termy, formule a
posloupnosti formuli libovolného jazyka prvniho fadu L pomoci prirozenych cisel.
Pokud je T' teorie s jazykem L a mnozina (kédu) axiomu teorie je rekursivni, je
mozné efektivné kédovat také diukazy provadéné v teorii T.

Koédovani retézcu znakt ma dvé stranky. Je treba dat predpis, kterym se kody
generuji a potom je tfeba ovérit, ze takovy predpis popisuje vy¢cislitelnou, tedy
rekursivni funkci. Omezime se zde jen na prvni stranku problému. Ovéreni, ze
kédujeme pomoci rekursivnich funkel ponechame na c¢tenari, ktery je seznamen
se zaklady teorie rekurse. Ostatni ctenafi mohou tento fakt prijmout bez dukazu.

4.1 Déleni se zbytkem definuje dvé binarni (primitivné) rekursivni funkce
¢ a r definované nasledovné

ol,y) = minz < 2l(y(=+ 1) > o)

r(z,y) =x~(y-q(z,y))
kde v ~ v = u — v pokud v > v a jinak u ~ v = 0. Je-li b # 0 potom ¢(a,b) je
celo¢iselny podil a r(a,b) je zbytek pii délelni éisla a ¢islem b. O

4.2 MnoZina prvoéisel se da podle velikosti usporadat do posloupnosti

Po,sP1,P2, - --

kde pop = 2,p1 = 3,ps = 5,... a p, je n-té prvocislo. Podle Eukleidova dukazu
existence nekonecné mnoha prvodisel je p;o1 < p;l + 1 proto muZzeme definovat
posloupnost (funkci) p; takto

Po = 2
piyr = miny < (pil+ D{(y > pi) & Vz <y[(z < 1)V (r(y,z) >

0)]}



Déa se ukazat, Ze p; je (primitivné) rekursivni funkce proménné ¢. PoloZime-li
(2)e = miny < z(r(z,(p:)"*") > 0)

pak pro z > 0 je (2), nejvétsi y takové, Ze (p,)Y je délitelem ¢isla z. Plati ta-
ké (0), = 0, ale nebudeme to potiebovat. Rikdme, 7e (2), je x-ty exponent v
prvociselném rozvoji cisla z. a

4.3 Kédovani konecnych posloupnosti ¢isel Chceme vzajemné jedno-
znacné kédovat konecné posloupnosti

(no,my...,ng)
pomoci prirozenych cisel.
K tomu muZeme pouzit posloupnosti prvocisel
2,3,5,7,11,13, ...

kterou enumeruje jista rekursivni funkce p. Pro libovolné ¢ budeme i-té prvocislo
oznacovat p; misto p(z). Nyni muzeme definovat

(i) (no,ny ... ng) = peettpith e p T pro k>0
(=1

() )= (-1
kde (n); je i-ty exponent ¢isla n

(iii) Seq(a) < a = (by,...,b,) pro néjaké b O

4.4 Lemma
(1) <n07n17"'7nk> = <m07m17"'7ml> pI’E/LVé kdyé

k=1an; =m; pro kazdé 1 < k

(ii) h((ng, ... ng)) = k+ 1
[h({)) =0

kde lh(n) = k+1, jestlize k je index u nejvétsiho prvodisla
s nenulovym exponentem
Cisla n.

[h(n) =0, jestlize n = 0 nebo n = 1

(iii) mi({(noy...,ng)) =n; proe < k

(iv) Pro kazdé k je (ng,...,ny) je rekursivni funkce

(v) 7i(n) rekursivni v proménnych ¢, n

(vi) Seq(n) je rekursivni predikat O



Dikaz (vi) Seq(n) < VYo < Ih(n)((n), #0Vn =1)

4.5 Véta Existuje rekursivni funkce x takova, ze

(Noy v v yng) * (Mo, ooy my) = (Noy e vy Ny Moy« ey M)
Dukaz Staci polozit
i=lh(b)—1
b=aq- o
a* a plh(a)—l—z
=0
Potom dokazovana rovnost plati a také ax()=a=()*a

4.6 Jazyk aritmetiky (i) Jazyk aritmetiky [. fadu ma tyto symboly

Xoy L1y T2y
_‘,—>,\V/,:

()
07S7+7'

(ii) T¥ida terma 7 je definovana takto

0eT ;€T

Je-li t1,t5 € T potom také
StyeT
(ti+1t)eT
(t1-t) €T

(iii) T¥ida formuli F je definovana takto

je-lity,t, € T, potom t; =t € F
je-li 1,1 € T, potom t; <ty € F

je-li A, B € F, potom -AeF
(A— B)eF
\V/J}ZAEF

Pripomenme, ze vyrazy

promeénné
logické symboly
zavorky

funkéni symboly

(1)



AVB, A& B, A~ B a dz A
jsou zkratky za formule
“A—=B, =(A—--B), (A—=B)&(B—A)) a —~VYe-A
Nyni se budeme vénovat teoriim, jejichz jazyk je totozny s jazykem aritmetiky
L ={0,5+4,-,<}
nebo je jeho rozsitenim.

Pro kédovani syntaktickych objektu jazyku prvniho fadu se pouziva ruznych
metod. Vétsina z nich pouziva relace délitelnosti na mnoziné prirozenych cisel a
jednoznacnost kodt je zarucena jednoznacnosti prvociselnych rozvoju prirozenych
¢isel. Uvedeme zde jednu z nich.

4.7 Kédovani termu a formuli Nejprve priftadime kazdému symbolu s
jazyka aritmetiky urcité éislo o(s) a potom budeme pritazovat kody termum a
formulim.

Jazyk aritmetiky obsahuje nekone¢né mnoho proménnych, tém priradime po
fadé suda cisla, polozime

o(x;) = 2t pro kazdé prirozené i.

Specialnim symboltm priradime licha ¢isla naptiklad
o0)=10(S)=3 o(+)=>b o(-)=T o(=)=9 o(L) =11
a logickym symbolum dalsi dosud nepouzita licha ¢isla
o(m)=13 o(—) =15 o(V) =17
Jako kdédy dalsich symbolt pripadného rozsifeni jazyka aritmetiky mohou

slouzit vsechna zbyvajici licha ¢isla.
(i) Nyni kazdému termu ¢ prifadime ptirozené ¢islo 4t nasledujicim predpisem.

Je-li t proménné x; pro néjaké piirozené i, potom
it = (o(x:)) = (20) (1)
Jsowli r a s termy, piifadime
10=(1) g or={(o(S),4m)  (2)
g (r+s)=(o(+),tr,4s) tr-s)={o(-),4rs)  (3)

10



Libovolné formuli A prifadime pfirozené ¢islo fA nasledujicim zpusobem

Jsowli r a s termy, B a C' formule, potom
¢ (r=s)=(o(=)tr,ts) tr <s)=(o(S), 8 4s) (4
t-B = (o(—),1B,) {B — C)={o(=),1B,4C) (5
4(Va:B) = (o(V), (2i), 4B) proi=0,1,2,...  (6)

Oznac¢ime-li T'(x) charakteristickou funkci mnoziny koda vSech termu, potom
plati

T(x) e (x=(1))VIu<z(z=(2u))V
Vu < zJv < 2[T'(u) & T(v) &
&A{(e=(a(5),u) V(r=(o(+),u,0))V(zx=(()u0v)}]

Dé se ukazat, ze T'(z) je (primitivné) rekursivni predikat. Podobné se d& ukazat,
Ze existuje rekursivni funkce F(x), ktera je charakteristickou funkei mnoziny

{z]x = ¢(A) a A je formule jazyka aritmetiky} O
V dalsim budeme pouzivat kody instanci formuli, potfebujeme tedy rozpoz-

navat z kodu formule jeji volné proménné a také sestrojit kod jeji instance, ktera
vznikne dosazenim termu za jeji volné proménné.

4.8 Proménné, termy a formule (i) Polozime-li
Var(z) <« = ((2)o) & Jy < z((x)o = 2.y)

potom Var je rekursivni predikat a Var(z) plati, pravé kdyz = se rovna kodu
néjaké promeénné z,,.

(ii) Definujeme funkei sub(x,y, z) takovou, Ze pro libovolny term ¢, formuli A
a term s plati

subldt,dy.8s) = 4(6,[s])  sub(A, By, s) = §A4,[s

Polozime
z je-li Var(y) & v =y
((@)o, sub((@)1,y,2)) je-li [h(z) =2
((x)o, sub((2)1,y,2), sub((x)2,y,2)) je-li lh(x) =3

SUb(xv Y, Z) = & (l’)o U(\V/)
<($>0, (x)lv SUb((x)Qv Y, Z)> je'h T = <0‘(\V/), (x)lv ($)2>

Gy

z jina
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7 ptedchozi definice plyne, zZe sub(x,y, z) je rekursivni funkce. Podobnym postu-
pem bychom mohli definovat rekursivni funkci Sub(z,y, 2), kterd generuje kod
termu nebo formule, do které byly substituovany termy s kédy zi1, z2,..., 2; za
promeénné s kody v, ya, ..., Y- a

Predikat Fvar(x, y) takovy, Ze pro libovolnou formuli A a proménnou x plati
Fvar($A, tx) pravé kdyz proménné @ ma volny vyskyt ve formuli A 1ze definovat
takto

Foar(z,y) < {lzr =y & Var(2)]V [Fvar((2)1,y) & [h(z) = 2]V
V[Ih(2) = 3 & (2)o # (V) & (Foar((x)y,y)V Foar((2)2, y))]
V[Fvar((z)2,y) & (z) # yl}

Nyni by bylo mozné definovat predikat Sbtl(x,y, z) takovy, Ze pro libovolnou
formuli A, term ¢ a proménnou x plati Sbtl(4A, fx,§t), pravé kdyz ¢ je term
substituovatelny do A za proménnou . a

4.9 Kédy numeralt a instanci (i) Definujeme-li pro libovolné ptirozené
¢islo n funkci num predpisem

num(n) = 4n (7)
potom
num(0) = (1)
num(n + 1) = (o(S5), num(n))
a z definice (7) plyne, ze num je rekursivni funkce.

Podle 4.8 pro libovolné prirozené ¢islo n, proménnou y, term ¢, a formuli A
plati

sub(8t, gy, num(n)) = ,[7]  sub(4A, by, num(n)) = 4, 7] 0

5 Representovatelnost

Uvazujeme relace a funkce na mnoziné prirozenych ¢isel N standardniho mo-
delu aritmetiky. Je-li R k-arni relace a nq,na,...,n; jsou prirozena c¢isla, piseme
R(ny,nz,...,n,) misto (ny,ng,...,ng) € R. Piseme také A(ny,nq,...,nx) misto
instance Ay, 4y, 271, N2, ..., ng]. Checeme-li zdturaznit vSechny nebo jen nékteré
volné proménné formule A, piseme A(x1,xs,...,xx) misto A.

5.1 Definice Necht T' je teorie prvniho radu s jazykem aritmetiky L.

(i) Rikdme, Ze k-arni relace R C N* je representovatelnd v teorii T, jestlize
existuje formule A v jazyce L s volnymi proménnymi x, s, ..., T takova, Ze pro
libovolna ny,ng,...,ng € N plati
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je-li R(ny,na,...,n) potom T+ A7y, 7ig, ..., Tig)

je-li = R(n1,ng,...,n,) potom T+ —A(ny, g, ..., 7g)

Rikame, ze formule A representuje relaci R v teorii T.

(i) Rikame, Ze (¢4stecna) k-arni funkce f, y = f(x1,29,...,21) je represen-
tovatelnd v teorii T, jestlize existuje formule A v jazyce L s volnymi proménnymi
X1, T2,..., Ty takova, Ze pro libovolna ny,ng,...,ny € N plati

TE A, T2, Tk, Y) & Y = Tk

kde ngy1 = f(ni,na, ..., nk).

Rikame, ze formule A representuje funkci f v teorii 7. a
Nasledujici lemma uvadime bez dukazu.

5.2 Lemma (i) Jsou-li T a S teorie takové, ze T C S C Th() 2, potom vie-
chny relace a funkce, které jsou representovatelné v T', jsou také representovatelné

v S.

(ii) Ve sporné teorii jsou representovatelné viechny relace a funkce.

(iii) Je-li T bezesporna a rekursivné axiomatizovateln4 ®, potom kazda rela-
ce representovatelna v T' je rekursivni a kazda funkce representovatelna v 1 je
(Castecna) rekursivni. O

5.3 Definice Je-li ' C Th(M) teorie s jazykem aritmetiky a jsou-li vSechny
rekursivni relace a vSechny ¢asteéné rekursivni funkce representovatelné v T',
piseme Repr T. ad

5.4 Robinsonova aritmetika je teorie prvniho radu s jazykem aritmetiky
a nasledujicimi osmi axiomy

QL S(z)#£0 Q6 z-0=0
Q2 S)=Sy)—e=y QT z Sy =(z-y)+z

Q3 +#0—-Jy(x=95y)) Q8 <y Iz(z+a=y)
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Tuto teorii nazyvame Robinsonova aritmetika a budeme ji oznacovat (). Teo-
rie () ma konecné mnoho axiomu, zavedeme jesté dvé aritmetiky s nekoneénym
poctem axiomdl. a

5.5 Peanova aritmetika je teorie prvniho fadu s jazykem aritmetiky. Ma
axiomy Q1, Q2, Q4 - Q8 a nekone¢né mnoho axiom1, které specifikuje nasledujici

Schema indukce: Pro kazdou formuli A a proménou z je nasledujici formule
axiomem indukce

A[0] = {Va(A — A.[S(x)]) — Ve A}

Tuto teorii nazyvame Peanova aritmetika a budeme ji oznacovat P. Da se
ukazat, ze axiom Q3 je v ni dokazatelny. Peanova aritmetika je tedy rozsifenim
Robinsonovy aritmetiky (). a

5.6 Uplna aritmetika T'h(9) je teorie v jazyku aritmetiky, jejiz axiomy jsou
vsechny sentence pravdivé ve standardnim modelu aritmetiky 9, tedy

Th(?) = {A|A je uzaviena formule a N = A}

Protoze viechy axiomy Peanovy aritmetiky jsou splnény ve standardnim mo-
delu 9N, jejich uzavéry jsou pravdivé v 9 a jsou prvky mnoziny Th(9). Uplnd
aritmetika je tedy rozsifenim P. a

Nasledujici véty uvadime bez dukazu.

5.7 Véta (i) Repr @

(ii) Repr P

(iii) Repr Th(Mm) O
5.8 Nejtézsi je dokazat representovatelnost rekursivnich relaci a funkei v nej-

slabsi z téchto tii aritmetik v Robinsonové aritmetice (). Zbyvajici tvrzeni pak
plynou z Lemmatu 5.2.

5.9 Lemma o diagonalisaci Nechf T je teorie takova, Ze plati Repr T'. Pro
kazdou formuli A s jednou volnou proménnou x existuje sentence D4 takova, ze
plati

TE Dy ALl$D 4]

Sentence D4 rika “mam vlastnost A”. O

Dukaz. Budeme diagonalizovat mnozinu vsech formuli s jednou volnou pro-
ménnou vy. Nechf v dalsim oznacuje B(vy) popiipadé jen B formuli s jednou
volnou proménnou. Definujme funkci /' : N> — N piedpisem
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F(n,m) = { (ﬂ)B(m) jfngk” =B

I je rekursivni funkce a pro libovolnou formuli B s jednou volnou proménnou

plati

F(tB,m)=4B(m) = sub(4B, fv1, num(m))

7 representovatelnosti F' v T plyne existence formule C'(vq, v, v3), ktera re-
presentuje funkci £ v T'. Pro libovolnou formuli A s jednou volnou proménnou
polozime

ProtoZe D ma jednu proménnou volnou a Dy je tvaru D(§D), dostavame
FD,4D) = 4D (1)
Nyni zbyva dokazat

K dikazu ekvivalence pouzijeme toho, ze formule C representuje funkci F'.

Proto podle (1)

THCHD, 4D, z) «— z=14D4 (2)
Pritom podle vét o rovnosti plati

FA(EDA) & Vz(z = (D4 — A(2))
odtud s pouzitim (2) a véty o ekvivalenci dostavame

T A(§Da) & Vz(C(ED,ED, 2) — A(2))

Na pravé strané ekvivalence je formule D 4. Tim je véta dokazana. a
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6 Nedefinovatelnost pravdy v aritmetice

Budeme nyni zkoumat sémantiku formalnich systému, které se zdaji dosti silné,
aby mohly svymi prostfedky vyjadiovat tvrzeni o pravdivosti ¢i nepravdivosti
svych tvrzeni.

Je-1i T teorie s jazykem aritmetiky, uvazujeme mnozinu vsech sentenci prav-
divych ve vsech modelech teorie T', tedy mnozinu

Th(T)={A|A je sentence a T = A} (1)

Abychom mohli fici, Ze pojem pravdy v teorii T' je definovatelny v teorii T
samé, je treba ukazat, Ze mnozina (1) je representovatelna v teorii 7.

6.1 Véta (A. Tarski) (i) Necht T je bezesporné rozsiteni Robinsonovy arit-
metiky @, pro které plati Repr(T'). Je-li mnozina T'h(T') vSech pravdivych sen-
tenci teorie T' representovatelna v T, pak existuje sentence D jazyka teorie T'
takova, ze ani D ani =D neni prvkem mnozZiny Th(T).

(ii) Th(91) neni representovatelna v T'h(N). O

K dukazu véty pouzijeme nasledujici tvrzeni.

6.2 Lemma Necht T je bezesporné rozsiteni aritmetiky ), Je-li mnozina
vsech pravdivych sentenci teorie T' representovatelna v I', potom existuje sentence
D takova, ze ani DD ani —D neni dokazatelna v T . a

Dikaz. Predpokladejme, Ze mnozZina (1) je representovatelnav T  a Ze formule
True(xg) tuto mnoZinu representuje. Potom pro kazdou sentenci A plati

TF True(gA) pravé kdyz T = A

Podle véty o tiplnosti muzeme na pravé strané nahradit sémanticky symbol pro
spliiovani = symbolem F pro dokazatelnost. Polozime-li False(x¢) = —~True(xo),
pak podle lemmatu o diagonalizaci 5.9 existuje sentence D takova, ze

TED«— False(§D) (2)

Sentence D tika “ja nejsem pravdiva”. Budeme-li nyni postupovat podobné
jako pii rozboru paradoxu lhare dokazeme, Ze ani D ani =) nemuze byt vétou
teorie T
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Je-lli T+ D potom T + False(£D). 7 definice predikatu False pak TW¥D ve
sporu s predpokladem o dokazatelnosti D. Sentence D tedy neni vétou.

Je-li naopak T F =D potom podle (2)je T F True(fD) atedy T + D,
odkud by plynula spornost teorie T'. Proto ani =D neni vétou teorie T. Tim je
lemma dokazana. O

Duikaz Véty 6.1 Tvrzeni (i) vyplyva predchoziho lemmatu a faktu, Ze podle
Véty o tplnosti predikatové logiky plati T+ D pravé kdyz T | D. Teorie T
tedy neni uplna.

Tvrzeni (ii) plyne z (i) a faktu, Ze Th(9) je aplna teorie. O

6.3 Tarského Véta o nedefinovatelnosti pravdy ma velky vyznam pro studium
sémantiky. Tvrzeni (ii) ukazuje, ze dostate¢né silny formalni systém nemiuze sou-
Casné splhovat nasledujici dva pozadavky.

(i) T je Gplny, to znamena, Ze kazda sentence je bud pravdiva nebo
nepravdiva v T

(ii) Pravdu, tedy predikat True(x) lze vyjadiit v 7.

Znamy paradox lhare je zaloZen na pfedpokladu, Ze oba pozadavky (i) a (ii)
jsou splnény v bézném zivoté.

Tarského vétu lze struéné vyjadiit tvrzenim “neni mozné definovat pravdu
pro aritmetiku uvnitr aritmetiky 7.

7 Godelovy véty

Je-li T' teorie s jazykem aritmetiky, ukazali jsme jak se kéduji termy a formule
jazyka aritmetiky a muzeme definovat mnozinu Thmy kéda vét teorie T
nasledovné

Thmy = {fA | A je formule a T'+ A} (1)

Nyni muzeme precisovat pojem rozhodnutelnosti, ktery jsme v intuitivnim
zpusobem zavedli v prvnim paragrafu této kapitoly. Teorie T je rozhodnutelna,
pravé kdyz (1) je rekursivni mnozina. Abychom pro konkrétni teorii T dokazali,
ze je rozhodnutelna, potfebujeme algoritmy, které dovoluji

e rozpoznavat kody axiomu teorie T'
e rozpoznavat kody axiomu predikatové logiky

e rozpoznavat kody dukazu teorie T
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Naznacime jak toho lze dosahnout. Budeme pracovat s jazykem aritmetiky,
ale metoda kodovani je obecna. Nejprve budeme charakterizovat mnozinu axiomu
a odvozovaci pravidla predikatové logiky.

7.1 Kédy axiomu a odvozovacich pravidel predikatové logiky
Definujeme-li predikat Avl(x) predpisem

Avl(z) « Ju < 2o < 23w < 2{F(u) & F(v) & F(w) &
& Ale = (o(=),u, (o(=),v,un]v

Prvni hranatéa zavorka popisuje vyrokové axiomy tvaru
(A= (B—A)

kde u =4A a v = {B. Charakterizaci zbyvajicich dvou typu axiomu vyrokové
logiky neni tézké doplnit. Podobné 1ze pomoci predikatu Sub(x,y, z), Sbtl(x,y, 2)
a Fvar(x,y) z odstavce 4.8 charakterizovat oba typy axiomu pro universalni
kvantifikator a axiomy rovnosti. Timto postupem bychom definovali predikat
Apl(z), charakterizujici mnozinu viech kédu axiomu predikatové logiky. Pokud
bychom postupovali rozumné, dalo by se ukazat, Ze je to rekursivni predikat.

V obecném pripadé muze byt mnozina axiomu teorie T' dana jako zcela
libovolna podmnozina mnoziny vsech formuli. Proto

Acp ={A| A€ T}

nemusi byt rekursivni mnozina. V pripadé, Ze je rekursivni tikame, ze teorie T
je rekursivn€ axiomatizovand.

Ma-li teorie jen konecné mnoho axiomu, pak je rekursivné axiomatizovana.
To je pripad Robinsonovy aritmetiky ). Da se ukazat, ze schema indukce Pea-
novy aritmetiky ma rekursivni mnozinu koda, takze Peanova aritmetika je také
rekursivné axiomatizovana.

Na druhé strané ukazeme, ze mnozina kédu axioma Th(9) neni rekursivni.

To znamena, ze Th(M) neni rekursivné axiomatizovana.

Pti charakterizaci kodu dukazu potrebujeme definovat predikaty, které charak-
terizuji odvozovani podle pravidel Modus ponens a Pravidla generalizace.
Polozime-li

Mp(a,y,2) = (F(2) & F(z) &y = {o(=),2,2))

pak Mp(x,y,z) plati pravé kdyz formule s kédem z je odvozena z formuli s
kédy « a y pravidlem Modus ponens. Podobné definujeme-li predikat Gen(z,y)
definovany predpisem
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Gen(x,y) < (F(zx) & T <y(y = (o(¥),(21),2)))

potom Gen(x,y) plati pravé kdyz y je kéd formule, ktera byla odvozena pra-
vidlem generalizace z fomule s kédem z. Da se ukazat, Zze oba predikaty jsou
rekursivni.

7.2 Kédovani dikazu Nasledujici Gvahu lze provést pro rekursivné axio-
matizované teorie s obecnym jazykem, ne nutné s jazykem aritmetiky. Formule a
diukazy takové teorie lze kédovat metodou popsanou v odstavcich 4.6 a 7.1 pro
specialni piipad jazyka aritmetiky.

Necht T je rekursivné axiomatizovana teorie. V diukazech vét teorie T
vystupuji jednak axiomy predikatové logiky, jednak specialni axiomy teorie T

Polozime-li
Ax(x) < (Apl(z)V Azxr(x))

pak Ax je rekursivni predikat, ktery charakterizuje mnozinu vsech formuli, které
mohou v dukazech vét teorie T vystupovat jako axiomy. Predikat Proofr,
takovy, ze Proofr(x,y) plati pravé kdyz éislo @ je kédem dikazu formule s
kédem y lze definovat takto

Proofr(z,y) < {Seq(z) & lh(z) > 0 & y = (2)ipm)-1 &
Vi < () [An(()) V 3] < 3k < § (Mp((2);, (2o, (1))
3j < (Gen((x);, (x)i))]}

Potom Proofr je rekursivni predikat a Proofr(d,4A) plati pravé kdyz d je
kédem dikazu formule A.

MuZeme nyni definovat
Thmy(x) < IdProofr(d, )

protoze na pravé strané je neomezeny kvantifikdtor, nemuzeme fici, Ze predi-
kat Thmy je rekursivni. 7Z vysledku teorie rekurse vsak plyne, Ze neomezenou
existencni kvantifikaci dostavame z rekursivniho predikatu rekursivné spocetny
predikat. Mnozina (1) je tedy rekursivné spocetna.

Odtud plyne nasledujici tvrzeni.

7.3 Véta Je-li T rekursivné axiomatisovana teorie, potom mnozina T hmyp
kédu vét teorie T je rekursivné spocetna. a

7.4 Véta o nerozhodnutelnosti aritmetiky (Church 1936) Je-li T
bezesporné rozsiteni Robinsonovy aritmetiky, ), potom T je nerozhodnutelna
teorie. ad

Dikaz. Kdyby T byla rozhodnutelna teorie, pak existuje formule A(x) s
jednou volnou proménnou x , representujici v ) mnozinu vSech vét teorie T'. To
znamena, ze pro libovolnou sentenci B plati
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T + B implikuje Q + A(§B)

T¥B implikuje @ F —A(tB)
Nechf D je diagonalni sentence pro formuli =A(z), tedy necht
QF D o ~A(iD)

MuzZeme Tici, ze formule D o sobé tvrdi ”ja nejsem véta teorie 1.

Uvazujme nasledujici dva pripady.

(i) Je-li

TFD,
potom

QFA(ED),
odkud dostavame

QF-D
a také

T+ =D,

protoze T je rozsitenim (). To protifeci bezespornosti 7.

(ii) Podobné, je-li

TW D
potom
Q F—A(ED).
Odtud
Q+FD
a také
T+ D,

a to je ve sporu s predpokladem o nedokazatelnosti formule D v T'. Teorie T'
tedy neni rozhodnutelna. a

7.5 Lemma Je-li T plna a rekursivné axiomatizovana teorie, potom T' je
rozhodnutelna teorie. O

Diikaz. Uplnost teorie se vztahuje k uzavienym formulim (sentencim). Bude
proto uzite¢né k danému kédu formule sestrojit kod formule, ktera je ekvivalentni
s jejim uzavérem. Definujme funkci £ nasledujicim zpusobem
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F(0,a)=a
F(n+1,a)=(o(¥),xn, F(n,a))

a funkci U predpisem
Ula) = Fla+1,a)
Je-li a kod formule A, potom
Ula) = (Ve Va,—1 .. . Vag A)
Pritom, je-li x; proménna, kterd ma volny vyskyt v A, plati
1 <tx; < A =aq,

tedy Ve, Vo, 1...Vrg A je uzaviena formule. Z tplnosti teorie T' plyne pro
kazdou uzavrenou formuli A

=Thmp(§A) < Thmy({(o(—),tA))

Pro libovolné prirozené ¢islo a dostavame

~Thmr(a) + =For(a) V Thme({o(=),U(a)))
& 3d(=For(a)V Proofr(d,(c(=),U(a))))

kde For(a) znamena, ze ¢islo a je kodem formule. Prava strana ekvivalen-
ce ukazuje, ze =T hmy je rekursivné spocetny predikat. Protoze T'hmy je také
rekursivné spocetny, podle Postovy véty je T'hmy rekursivni predikat a T' je roz-
hodnutelna teorie. O

7.6 Véta o nelplnosti aritmetiky (Godel, Rosser) Je-li T' rekursivné
axiomatizované rozsifeni Robinsonovy aritmetiky, pak 7' neni tplna teorie. 0O

Dukaz. Kdyby T byla uplna, pak je podle lemmatu 7.5 rozhodnutelna, a to
odporuje tvrzeni Véty 7.4. Teorie T neni tplna. a

7.7 Oznaceni Je-li T bezesporné, rekursivné axiomatizované rozsireni Pea-
novy aritmetiky P a A je formule, piseme

O A jako zkratku za formuli Thmry(§A)
Conr jako zkratku za formuli =00 =1 ad

7.8 Druha véta o netplnosti (Godel 1931) Necht T je bezesporné,
rekursivné axiomatizovatelné rozsiteni Peanovy aritmetiky.
Potom

T ¥ Congp
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a

Dukaz pouziva vét 7.10 a 7.12. Zatim uvedeme dusledek, ktery se tyka teorie
mnozin. Z FC oznacuje teorii mnozin s axiomem vybéru v axiomatice podle Zer-
mela a Fraenkela. Podrobny vyklad této teorie mnozin a jeji axiomatiky je mozné
najit v monografii [1]. a

7.9 Dusledek Je-li ZFC bezesporna teorie, potom
ZFC }7L COnzpc.
O

Nasledujici tii tvrzeni se nazyvaji Lobovy podminky. Jsou elegantnéjsi versi
Hilbertovych a Bernaysovych podminek na formalisaci dukazu v aritmetice.

7.10 Véta Je-li T bezesporné, rekursivné axiomatizované rozsiteni Peanovy
aritmetiky, potom plati

(L1) TH OWA— B)— (DA —0OB)
(L.2) THOA — OO0A
(L3) T F Aimplikuje T+ OA
O
Dukaz je proveden v 7.15 a 7.19. ad

7.11 Princip reflexe Pro dokazatelné formule Peanovy aritmetiky z véty o
korektnosti plyne

P F Aimplikujenn = A

Formalizujeme-li toto tvrzeni v Peanové aritmetice dostavame tak zvany prin-
cip reflexe pro formuli A.

PFOA—- A

O

Nasledujici véta ukazuje, ze princip reflexe v P lze dokazat jen pro véty Peano-

vy aritmetiky a Ze obdobné tvrzeni plati pro rekursivné axiomatizovana rozsireni
Peanovy aritmetiky.

7.12 Véta (Lob 1955) Necht T je rekursivné axiomatizované rozsifeni
Peanovy aritmetiky, necht A je sentence, potom plati

THFOA— ApravekdyzTF A
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a

Dikaz a) Je-li T'F A, pak odtud lze odvodit T'+ 0OA — A podle pravidla Modus

ponens za pomoci prvniho schematu axiomu vyrokové logiky.

b) Je-li
THOA— A (2)

pouZijeme diagonalizaéni lemma 5.9 na formuli Thmy(z) — A. Necht B je sen-
tence takova, ze

T+ B« (OB — A) (3)

Dikaz T+ A rozdélime na dvé ¢asti. Nejprve dokdzeme 7,08 F A a potom
vylou¢ime predpoklad OB5.

7,08+ OOB — A) (3), (L1), (L3)  (4)

T,0B+F00B—0OA (L1) (5)

Nyni z prepokladu OB dostavame

7,08 F 00B (L2)  (6)
T.0BF OA (5), (6)  (7)
T,0BF A (2), (1) (8)
THOB— A véta o dedukei, (8)  (9)
THB (3), (9) (10)
TFOB (L3), (10) (11
THA (9), (11)

Tim je véta dokézana. 0

7.13 Dukaz druhé Gédelovy véty o netplnosti
Kdyby

TF Cong

potom také
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Tr-00=1)

THOO=1)—(0=1) tautologicky disledek
TH(O=1) Lobova véta
To je ve sporu s predpokladem bezespornosti T. Tim je véta dokazana. a

7.14 Dusledek Existuje model M Peanovy aritmetiky takovy, ze plati

M = IdProof(d,§(0 = 1)) (12)
O
Ditkaz. Podle druhé Godelovy véty o netplnosti
Pl Conp
tedy sentence
o0 = 1)

je bezesporna. Existuje tedy model Peanovy aritmetiky, ve kterém je tato sentence
pravdiva. Tento model je nestandardni, protoze ve standardnim modelu 9 neni
pravdiva sentence (12). Prirozené ¢islo m € M, takové, Ze

M = Proofp(m,4(0 = 1))
musi byt proto nestandardni. Tim je Diusledek 7.14 dokazan. ad

Priklad (Shepherdson) Piedvedeme diitkaz nestandardni délky dokazujici
libovolné zvolenou sentenci A. Tato posloupnost vsak neni kodovatelna priroze-
nym ¢islem v Zadném nestandardnim modelu Peanovy aritmetiky, a proto neni v
zadném takovém modelu dukazem.

Je-li A libovolna sentence naptiklad 0 = 1, pak posloupnost

A= (A—-A)A—- (A=A, ... ; ...AA-AAA-AA..  (13)

je prikladem dukazu nestandardni délky sentence A.

Prvni Gsek dikazu, ktery odpovida standardnim pfirozenym ¢éislim (nume-
ralim) sestava z nekoneéné mnoha kopii axiomu vyrokové logiky a za nim (po
stredniku) nasleduje Gisek dikazu sestavajici z kopii dokazované sentence A, ktera
se strida s implikaci A — A. Pfipomenme, Ze v nestandardnim modelu nemuze
existovat nejmensi nestandardni ¢islo. Jeho predchudcem by pak bylo nejvétsi
standardni ¢islo, a takové neexistuje. Kazda formule v nestandardni casti dikazu
(za stfednikem) ma nekoneéné mnoho nestandardnich predchidct, a je proto od-
vozena pravidlem modus ponens z predchozich formuli. Posloupnost (13) je tedy
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dukazem sentence A, ale da se ukéazat, Zze v zadném modelu Peanovy aritmeti-
ky neni kédovana prirozenym ¢islem, protoze koncovy usek dukazu, ktery tvori
posloupnost formuli za stfednikem, je definovatelny, ale neméa prvni prvek. a

Uvedeny priklad naznacuje uskali, ktera mohou predstavovat dikazy nestan-

dardni délky.

7.15 Dikaz Lobovych podminek Podminku (L1) lze dokazat jako jedno-
duchou syntaktickou vétu. Muzeme sestrojit term ¢(d, d’) takovy, Ze

T+ Proofr(d, (A — B))&Proofr(d',§A) — Proofr(t(d,d'),{B) (14)

kde t(d, d") koduje odvozeni podle pravidla modus ponens a je sestrojen takto

d*d (b)) jestlize Ju < d I v < d(Proofr(d,u) &
!
Hd, d') = Proofr(d',v) &Mp(u,v,b))
0 jinak
Potom (L.1) je bezprostiednim dusledkem (14). O

7.16 Definice. Omezené kvantifikatory a omezené formule Necht L je
jazyk aritmetiky nebo néjaké jeho rozsiteni, necht x, y jsou dvé ruzné proménné
a A je formule.

(i) vyraz (Vo < y)A chapeme jako zkratku za formuli

Va(z <y — A)
a vyraz (Jx < y)A chapeme jako zkratku za formuli
Je(x <y & A)

Rikame, Ze vyraz (Qz < y), kde symbol @ zastupuje universalni nebo exi-
sten¢ni kvantifikator je omezeny universalni nebo existenc¢ni kvantifikator. Pri
omezené kvantifikaci se vedle neostré nerovnosti pouziva i nerovnost ostra.

(i) Rikame, ze A je omezend formule, jestlize
e A je atomicka formule

o A jetvaru =B nebo B — (' a B, ( jsou omezené formule

o Ajetvaru (Vo < y)B nebo (Vo < y)B a B je omezena formule

Jsou-li B, €' omezené formule, potom
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BvC B&C B« C

jsou také omezené formule protoze jsou to zkratky za formule, které se daji z B
a (' vyjadrit pomoci negace a implikace. Podobné

(Jx <y)B

je omezena formule, protoZe je to zkratka za omezenou formuli ~(Ve < y)-B.
Totéz plati pro (= < y)B.

Mnozinu vsech omezenych formuli oznacujeme Ag, ale také ¥y nebo 1lg, pro-
toze to jsou formule, které nemaji zadny neomezeny existencni ani universalni
kvantifikator. O

7.17 Definice. ¥; formule Rikame, Ze A je ¥y formule, jestlize A je for-
mule tvaru dx B, kde B je omezena formule. ¥; formule maji jeden neomezeny
existenc¢ni kvantifikator. O

Nasledujici vétu uvadime bez dukazu.

7.18 Véta. ¥, uplnost Robinsonovy aritmetiky
(i) Je-li A ¥; sentence, potom

N E A implikuje Q F A
(ii) Je-li T' rekursivné axiomatizované rozsiteni Peanovy aritmetiky, pak pro
libovolnou ¥; sentenci D plati
THD—0OD

Ptipomenme, ze v tomto piipadé je OD je zkratka za formuli T'hmy(§D). a

7.19 Dtukaz podminek (L2) a (L3) Necht T je rekursivné axiomatizované
rozsiteni Peanovy aritmetiky. Pro libovolnou formuli A je OA 3; sentence.
Podle tvrzeni (ii) véty 7.18 potom

THOA —O0OA

a to je podminka (L1.2). K dukazu (L3) si staci uvédomit, Ze
T+ A implikuje M = OA

podminka (L3) potom plyne z tvrzeni (i) predchozi véty. O

26



Literatura

1]
2]

3]

B. Balcar, P. Stépanek, Teorie mnozin, ACADEMIA Praha 1986

H. Barendregt, The Incompletness Theorems, Communications of Mathema-
tical Institute, Rijksuniversiteit Utrecht, 4 - 1976

J. Bell, M. Machover, A Course in Mathematical Logic, North Holland,
Amsterdam, New York 1977

H.-D.Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas, Mathematical Logic, 2. vydani,
Springer-Verlag, Heidelberg, Berlin, 1994

P. Hajek, V. Svejdar, Matematickd logika, studijni material, Praha, listopad
1994

J. R. Shoenfield, Mathematical Logic, Addison-Wesley Publishing Co., Rea-
ding, MA 1967

J. Sebelik, P. Stépanek, Horn Clause Programs for Recursive Functions,
in: Logic Programming, K.L. Clark, S. A. Tarnlund (editor), ACADEMIC
PRESS, London 1982, str 325-340.

27



