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ÚvodZatím jsme pou¾ívali jako zøejmý fakt to, ¾e odvozovací pravidla jsou mechanickémanipulace, které transformují formule, tedy øetìzce symbolù. V dal¹ím výkladubudeme syntaktickému aspektu odvozování vìnovat vìt¹í pozornost. Zaènemejednoduchým pøíkladem jednoduché teorie.Pøíklad Teorie grup je teorie s jazykem fe; �g a tøemi axiomyx � (y � z) = (x � y) � z e � x = e = x � e 8x9y (y � x = e)Kdybychom postupnì sestrojovali v¹echny dùkazy z této mno¾iny axiomù, a knim posloupnost dokázaných formulí, taková posloupnost by obsahovala v¹echnyvìty teorie grup. Mohli bychom postupovat napøíklad tak, ¾e bychom nejprvesestrojili v¹echny dùkazy délky jedna v nìjakém poøadí, potom v¹echny dùka-zy, které jsou posloupností dvou formulí atd. Poslední formuli ka¾dého dùkazubychom zaøadili na konec dosud sestrojené posloupnosti vìt. Takové metodì se-strojování se øíká vyèerpávající (exhaustivní). Jejím výsledkem by patrnì bylaredundantní posloupnost formulí, která by obsahovala øadu triviálních vìt a vekteré by se dokázané formule mohly opakovat. Pøi dùsledném dodr¾ení exhaustiv-ního postupu by v¹ak bylo zaruèeno, ¾e ka¾dá vìta teorie grup by byla v nìkterémkroku sestrojena.Takový postup by mohl jen tì¾ko zaujmout algebraika, který pracuje v teoriigrup. Jeho zajímá zda nìjaká zcela urèitá formule je èi není vìtou teorie grup.Jako odpovìï na svou otázku èeká dùkaz dané formule nebo protipøíklad. Proto¾eexhaustivní metoda dává v ka¾dém kroku jen koneènì mnoho vìt teorie grup,pomù¾e jen v tom pøípadì, ¾e daná formule ji¾ byla dokázána. V pøípadì, ¾edaná formule není vìtou nemù¾eme to exhaustivním postupem v koneèném èasezjistit.1 Rozhodnutelnost a enumerovatelnostNá¹ pøiklad ukázal dva dùle¾ité pojmy, které jsou motivovány dvìma odli¹nýmiúkoly. Je-li T nìjaká teorie, jde o to� efektivním postupem generovat v¹echny vìty teorie T� pro libovolnou formuli efektivnì rozhodnout zda je èi není vìtou Tkde efektivnost znamená, ¾e existuje algoritmická procedura, která úkol øe¹í.1.1 De�niceNech» F je mno¾ina formulí nìjakého jazyka L, nech» T je teories jazykem L. 1



(i) Øíkáme, ¾e F je enumerovatelná, existuje-li algoritmická procedura, kterágeneruje v¹echny prvky mno¾iny F .(ii) Øíkáme, ¾e teorie T je rozhodnutelná, jestli¾e existuje algoritmus, kterýpro libovolnou formuli A jazyka L dovoluje rozhodnout zda A je èi není vìtouteorie T . V opaèném pøípadì øíkáme, ¾e T je nerozhodnutelná. ut1.2 Ukázali jsme, ¾e enumerovatelnost mno¾iny v¹ech vìt nemusí zaruèovatrozhodnutelnost teorie. Naopak není tì¾ké ukázat, ¾e rozhodnutelnost teorie za-ruèuje enumerovatelnost mno¾iny v¹ech jejích vìt. Je-li T teorie s jazykem La je-li P algoritmická procedura, která rozhoduje of vìtách teorie T , staèí ge-nerovat v¹echny formule jazyka L podle nìjakého uspoøádání a do enumerujícíposloupnosti zaøadit jen ty formule, které procedura P oznaèí jako vìty.Tak jako v pøedchozích odstavcích bude pojem algoritmické procedury hrátsvou roli i v dal¹ím výkladu spolu s dal¹ími pojmy teorie vyèíslitelnosti, které setaké øíká teorie rekursivních funkcí nebo teorie rekurse.2 Rekursivní funkceRekursivní funkce jsou speci�ckým vyjádøením pojmu algoritmické procedury.V dal¹ím výkladu pou¾ijeme tøídy èásteèných rekursivních funkcí na mno¾inìpøirozených èísel. Máme pro to dva dùvody: je to nejèastìji pou¾ívaná formalizacevyèíslitelnosti a tøída èásteèných rekursivních funkcí má bezprostøední vztah kjazyku aritmetiky.Je v¹ak známo, ¾e tøídu èásteèných rekursivních funkcí lze de�novat na mno-¾inì slov ka¾dé koneèné abecedy, popøípadì i na dal¹ích oborech.2.1 Totální a èásteèné funkce v oboru pøirozených èísel V dal¹ímbudeme mno¾inu pøirozených èísel oznaèovat písmenem N . Pøipomeòme, ¾e proka¾dé pøirozené n f : Nn ! Noznaèuje funkci de�novanou na mno¾inì Nn v¹ech uspoøádaných n-tic pøiro-zených èísel, s hodnotami v mno¾inì pøirozených èísel N . Takovým zobrazenímøíkáme totální funkce.Teorie vyèíslitenosti pracuje také s èásteènými funkcemi n-promìnných namno¾inì N . Funkce f je èásteèná, je-li de�nována na nìjaké podmno¾inìdom(f) � Nn a jejím oborem hodnot je nìjaká podmno¾ina rng(f) � N .2.2 Èásteèné rekursivní funkce Pro tøídu R v¹ech èásteèných rekursiv-ních funkcí je známa øada ekvivalentních de�nic.R je tøída 2



� funkcí vyèíslitelných Turingovým strojem� funkcí vyèíslitelných URM-strojem� �-de�novatelných funkcí v lambda kalkulu� nejmen¹í tøída, která obsahuje jisté základní funkce a je uzavøena na jistéoperacePro úèely tohoto výkladu není tøeba rozvádìt ¾ádnou z tìchto de�nic. Postaèí,kdy¾ zavedeme obvyklou terminologii a na vhodných místech pøijmeme jako faktnìkterá tvrzení rekursivních funkcích.2.3 De�nice (i) Je-li funkce f 2 R totální, øíkáme, ¾e f je rekursivnífunkce.(ii) Øíkáme, ¾e mno¾ina A � Nn je rekursivní, je-li její charakteristická funkcerekursivní.(iii) Øíkáme, ¾e mno¾ina A � Nn je rekursivnì spoèetná, je-li de�niènímoborem nìjaké èásteèné rekursivní funkce. utTermín rekursivnì spoèetná mno¾ina má svùj pùvod v následujícím tvrzení:Neprázdná mno¾ina A � Nn je rekursivnì spoèetná právì kdy¾ je oboremhodnot rekursivní funkce.2.4 Vlastnosti tøídy R Pro dal¹í výklad mají zásadní význam pøedev¹ímnásledující tøi vlastnosti tøídy R .� enumerovatelnost zejména mno¾iny v¹ech èásteèných rekursivních funkcíjedné promìnné.� aritmetizovatelnost syntaxe formálních systémù rekursivními funkcemi.� reprezentovatelnost èásteèných rekursivních funkcí a rekursivních relacív aritmeticeZatímco enumerovatelnost mno¾iny èásteèných rekursivních funkcí jedné pro-mìnné je dána Kleeneho vìtou o normální formì, kterou v zápìtí uvedeme, arit-metizovatelností syntaxe formálního systému rozumíme fakt, ¾e termy, formule,posloupnosti formulí a dùkazy tohoto formálního systému lze kódovat pøirozený-mi èísly pomocí rekursivních funkcí.Representovatelnost rekursivních funkcí a rekursivních predikátù v aritmeticeznamená mo¾nost pøevést vhodným zpùsobem rovnosti tvaruf(n1; n2; : : : ; nk) = m pro n1; n2; : : : ; nk;m 2 N3



na dokazatelnost urèitých formulí v aritmetice. Tím bude zaruèeno, ¾e aritmeti-zaci, to znamená kódování formálního systému aritmetiky, lze provést v ní samé.Z toho pak plynou dùle¾ité výsledky o formálním systému aritmetiky, neúplnost,nerozhodnutelnost, nede�novatelnost pravdy, nemo¾nost dokázat bezespornostaritmetiky v ní samé a dal¹í výsledky.2.5 Enumerovatelnost R a problém zastavení Pøipomeòme konvenci,která se pou¾ívá pro rovnost mezi èásteènými rekursivními funkcemi.Rovnost f(n) = g(n)znamená, ¾e funkce f je de�nována pro èíslo n právì kdy¾ pro n je de�novánai funkce g a obì hodnoty se sobì rovnají. Podobná úmluva platí i pro funkcevíce promìnných a pro pøípad, kdy nìkteré promìnné mohou vystupovat jakoparametry, napøíklad pro rovnost h(p; q) = g(p), kde èíslo q hraje roli parametru.Je-li funkce f de�nována pro pøirozené èíslo n , øíkáme také, ¾e f(n)konverguje a pí¹eme f(n) <1. Jinak øíkáme, ¾e f(n) diverguje.Enumerovatelnost tøídy R je dùsledkem následujícího tvrzení2.6 Vìta o normální formì (Kleene, Turing) Pro ka¾dé pøirozené èíslok � 1 existuje èásteèná rekursivní funkce �k+1 (k+1) promìnných taková, ¾e(i)de�nujeme-li pro ka¾dé pøirozené n a pøirozená èísla n1; : : : ; nk�n(n1; : : : ; nk) = �k+1(n; n1; : : : ; nk)pak �n je èásteèná rekursivní funkce.(ii) ka¾dá èásteèná rekursivní funkce k promìnných je rovna funkci �n pronìkteré pøirozené èíslo n. ut2.7 Øíkáme, ¾e funkce �k+1 je universální pro tøídu v¹ech èásteèných rekur-sivních funkcí k promìnných a ¾e pøirozené èíslo n je indexem funkce �n.Z vìty o normální formì pro ka¾dé k � 1 bezprostøednì vyplývá enumerova-telnost mno¾iny v¹ech èásteèných rekursivních funkcí k promìnných, speciálnìmno¾iny v¹ech èásteèných rekursivních funkcí jedné promìnné.2.8 Problém zastavení Enumerace mno¾iny v¹ech èásteèných rekursivníchfunkcí jedné promìnné dovoluje de�novat jistou mno¾inu pøirozených èísel, kteránení rekursivní a na kterou lze redukovat øadu problémù rozhodnutelnosti.2.9 Vìta Mno¾ina 4



K = fnj �n(n) <1gnení rekursivní. utDùkaz vìty se provádí diagonalizací. Kdyby K byla rekursivní mno¾ina, potomfunkce g de�novaná pøedpisemg(n) = ( �n(n) + 1 je-li n 2 K0 jinakby byla (totální) rekursivní funkce, která by byla rùzná ode v¹ech funkcí �n; n 2N: To by bylo ve sporu s vìtou o normální formì, mno¾inaK tedy není rekursivní.ut 2.10 Zbývá je¹tì vysvìtlit jaký má mno¾ina K vztah k zastavení. Turing se-strojil rekursivní predikát T (n;m; p), který charakterisuje výpoèty universálníhoTuringova stroje. Pro libovolná pøirozená èísla n;m je hodnota �n(m) je de�-nována právì kdy¾ existuje pøirozené èíslo p takové ¾e platí T (n;m; p). Èíslo pkoduje protokol výpoètu a hodnotu �n(m) z nìj lze vypoèítat. Pokud takové pneexistuje (\Turingùv stroj se nezastaví"), hodnota �n(m) není de�nována.Proto je mo¾no mno¾inu K ekvivalentnì vyjádøit následujícím zpùsobemK = fn j 9 p T (n; n; p)ga K sestává ze v¹ech èísel n, pro která se výpoèet hodnoty �n(n) universálnímTuringovým strojem zastaví.3 Nerozhodnutelnost predikátové logikyNyní uká¾eme, ¾e problém rozhodnutelnosti predikátové logiky I. øádu lze redu-kovat na nerozhodnutelnost problému zastavení.3.1 Vìta (Church) Nech» L je spoèetný jazyk prvního øádu, který obsahujedostateènì mnoho speciálních symbolù. Jinými slovy, pøedpokládáme, ¾e� L obsahuje alespoò jednu konstantu a alespoò jeden funkèní symbol èetnostin � 1.� pro ka¾dé pøirozené èíslo n jazyk L obsahuje spoèetnì mnoho predikátovýchsymbolù èetnosti n a ne více.Potom mno¾ina fA jA je uzavøená formule jazyka L a j= Ag (1)5



v¹ech logicky pravdivých sentencí jazyka L není rozhodnutelná. V takovém pøí-padì øíkáme, ¾e predikátová logika s jazykem L je nerozhodnutelná. utNáznak dùkazu. Ke ka¾dému pøirozenému èíslu n pøiøadíme uzavøenou formuliAn takovou, ¾e j= An právì kdy¾ n 2 K (2)Potom ka¾dá algoritmická procedura, která by rozhodovala o prvcích mno¾iny(1) by rozhodovala i o prvcích mno¾iny K, která podle Vìty 2.9 není rekusivní.Mno¾ina (1) tedy není rozhodnutelná.Zbývá sestrojit uzavøené formuleAn, pro které by platilo (1). Mno¾ina K bylasestrojena diagonalizací enumerace v¹ech èásteèných rekursivních funkcí jednépromìnné. Z vìty o normální formì víme, ¾e enumerace je dána jedinou èásteènourekursivní funkcí �2 dvou promìnných.K sestrojení formulí An vyu¾ijeme logických programù pro rekursivní funkce(viz [7]) v daném jazyce L. Numerály0; 1; 2; : : : ; n; n+ 1; : : :kódujeme termy c; f(c); f(f(c)); : : : ; fn(c); fn+1(c); : : :pokud c je nìjaká konstanta a f je nìjaký unární funkèní symbol jazyka L. PokudL neobsahuje unární funkèní symbol, kodujeme numerály napøíklad pomocí termùc; f(c; : : : ; c); f(c; : : : ; c; f(c; : : : ; c; )); : : :V jazyce L je mo¾né sestrojit logický program P, takový, ¾e pro jistý predikát p�a pøirozená èísla n;m; r platí�2(n;m) = r právì kdy¾ existuje SLD-zamítnutí pro P [ f p�(n;m; r)g (3)Platí-li (3), øíkáme, ¾e program P poèítá funkci �2. Nyní pro libovolné n dostá-váme n�K právì kdy¾ 9r (�2(n; n) = r)právì kdy¾ existuje SLD�zamítnutí pro P[f p�(n; n; r)gprávì kdy¾ P j= 9r p�(n; n; r)právì kdy¾ j= P ! 9r p�(n; n; r)kde v poslední implikaci chápeme P jako konjunkci v¹ech klauzulí programuP . Oznaèíme-li nyní tuto implikaci An, ukázali jsme, ¾e platí (2). Vìta 3.1 jedokázána. ut6



3.2 Podrobnìj¹ím rozborem konstrukce programu P z dùkazu pøedchozí vìtybychom zjistili, jaké po¾adavky na jazyk L jsou pro tento dùkaz nerozhodnu-telnosti postaèující. Pøi konstrukci logického programu pro výpoèet Turingovapredikátu jsme pou¾ili jen koneènì mnoho predikátových symbolù. Konstrukceprogramu P nepou¾ívá predikát rovnosti.Dal¹í podstatnou redukcí je mo¾né získat napøíklad tento výsledek. ut3.3 Vìta Je-li L jazyk prvního øádu bez rovnosti, který obsahuje alespoò dvabinární predikáty, potom predikátová logika s tímto jazykem je nerozhodnutelná.ut4 Aritmetizovatelnost formálních systémùRekursivní funkce dovolují efektivnì kódovat syntaktické výrazy, termy, formule aposloupnosti formulí libovolného jazyka prvního øádu L pomocí pøirozených èísel.Pokud je T teorie s jazykem L a mno¾ina (kódù) axiomù teorie je rekursivní, jemo¾né efektivnì kódovat také dùkazy provádìné v teorii T .Kódování øetìzcù znakù má dvì stránky. Je tøeba dát pøedpis, kterým se kódygenerují a potom je tøeba ovìøit, ¾e takový pøedpis popisuje vyèíslitelnou, tedyrekursivní funkci. Omezíme se zde jen na první stránku problému. Ovìøení, ¾ekódujeme pomocí rekursivních funkcí ponecháme na ètenáøi, který je seznámense základy teorie rekurse. Ostatní ètenáøi mohou tento fakt pøijmout bez dùkazu.4.1 Dìlení se zbytkem de�nuje dvì binární (primitivnì) rekursivní funkceq a r de�nované následovnìq(x; y) = minz � x[(y(z + 1) > x)]r(x; y) = x � (y � q(x; y))kde u � v = u � v pokud u � v a jinak u � v = 0: Je-li b 6= 0 potom q(a; b) jeceloèíselný podíl a r(a; b) je zbytek pøi dìlelní èísla a èíslem b. ut4.2 Mno¾ina prvoèísel se dá podle velikosti uspoøádat do posloupnostip0; p1; p2; : : :kde p0 = 2; p1 = 3; p2 = 5; : : : a pn je n-té prvoèíslo. Podle Eukleidova dùkazuexistence nekoneènì mnoha prvoèísel je pi+1 � pi! + 1 proto mù¾eme de�novatposloupnost (funkci) pi taktop0 = 2pi+1 = min y � (pi! + 1)f(y > pi) & 8z < y[(z � 1) _ (r(y; z) >0)]g 7



Dá se ukázat, ¾e pi je (primitivnì) rekursivní funkce promìnné i. Polo¾íme-li(z)x = min y < z(r(z; (px)y+1) > 0)pak pro z > 0 je (z)x nejvìt¹í y takové, ¾e (px)y je dìlitelem èísla z. Platí ta-ké (0)x = 0, ale nebudeme to potøebovat. Øíkáme, ¾e (z)x je x-tý exponent vprvoèíselném rozvoji èísla z. ut4.3 Kódování koneèných posloupností èísel Chceme vzájemnì jedno-znaènì kódovat koneèné posloupnosti(n0; n1 : : : ; nk)pomocí pøirozených èísel.K tomu mù¾eme pou¾ít posloupnosti prvoèísel2; 3; 5; 7; 11; 13; : : :kterou enumeruje jistá rekursivní funkce p. Pro libovolné i budeme i-té prvoèíslooznaèovat pi místo p(i). Nyní mù¾eme de�novat(i) hn0; n1 : : : ; nki = pn0+10 � pn1+11 � : : : � pnk+1k pro k � 0hi = 1(ii) �i(n) = (n)i � 1kde (n)i je i-tý exponent èísla n(iii) Seq(a)$ a = hb0; : : : ; bni pro nìjaké ~b ut4.4 Lemma(i) hn0; n1; : : : ; nki = hm0;m1; : : : ;mli právì kdy¾k = l a ni = mi pro ka¾dé i � k(ii) lh(hn0; : : : ; nki) = k + 1lh(hi) = 0kde lh(n) = k+1, jestli¾e k je index u nejvìt¹ího prvoèíslas nenulovým exponentemèísla n.lh(n) = 0, jestli¾e n = 0 nebo n = 1(iii) �i(hn0; : : : ; nki) = ni pro i � k(iv) Pro ka¾dé k je hn0; : : : ; nki je rekursivní funkce(v) �i(n) rekursivní v promìnných i; n(vi) Seq(n) je rekursivní predikát ut8



Dùkaz (vi) Seq(n)$ 8x < lh(n)((n)x 6= 0 _ n = 1) ut4.5 Vìta Existuje rekursivní funkce ? taková, ¾ehn0; : : : ; nki ? hm0; : : : ;mli = hn0; : : : ; nk;m0; : : : ;mli utDùkaz Staèí polo¾it a ? b = a � i=lh(b)�1Yi=0 p(b)ilh(a)+iPotom dokazovaná rovnost platí a také a ? hi = a = hi ? a ut4.6 Jazyk aritmetiky (i) Jazyk aritmetiky I. øádu má tyto symbolyx0; x1; x2; : : : promìnné:;!;8;= logické symboly(; ) závorky0; S;+; � funkèní symboly(ii) Tøída termù T je de�nována takto0 2 T xi 2 T (1)Je-li t1; t2 2 T potom takéSt1 2 T(t1 + t2) 2 T (2)(t1 � t2) 2 T(iii) Tøída formulí F je de�nována taktoje-li t1; t2 2 T ; potom t1 = t2 2 F (3)je-li t1; t2 2 T ; potom t1 � t2 2 Fje-li A;B 2 F ; potom :A 2 F(A! B) 2 F (4)8xi A 2 F utPøipomeòme, ¾e výrazy 9



A _B; A & B; A$ B a 9x Ajsou zkratky za formule:A! B; :(A! :B); ((A! B) & (B ! A)) a :8x :ANyní se budeme vìnovat teoriím, jejich¾ jazyk je toto¾ný s jazykem aritmetikyL = f0; S;+; �;�gnebo je jeho roz¹íøením.Pro kódování syntaktických objektù jazykù prvního øádu se pou¾ívá rùznýchmetod. Vìt¹ina z nich pou¾ívá relace dìlitelnosti na mno¾inì pøirozených èísel ajednoznaènost kódù je zaruèena jednoznaèností prvoèíselných rozvojù pøirozenýchèísel. Uvedeme zde jednu z nich.4.7 Kódování termù a formulí Nejprve pøiøadíme ka¾dému symbolu sjazyka aritmetiky urèité èíslo �(s) a potom budeme pøiøazovat kódy termùm aformulím.Jazyk aritmetiky obsahuje nekoneènì mnoho promìnných, tìm pøiøadíme poøadì sudá èísla, polo¾íme�(xi) = 2i pro ka¾dé pøirozené i.Speciálním symbolùm pøiøadíme lichá èísla napøíklad�(0) = 1 �(S) = 3 �(+) = 5 �(�) = 7 �(=) = 9 �(�) = 11a logickým symbolùm dal¹í dosud nepou¾itá lichá èísla�(:) = 13 �(!) = 15 �(8) = 17Jako kódy dal¹ích symbolù pøípadného roz¹íøení jazyka aritmetiky mohouslou¾it v¹echna zbývající lichá èísla.(i) Nyní ka¾dému termu t pøiøadíme pøirozené èíslo ]t následujícím pøedpisem.Je-li t promìnná xi pro nìjaké pøirozené i, potom]t = h�(xi)i = h2ii (1)Jsou-li r a s termy, pøiøadíme] 0 = h1i ] Sr = h�(S); ] ri (2)] (r + s) = h�(+); ]r; ]si ](r � s) = h�(�); ]r; ]si (3)10



Libovolné formuli A pøiøadíme pøirozené èíslo ]A následujícím zpùsobemJsou-li r a s termy, B a C formule, potom] (r = s) = h�(=); ]r; ]si ](r � s) = h�(�); ]r; ]si (4)]:B = h�(:); ]B; i ](B ! C) = h�(!); ]B; ]Ci (5)](8xiB) = h�(8); h2ii; ]Bi pro i = 0; 1; 2; : : : (6)Oznaèíme-li T (x) charakteristickou funkci mno¾iny kódù v¹ech termù, potomplatíT (x)$ (x = h1i) _ 9u < x(x = h2ui)__9u < x9v < x[T (u) & T (v) && f(x = h�(S); ui) _ (x = h�(+); u; vi) _ (x = h�(�); u; vig]Dá se ukázat, ¾e T (x) je (primitivnì) rekursivní predikát. Podobnì se dá ukázat,¾e existuje rekursivní funkce F (x), která je charakteristickou funkcí mno¾inyfxjx = ](A) a A je formule jazyka aritmetikyg utV dal¹ím budeme pou¾ívat kódy instancí formulí, potøebujeme tedy rozpoz-návat z kódu formule její volné promìnné a také sestrojit kód její instance, kterávznikne dosazením termu za její volné promìnné.4.8 Promìnné, termy a formule (i) Polo¾íme-liV ar(x)$ x = h(x)0i & 9y � x((x)0 = 2:y)potom V ar je rekursivní predikát a V ar(x) platí, právì kdy¾ x se rovná kódunìjaké promìnné xy:(ii) De�nujeme funkci sub(x; y; z) takovou, ¾e pro libovolný term t; formuli Aa term s platí sub(]t; ]y; ]s) = ](ty[s]) sub(]A; ]y; ]s) = ]Ay[s]Polo¾ímesub(x; y; z) = 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: z je-li V ar(y) & x = yh(x)0; sub((x)1; y; z)i je-li lh(x) = 2h(x)0; sub((x)1; y; z); sub((x)2; y; z)i je-li lh(x) = 3& (x)0 6= �(8)h(x)0; (x)1; sub((x)2; y; z)i je-li x = h�(8); (x)1; (x)2i& (x)1 6= yx jinak11



Z pøedchozí de�nice plyne, ¾e sub(x; y; z) je rekursivní funkce. Podobným postu-pem bychom mohli de�novat rekursivní funkci Sub(x; ~y; ~z); která generuje kódtermu nebo formule, do které byly substituovány termy s kódy z1; z2; : : : ; zk zapromìnné s kódy y1; y2; : : : ; yk. utPredikát Fvar(x, y) takový, ¾e pro libovolnou formuli A a promìnnou x platíFvar(]A; ]x) právì kdy¾ promìnná x má volný výskyt ve formuli A lze de�novattaktoFvar(x; y)$ f[x = y & V ar(x)] _ [Fvar((x)1; y) & lh(x) = 2]__[(lh(x) = 3 & (x)0 6= �(8)) & (Fvar((x)1; y)_Fvar((x)2; y))]_[Fvar((x)2; y) & (x)1 6= y]gNyní by bylo mo¾né de�novat predikát Sbtl(x; y; z) takový, ¾e pro libovolnouformuli A, term t a promìnnou x platí Sbtl(]A; ]x; ]t); právì kdy¾ t je termsubstituovatelný do A za promìnnou x. ut4.9 Kódy numerálù a instancí (i) De�nujeme-li pro libovolné pøirozenéèíslo n funkci num pøedpisemnum(n) = ]�n (7)potom num(0) = h1inum(n+ 1) = h�(S); num(n)ia z de�nice (7) plyne, ¾e num je rekursivní funkce.Podle 4.8 pro libovolné pøirozené èíslo n; promìnnou y; term t; a formuli Aplatísub(]t; ]y; num(n)) = ]ty[n] sub(]A; ]y; num(n)) = ]Ay[n] ut5 RepresentovatelnostUva¾ujeme relace a funkce na mno¾inì pøirozených èísel N standardního mo-delu aritmetiky. Je-li R k-ární relace a n1; n2; : : : ; nk jsou pøirozená èísla, pí¹emeR(n1; n2; : : : ; nk) místo (n1; n2; : : : ; nk) 2 R. Pí¹eme také A(n1; n2; : : : ; nk) místoinstance Ax1;x2;:::;xk [n1; n2; : : : ; nk]: Chceme-li zdùraznit v¹echny nebo jen nìkterévolné promìnné formule A; pí¹eme A(x1; x2; : : : ; xk) místo A:5.1 De�nice Nech» T je teorie prvního øádu s jazykem aritmetiky L.(i) Øíkáme, ¾e k-ární relace R � Nk je representovatelná v teorii T , jestli¾eexistuje formule A v jazyce L s volnými promìnnými x1; x2; : : : ; xk taková, ¾e prolibovolná n1; n2; : : : ; nk 2 N platí 12



je-li R(n1; n2; : : : ; nk) potom T ` A(n1; n2; : : : ; nk)je-li :R(n1; n2; : : : ; nk) potom T ` :A(n1; n2; : : : ; nk)Øíkáme, ¾e formule A representuje relaci R v teorii T .(ii) Øíkáme, ¾e (èásteèná) k-ární funkce f; y = f(x1; x2; : : : ; xk) je represen-tovatelná v teorii T , jestli¾e existuje formule A v jazyce L s volnými promìnnýmix1; x2; : : : ; xk; y taková, ¾e pro libovolná n1; n2; : : : ; nk 2 N platíT ` A(n1; n2; : : : ; nk; y)$ y = nk+1kde nk+1 = f(n1; n2; : : : ; nk):Øíkáme, ¾e formule A representuje funkci f v teorii T . utNásledující lemma uvádíme bez dùkazu.5.2 Lemma (i) Jsou-li T a S teorie takové, ¾e T � S � Th(N) 2, potom v¹e-chny relace a funkce, které jsou representovatelné v T , jsou také representovatelnév S.(ii) Ve sporné teorii jsou representovatelné v¹echny relace a funkce.(iii) Je-li T bezesporná a rekursivnì axiomatizovatelná 3, potom ka¾dá rela-ce representovatelná v T je rekursivní a ka¾dá funkce representovatelná v T je(èásteèná) rekursivní. ut5.3 De�nice Je-li T � Th(N) teorie s jazykem aritmetiky a jsou-li v¹echnyrekursivní relace a v¹echny èásteèné rekursivní funkce representovatelné v T ,pí¹eme Repr T . ut5.4 Robinsonova aritmetika je teorie prvního øádu s jazykem aritmetikya následujícími osmi axiomyQ1 S(x) 6= 0 Q6 x � 0 = 0Q2 S(x) = S(y)! x = y Q7 x � S(y) = (x � y) + xQ3 x 6= 0! 9y(x = S(y)) Q8 x � y$ 9z(z + x = y)Q4 x+ 0 = xQ5 x+ S(y) = S(x+ y)2viz 5.63viz 7.1 13



Tuto teorii nazýváme Robinsonova aritmetika a budeme ji oznaèovat Q. Teo-rie Q má koneènì mnoho axiomù, zavedeme je¹tì dvì aritmetiky s nekoneènýmpoètem axiomù. ut5.5 Peanova aritmetika je teorie prvního øádu s jazykem aritmetiky. Máaxiomy Q1, Q2, Q4 - Q8 a nekoneènì mnoho axiomù, které speci�kuje následujícíSchema indukce: Pro ka¾dou formuli A a promìnou x je následující formuleaxiomem indukce Ax[0]! f8x(A! Ax[S(x)])! 8xAgTuto teorii nazýváme Peanova aritmetika a budeme ji oznaèovat P . Dá seukázat, ¾e axiom Q3 je v ní dokazatelný. Peanova aritmetika je tedy roz¹íøenímRobinsonovy aritmetiky Q. ut5.6 Úplná aritmetika Th(N) je teorie v jazyku aritmetiky, její¾ axiomy jsouv¹echny sentence pravdivé ve standardním modelu aritmetiky N, tedyTh(N) = fAjA je uzavøená formule a N j= AgProto¾e v¹echy axiomy Peanovy aritmetiky jsou splnìny ve standardním mo-delu N, jejich uzávìry jsou pravdivé v N a jsou prvky mno¾iny Th(N). Úplnáaritmetika je tedy roz¹iøením P . utNásledující vìty uvádíme bez dùkazu.5.7 Vìta (i) Repr Q(ii) Repr P(iii) Repr Th(N) ut5.8 Nejtì¾¹í je dokázat representovatelnost rekursivních relací a funkcí v nej-slab¹í z tìchto tøí aritmetik v Robinsonovì aritmetice Q. Zbývající tvrzení pakplynou z Lemmatu 5.2.5.9 Lemma o diagonalisaci Nech» T je teorie taková, ¾e platí Repr T . Proka¾dou formuli A s jednou volnou promìnnou x existuje sentence DA taková, ¾eplatí T ` DA $ Ax[]DA]Sentence DA øíká \mám vlastnost A". utDùkaz. Budeme diagonalizovat mno¾inu v¹ech formulí s jednou volnou pro-mìnnou v1. Nech» v dal¹ím oznaèuje B(v1) popøípadì jen B formuli s jednouvolnou promìnnou. De�nujme funkci F : N2 ! N pøedpisem14



F (n;m) = ( ]B(m) je-li n = ]B0 jinakF je rekursivní funkce a pro libovolnou formuli B s jednou volnou promìnnouplatí F (]B;m) = ]B(m) = sub(]B; ]v1; num(m))Z representovatelnosti F v T plyne existence formule C(v1; v2; v3), která re-presentuje funkci F v T . Pro libovolnou formuli A s jednou volnou promìnnoupolo¾íme D(x) � 8z(C(x; x; z)! A(z))DA � 8z(C(]D; ]D; z)! A(z))Proto¾e D má jednu promìnnou volnou a DA je tvaru D(]D), dostávámeF (]D; ]D) = ]DA (1)Nyní zbývá dokázatT ` DA $ A(]DA)K dùkazu ekvivalence pou¾ijeme toho, ¾e formule C representuje funkci F .Proto podle (1)T ` C(]D; ]D; z)$ z = ]DA (2)Pøitom podle vìt o rovnosti platí` A(]DA)$ 8z(z = ]DA ! A(z))odtud s pou¾itím (2) a vìty o ekvivalenci dostávámeT ` A(]DA)$ 8z(C(]D; ]D; z)! A(z))Na pravé stranì ekvivalence je formule DA. Tím je vìta dokázána. ut15



6 Nede�novatelnost pravdy v aritmeticeBudeme nyní zkoumat sémantiku formálních systémù, které se zdají dosti silné,aby mohly svými prostøedky vyjadøovat tvrzení o pravdivosti èi nepravdivostisvých tvrzení.Je-li T teorie s jazykem aritmetiky, uva¾ujeme mno¾inu v¹ech sentencí prav-divých ve v¹ech modelech teorie T , tedy mno¾inuTh(T ) = fAjA je sentence a T j= Ag (1)Abychom mohli øíci, ¾e pojem pravdy v teorii T je de�novatelný v teorii Tsamé, je tøeba ukázat, ¾e mno¾ina (1) je representovatelná v teorii T .6.1 Vìta (A. Tarski) (i) Nech» T je bezesporné roz¹íøení Robinsonovy arit-metiky Q, pro které platí Repr(T ). Je-li mno¾ina Th(T ) v¹ech pravdivých sen-tencí teorie T representovatelná v T , pak existuje sentence D jazyka teorie Ttaková, ¾e ani D ani :D není prvkem mno¾iny Th(T ).(ii) Th(N) není representovatelná v Th(N). utK dùkazu vìty pou¾ijeme následující tvrzení.6.2 Lemma Nech» T je bezesporné roz¹íøení aritmetiky Q; Je-li mno¾inav¹ech pravdivých sentencí teorie T representovatelná v T , potom existuje sentenceD taková, ¾e ani D ani :D není dokazatelná v T . utDùkaz. Pøedpokládejme, ¾e mno¾ina (1) je representovatelná v T a ¾e formuleTrue(x0) tuto mno¾inu representuje. Potom pro ka¾dou sentenci A platíT ` True(]A) právì kdy¾ T j= APodle vìty o úplnosti mù¾emena pravé stranì nahradit sémantický symbol prosplòování j= symbolem ` pro dokazatelnost. Polo¾íme-li False(x0) � :True(x0),pak podle lemmatu o diagonalizaci 5.9 existuje sentence D taková, ¾eT ` D$ False(]D) (2)Sentence D øíká \já nejsem pravdivá". Budeme-li nyní postupovat podobnìjako pøi rozboru paradoxu lháøe doká¾eme, ¾e ani D ani :D nemù¾e být vìtouteorie T . 16



Je-li T ` D potom T ` False(]D): Z de�nice predikátu False pak T =̀D vesporu s pøedpokladem o dokazatelnosti D: Sentence D tedy není vìtou.Je-li naopak T ` :D potom podle (2) je T ` True(]D) a tedy T ` D;odkud by plynula spornost teorie T . Proto ani :D není vìtou teorie T . Tím jelemma dokázána. utDùkaz Vìty 6.1 Tvrzení (i) vyplývá pøedchozího lemmatu a faktu, ¾e podleVìty o úplnosti predikátové logiky platí T ` D právì kdy¾ T j= D: Teorie Ttedy není úplná.Tvrzení (ii) plyne z (i) a faktu, ¾e Th(N) je úplná teorie. ut6.3 Tarského Vìta o nede�novatelnosti pravdy má velký význam pro studiumsémantiky. Tvrzení (ii) ukazuje, ¾e dostateènì silný formální systém nemù¾e sou-èasnì splòovat následující dva po¾adavky.(i) T je úplný, to znamená, ¾e ka¾dá sentence je buï pravdivá nebonepravdivá v T:(ii) Pravdu, tedy predikát True(x) lze vyjádøit v T .Známý paradox lháøe je zalo¾en na pøedpokladu, ¾e oba po¾adavky (i) a (ii)jsou splnìny v bì¾ném ¾ivotì.Tarského vìtu lze struènì vyjádøit tvrzením \není mo¾né de�novat pravdupro aritmetiku uvnitø aritmetiky ".7 Gödelovy vìtyJe-li T teorie s jazykem aritmetiky, ukázali jsme jak se kódují termy a formulejazyka aritmetiky a mù¾eme de�novat mno¾inu ThmT kódù vìt teorie Tnásledovnì ThmT = f]A j A je formule a T ` Ag (1)Nyní mù¾eme precisovat pojem rozhodnutelnosti, který jsme v intuitivnímzpùsobem zavedli v prvním paragrafu této kapitoly. Teorie T je rozhodnutelná,právì kdy¾ (1) je rekursivní mno¾ina. Abychom pro konkrétní teorii T dokázali,¾e je rozhodnutelná, potøebujeme algoritmy, které dovolují� rozpoznávat kódy axiomù teorie T� rozpoznávat kódy axiomù predikátové logiky� rozpoznávat kódy dùkazù teorie T17



Naznaèíme jak toho lze dosáhnout. Budeme pracovat s jazykem aritmetiky,ale metoda kódování je obecná. Nejprve budeme charakterizovat mno¾inu axiomùa odvozovací pravidla predikátové logiky.7.1 Kódy axiomù a odvozovacích pravidel predikátové logikyDe�nujeme-li predikát Avl(x) pøedpisemAvl(x)$ 9u < x9v < x9w < xfF (u) & F (v) & F (w) && f[x = h�(!); u; h�(!); v; uii]__[ � � � ] _ [ � � � ]ggPrvní hranatá závorka popisuje výrokové axiomy tvaru(A! (B ! A))kde u = ]A a v = ]B. Charakterizaci zbývajících dvou typù axiomù výrokovélogiky není tì¾ké doplnit. Podobnì lze pomocí predikátù Sub(x; y; z); Sbtl(x; y; z)a Fvar(x; y) z odstavce 4.8 charakterizovat oba typy axiomù pro universálníkvanti�kátor a axiomy rovnosti. Tímto postupem bychom de�novali predikátApl(x), charakterizující mno¾inu v¹ech kódù axiomù predikátové logiky. Pokudbychom postupovali rozumnì, dalo by se ukázat, ¾e je to rekursivní predikát.V obecném pøípadì mù¾e být mno¾ina axiomù teorie T dána jako zcelalibovolná podmno¾ina mno¾iny v¹ech formulí. ProtoAxT = f]A j A 2 Tgnemusí být rekursivní mno¾ina. V pøípadì, ¾e je rekursivní øíkáme, ¾e teorie Tje rekursivnì axiomatizovaná.Má-li teorie jen koneènì mnoho axiomù, pak je rekursivnì axiomatizovaná.To je pøípad Robinsonovy aritmetiky Q: Dá se ukázat, ¾e schema indukce Pea-novy aritmetiky má rekursivní mno¾inu kódù, tak¾e Peanova aritmetika je takérekursivnì axiomatizovaná.Na druhé stranì uká¾eme, ¾e mno¾ina kódù axiomù Th(N) není rekursivní.To znamená, ¾e Th(N) není rekursivnì axiomatizovaná.Pøi charakterizací kódù dùkazù potøebujeme de�novat predikáty, které charak-terizují odvozování podle pravidel Modus ponens a Pravidla generalizace.Polo¾íme-liMp(x; y; z)$ (F (x) & F (z) & y = h�(!); x; zi)pak Mp(x; y; z) platí právì kdy¾ formule s kódem z je odvozena z formulí skódy x a y pravidlem Modus ponens. Podobnì de�nujeme-li predikát Gen(x; y)de�novaný pøedpisem 18



Gen(x; y)$ (F (x) & 9i < y(y = h�(8); h2ii; xi))potom Gen(x; y) platí právì kdy¾ y je kód formule, která byla odvozena pra-vidlem generalizace z fomule s kódem x. Dá se ukázat, ¾e oba predikáty jsourekursivní.7.2 Kódování dùkazù Následující úvahu lze provést pro rekursivnì axio-matizované teorie s obecným jazykem, ne nutnì s jazykem aritmetiky. Formule adùkazy takové teorie lze kódovat metodou popsanou v odstavcích 4.6 a 7.1 prospeciální pøípad jazyka aritmetiky.Nech» T je rekursivnì axiomatizovaná teorie. V dùkazech vìt teorie Tvystupují jednak axiomy predikátové logiky, jednak speciální axiomy teorie T .Polo¾íme-li Ax(x)$ (Apl(x) _AxT (x))pak Ax je rekursivní predikát, který charakterizuje mno¾inu v¹ech formulí, kterémohou v dùkazech vìt teorie T vystupovat jako axiomy. Predikát ProofT ;takový, ¾e ProofT (x; y) platí právì kdy¾ èíslo x je kódem dùkazu formule skódem y lze de�novat taktoProofT (x; y)$ fSeq(x) & lh(x) > 0 & y = (x)lh(x)�1 &8i < lh(x)[Ax((x)i) _ 9j < i 9k < i (Mp((x)j ; (x)k; (x)i))_9j < i (Gen((x)j; (x)i))]gPotom ProofT je rekursivní predikát a ProofT (d; ]A) platí právì kdy¾ d jekódem dùkazu formule A.Mù¾eme nyní de�novatThmT(x)$ 9dProofT (d; x)proto¾e na pravé stranì je neomezený kvanti�kátor, nemù¾eme øíci, ¾e predi-kát ThmT je rekursivní. Z výsledkù teorie rekurse v¹ak plyne, ¾e neomezenouexistenèní kvanti�kací dostáváme z rekursivního predikátu rekursivnì spoèetnýpredikát. Mno¾ina (1) je tedy rekursivnì spoèetná.Odtud plyne následující tvrzení.7.3 Vìta Je-li T rekursivnì axiomatisovaná teorie, potom mno¾ina ThmTkódù vìt teorie T je rekursivnì spoèetná. ut7.4 Vìta o nerozhodnutelnosti aritmetiky (Church 1936) Je-li Tbezesporné roz¹íøení Robinsonovy aritmetiky, Q; potom T je nerozhodnutelnáteorie. utDùkaz. Kdyby T byla rozhodnutelná teorie, pak existuje formule A(x) sjednou volnou promìnnou x , representující v Q mno¾inu v¹ech vìt teorie T . Toznamená, ¾e pro libovolnou sentenci B platí19



T ` B implikuje Q ` A(]B)T =̀B implikuje Q ` :A(]B)Nech» D je diagonální sentence pro formuli :A(x) , tedy nech»Q ` D $ :A(]D)Mù¾eme øíci, ¾e formule D o sobì tvrdí "já nejsem vìta teorie T".Uva¾ujme následující dva pøípady.(i) Je-li T ` D;potom Q ` A(]D);odkud dostáváme Q ` :Da také T ` :D:proto¾e T je roz¹íøením Q: To protiøeèí bezespornosti T:(ii) Podobnì, je-li T =̀ Dpotom Q ` :A(]D):Odtud Q ` Da také T ` D;a to je ve sporu s pøedpokladem o nedokazatelnosti formule D v T . Teorie Ttedy není rozhodnutelná. ut7.5 Lemma Je-li T úplná a rekursivnì axiomatizovaná teorie, potom T jerozhodnutelná teorie. utDùkaz. Úplnost teorie se vztahuje k uzavøeným formulím (sentencím). Budeproto u¾iteèné k danému kódu formule sestrojit kód formule, která je ekvivalentnís jejím uzávìrem. De�nujme funkci F následujícím zpùsobem20



F (0; a) = aF (n+ 1; a) = h�(8); ]xn; F (n; a)ia funkci U pøedpisem U(a) = F (a+ 1; a)Je-li a kód formule A, potomU(a) = ](8xa8xa�1 : : :8x0 A)Pøitom, je-li xi promìnná, která má volný výskyt v A; platíi � ]xi < ]A = a;tedy 8xa8xa�1 : : :8x0 A je uzavøená formule. Z úplnosti teorie T plyne proka¾dou uzavøenou formuli A:ThmT (]A)$ ThmT(h�(:); ]Ai)Pro libovolné pøirozené èíslo a dostáváme:ThmT (a)$ :For(a) _ ThmT (h�(:); U(a)i)$ 9d(:For(a) _ ProofT (d; h�(:); U(a)i))kde For(a) znamená, ¾e èíslo a je kodem formule. Pravá strana ekvivalen-ce ukazuje, ¾e :ThmT je rekursivnì spoèetný predikát. Proto¾e ThmT je takérekursivnì spoèetný, podle Postovy vìty je ThmT rekursivní predikát a T je roz-hodnutelná teorie. ut7.6 Vìta o neúplnosti aritmetiky (Gödel, Rosser) Je-li T rekursivnìaxiomatizované roz¹íøení Robinsonovy aritmetiky, pak T není úplná teorie. utDùkaz. Kdyby T byla úplná, pak je podle lemmatu 7.5 rozhodnutelná, a toodporuje tvrzení Vìty 7.4. Teorie T není úplná. ut7.7 Oznaèení Je-li T bezesporné, rekursivnì axiomatizované roz¹íøení Pea-novy aritmetiky P a A je formule, pí¹emeut A jako zkratku za formuli ThmT (]A)ConT jako zkratku za formuli :ut 0 = 1 ut7.8 Druhá vìta o neúplnosti (Gödel 1931) Nech» T je bezesporné,rekursivnì axiomatizovatelné roz¹íøení Peanový aritmetiky.Potom T =̀ ConT21



utDùkaz pou¾ívá vìt 7.10 a 7.12. Zatím uvedeme dùsledek, který se týká teoriemno¾in. ZFC oznaèuje teorii mno¾in s axiomem výbìru v axiomatice podle Zer-mela a Fraenkela. Podrobný výklad této teorie mno¾in a její axiomatiky je mo¾nénajít v monogra�i [1]. ut7.9 Dùsledek Je-li ZFC bezesporná teorie, potomZFC =̀ ConZFC . utNásledující tøi tvrzení se nazývají Löbovy podmínky. Jsou elegantnìj¹í versíHilbertových a Bernaysových podmínek na formalisaci dùkazù v aritmetice.7.10 Vìta Je-li T bezesporné, rekursivnì axiomatizované roz¹íøení Peanovyaritmetiky, potom platí(L1) T ` ut(A! B)! (utA! utB)(L2) T ` utA! ututA(L3) T ` A implikuje T ` utA utDùkaz je proveden v 7.15 a 7.19. ut7.11 Princip re
exe Pro dokazatelné formule Peanovy aritmetiky z vìty okorektnosti plyne P ` A implikuje N j= AFormalizujeme-li toto tvrzení v Peanovì aritmetice dostáváme tak zvaný prin-cip re
exe pro formuli A. P ` ut A! A utNásledující vìta ukazuje, ¾e princip re
exe v P lze dokázat jen pro vìty Peano-vy aritmetiky a ¾e obdobné tvrzení platí pro rekursivnì axiomatizovaná roz¹íøeníPeanovy aritmetiky.7.12 Vìta (Löb 1955) Nech» T je rekursivnì axiomatizované roz¹íøeníPeanovy aritmetiky, nech» A je sentence, potom platíT ` ut A! A právì kdy¾ T ` A22



utDùkaz a) Je-li T ` A, pak odtud lze odvodit T ` utA! A podle pravidla Modusponens za pomoci prvního schematu axiomù výrokové logiky.b) Je-li T ` utA! A (2)pou¾ijeme diagonalizaèní lemma 5.9 na formuli ThmT(x) ! A. Nech» B je sen-tence taková, ¾eT ` B $ (utB ! A) (3)Dùkaz T ` A rozdìlíme na dvì èásti. Nejprve doká¾eme T;utB ` A a potomvylouèíme pøedpoklad utB.T;utB ` ut(utB ! A) (3), (L1), (L3) (4)T;utB ` ututB ! utA (L1) (5)Nyní z pøepokladu utB dostávámeT;utB ` ututB (L2) (6)T;utB ` utA (5), (6) (7)T;utB ` A (2), (7) (8)T ` utB ! A vìta o dedukci, (8) (9)T ` B (3), (9) (10)T ` utB (L3), (10) (11)T ` A (9), (11)Tím je vìta dokázána. ut7.13 Dùkaz druhé Gödelovy vìty o neúplnostiKdyby T ` ConTpotom také 23



T ` :ut(0 = 1)T ` ut(0 = 1)! (0 = 1) tautologický dùsledekT ` (0 = 1) Löbova vìtaTo je ve sporu s pøedpokladem bezespornosti T. Tím je vìta dokázána. ut7.14 Dùsledek Existuje model M Peanovy aritmetiky takový, ¾e platíM j= 9dProof(d; ](0 = 1)) (12) utDùkaz. Podle druhé Gödelovy vìty o neúplnostiP =̀ConPtedy sentence ut(0 = 1)je bezesporná. Existuje tedymodel Peanovy aritmetiky, ve kterém je tato sentencepravdivá. Tento model je nestandardní, proto¾e ve standardním modelu N nenípravdivá sentence (12). Pøirozené èíslo m 2 M, takové, ¾eM j= ProofP (m; ](0 = 1))musí být proto nestandardní. Tím je Dùsledek 7.14 dokázán. utPøíklad (Shepherdson) Pøedvedeme dùkaz nestandardní délky dokazujícílibovolnì zvolenou sentenci A. Tato posloupnost v¹ak není kódovatelná pøiroze-ným èíslem v ¾ádném nestandardním modelu Peanovy aritmetiky, a proto není v¾ádném takovém modelu dùkazem.Je-li A libovolná sentence napøíklad 0 = 1, pak posloupnostA! (A! A); A! (A! A); : : : ; : : : A;A! A;A;A! A;A : : : (13)je pøíkladem dùkazu nestandardní délky sentence A.První úsek dùkazu, který odpovídá standardním pøirozeným èíslùm (nume-rálùm) sestává z nekoneènì mnoha kopií axiomu výrokové logiky a za ním (postøedníku) následuje úsek dùkazu sestávající z kopií dokazované sentenceA, kteráse støídá s implikací A ! A. Pøipomeòme, ¾e v nestandardním modelu nemù¾eexistovat nejmen¹í nestandardní èíslo. Jeho pøedchùdcem by pak bylo nejvìt¹ístandardní èíslo, a takové neexistuje. Ka¾dá formule v nestandardní èásti dùkazu(za støedníkem) má nekoneènì mnoho nestandardních pøedchùdcù, a je proto od-vozena pravidlem modus ponens z pøedchozích formulí. Posloupnost (13) je tedy24



dùkazem sentence A, ale dá se ukázat, ¾e v ¾ádném modelu Peanovy aritmeti-ky není kódována pøirozeným èíslem, proto¾e koncový úsek dùkazu, který tvoøíposloupnost formulí za støedníkem, je de�novatelný, ale nemá první prvek. utUvedený pøíklad naznaèuje úskalí, která mohou pøedstavovat dùkazy nestan-dardní délky.7.15 Dùkaz Löbových podmínek Podmínku (L1) lze dokázat jako jedno-duchou syntaktickou vìtu. Mù¾eme sestrojit term t(d; d0) takový, ¾eT ` ProofT (d; ](A! B))&ProofT (d0; ]A)! ProofT (t(d; d0); ]B) (14)kde t(d; d0) kóduje odvození podle pravidla modus ponens a je sestrojen taktot(d; d0) = 8>>><>>>: d � d0 � hbi jestli¾e 9u < d 9 v < d0(ProofT (d; u) &ProofT (d0; v) &Mp(u; v; b))0 jinakPotom (L1) je bezprostøedním dùsledkem (14). ut7.16 De�nice. Omezené kvanti�kátory a omezené formule Nech» L jejazyk aritmetiky nebo nìjaké jeho roz¹íøení, nech» x; y jsou dvì rùzné promìnnéa A je formule.(i) výraz (8x � y)A chápeme jako zkratku za formuli8x(x � y! A)a výraz (9x � y)A chápeme jako zkratku za formuli9x(x � y & A)Øíkáme, ¾e výraz (Qx � y), kde symbol Q zastupuje universální nebo exi-stenèní kvanti�kátor je omezený universální nebo existenèní kvanti�kátor. Pøiomezené kvanti�kaci se vedle neostré nerovnosti pou¾ívá i nerovnost ostrá.(ii) Øíkáme, ¾e A je omezená formule, jestli¾e� A je atomická formule� A je tvaru :B nebo B ! C a B;C jsou omezené formule� A je tvaru (8x � y)B nebo (8x < y)B a B je omezená formuleJsou-li B;C omezené formule, potom 25



B _ C B & C B $ Cjsou také omezené formule proto¾e jsou to zkratky za formule, které se dají z Ba C vyjádøit pomocí negace a implikace. Podobnì(9x � y)Bje omezená formule, proto¾e je to zkratka za omezenou formuli :(8x � y):B:Toté¾ platí pro (9x < y)B.Mno¾inu v¹ech omezených formulí oznaèujeme �0, ale také �0 nebo �0, pro-to¾e to jsou formule, které nemají ¾ádný neomezený existenèní ani universálníkvanti�kátor. ut7.17 De�nice. �1 formule Øíkáme, ¾e A je �1formule; jestli¾e A je for-mule tvaru 9x B; kde B je omezená formule. �1 formule mají jeden neomezenýexistenèní kvanti�kátor. utNásledující vìtu uvádíme bez dùkazu.7.18 Vìta. �1 úplnost Robinsonovy aritmetiky(i) Je-li A �1 sentence, potomN j= A implikuje Q ` A(ii) Je-li T rekursivnì axiomatizované roz¹íøení Peanovy aritmetiky, pak prolibovolnou �1 sentenci D platí T ` D ! utDPøipomeòme, ¾e v tomto pøípadì je utD je zkratka za formuli ThmT (]D). ut7.19 Dùkaz podmínek (L2) a (L3) Nech» T je rekursivnì axiomatizovanéroz¹íøení Peanovy aritmetiky. Pro libovolnou formuli A je utA �1 sentence.Podle tvrzení (ii) vìty 7.18 potomT ` utA! ututAa to je podmínka (L2). K dùkazu (L3) si staèí uvìdomit, ¾eT ` A implikuje N j= utApodmínka (L3) potom plyne z tvrzení (i) pøedchozí vìty. ut26
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